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INTRODUZIONE 


Forme  geometriche  fondamentali. 


I  1.  Le  figure^  il  cui  studio  forma  Toggetto  della  Geometria,  si 
compoDgODO  di  punti,  rette  e  piani.  Questi  punti,  queste  rette  e  questi 
piani  possono  appartenere  ad  uno  dei  seguenti  sistemi: 

r  Retta  punteggiata^  cioè  il  sistema  di  tutti  i  punti  di  una 
retta; 

2!*  Fascio  di  rette^  sistema  delle  rette  di  un  piano  e  per  uno 
stesso  punto  (del  piano); 

3"*  Fascio  di  piatii^  sistema  dei  piani  per  una  retta  ; 

4**  Piano  punteggiato^  sistema  dei  punti  di  un  piano  ; 

5°  Piano  rigato^  sistema  delle  rette  di  un  piano; 

6*"  Stella  di  rette^  sistema  delle  rette  per  un  punto  ; 

l""  Stella  di  pianiy  sistema  dei  piani  per  un  punto  ; 

8^  Spazio  punteggiato^  sistema  dei  punti  dello  spazio  ; 

9*  Spazio  di  piani^  sistema  dei  piani  dello  spazio. 
Questi  nove  sistemi  chiameremo  forme  geometriche  fondamentali. 
Elementi  di  ciascun  sistema  sono  i  punti,  o  rette,  o  piani,  che  lo 
compongono.  Sostegno  di  ciascun  sistema  è  il  punto,  o  retta,  o 
piano,  o  spazio,  cui  tutti  gli  elementi  del  sistema  appartengono. 

Cosi:  una  retta  punteggiata  ha  per  elementi  dei  punti  e  per  so- 
stegno una  retta  (raggio)\  un  fascio  di  piani  ha  per  elementi  dei 
piani  e  per  sostegno  una  retta  (asse  del  fascio);  un  fascio  di  rette 
ha  per  elementi  delle  rette  e  per  sostegni  un  piano  e  un  punto 
(centro  del  fascio);  una  stella  di  rette  o  di  piani  ha  per  sostegno 
un  punto  {centro  della  stella)  ;  e  cosi  via. 

B.  D*Otidio  —  ForvM  geotMtriehe  fondamentali.  1 


Coordinate.  G-eometria  analìtica. 


§  2.  Individuare  un  elemento  di  un  sistema  vuol  dire:  determi- 
nare quell'elemento  in  modo  da  distinguerlo  da  tutti  gli  altri. 

Noi  vedremo  come  gli  elementi  di  una  delle  prime  tre  forme  (la 
punteggiata  e  le  due  sorta  di  fasci)  ai  possano  individuare  facendo 
corrispondere  a  ciascun  elemento  un  numero;  in  modo  che,  dato 
un  elemento,  sia  individuato  il  numero  corrispondente,  e  viceversa, 
dato  un  numero,  sia  individuato  l'elemento  corrispondente.  Questi 
numeri  si  diranno  coordinate  degli  elementi  corrispoo denti. 

Vedremo  anche  come  per  individuare  ciascun  elemento  di  una 
delle  forme  4',  5",  6*,  7*  (le  due  sorta  dì  sistemi  piani  e  di  stelle) 
occorrano  due  numeri,  e  per  individuare  cìasciiu  elemento  di  una 
delle  due  ultime  forme  (spazio  di  punti  e  di  piaol)  occorrauo  tre 
numeri.  Questi  numeri  diremo  ancora  coordinate  degli  elementi 
corrispondenti  di  quelle  forme. 

>Iq  causa  di  queste  differenze  nel  modo  di  individuarne  gli  ele- 
menti, quelle  nove  forme  geometriche  bì  sogliono  distinguere  in 
tre  specie:  le  prime  tre  forme  si  dicono  di  1'  specie,  le  seguenti 
quattro  di  2'  specie,  le  ultime  due  di  3'  specie.  Si  dicono  anche 
rispettivamente  forme  a  I,  8,  3  coordinale,  ovvero  a  i,  S,  3  di- 
mensioni; ovvero  serte  semplici,  doppie,  triple  di  elementi;  serie 
di  co,  co*,  co'  elementi. 

Si  può  anche  considerare  una  10-  forma  geometrica  fondamentale: 
cioè  lo  spazio  rigato,  vale  a  dire  il  sistema  delle  rette  dello  spazio.  - 
Questa  forma  ha  però,  come  vedremo,  un  carattere  affatto  diverso 
dalle  forme  finora  considerate.  Siccome  ogni  suo  elemento  vedremo 
poterai  (in  generale)  individuare  mediante  quattro  numeri  ©coor- 
dinate, così  Jo  spazio  rigato  costituisce  una  forma  di  4*  specie,  o 
a  4  coordinate,  od  a.  4  dimensioni. 

La  Geometria  analitica  iaveetiga  le  proprietà  delle  figure  con 
lo  strumento  delle  coordinate.  Le  relazioni  fra  i  punti,  le  rette  ei 
piani  delie  figure  vengono  allora  ad  esprimersi  mediante  relazioni 
fra  numeri,  e  quindi  possono  esser  trattate  col  sussidio  del  calcolo. 
In  particolare,  le  proprietà  comuni  a  tutti  i  punti  di  una  lìnea  o 
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superficie  vengono  a  tradursi  in  equazioni  tra  le  coordinate  di  quei 
punti)  sicché  lo  studio  delle  linee  e  superficie  si  riduce  allo  studio 
analitico  delle  corrispondenti  equazioni. 

Anche  le  linee  e  superficie  curve  possono  venire  individuate  da 
gruppi  di  numeri,  che  perciòd  iconsi  coordinate  di  esse. 

Traccia  delle  coordinate  per  lo  studio  di  certe  figure  si  trova  già,  benché  sotto  forma 
non  evidente,  nelle  opere  degli  antichi  geometri  greci;  ma  essi  non  poterono  trame 
molto  vantaggio,  mancando  loro  il  calcolo  letterale  o  algebrico.  Acquistato  alla 
scienza  questo  utile  strumento  nel  secolo  decimosesto  (per  opera  specialmente  dei  geo- 
metri italiani  e  del  francese  Viète),  poterono  i  matematici  nei  secoli  seguenti  dare 
sviluppo  al  metodo  delle  coordinate  o  geometria  analitica,  che  venne  a  costituire  uno 
dei  metodi  più  potenti  e  più  usati,  per  tutte  le  ricerche  matematiche  in  generale,  e 
particolarmente  poi  per  quelle  geometriche.  La  prima  opera  in  cui  siano  stati  esposti 
con  chiarezza  i  principi!  di  questo  metodo,  in  guisa  da  elevarlo  al  grado  di  scienza, 
fu  la  Geometria  di  Descartes  (1637);  dopo  la  quale  i  geometri  andarono  successiva- 
mente adottandolo,  abbandonando  persino  per  lungo  tempo  quello  più  usato  dagli 
antichi  e  che  pure  presentava  i  suoi  vantaggi,  cioè  il  metodo  sintetico.  Così  la  geo- 
metria analitica  deve  molti  dei  progressi  che  essa  fece  dopo  Descartes,  a  Newton, 
Mac-Laurin,  Cìairaut,  Euler,  Lambert,  Lagrange,  Monge,  e  nel  secolo  presente  a 
Qergonne,  Lamé,  Bobillier,  MóhiìAS,  Pliicker,  Charles,  Jacobi,  Messe,  Cayìey, 
Sahum,  Cìebsch,  Cremona,  ecc.,  ecc.  Il  metodo  delle  coordinate  poi  congiunto  col 
calcolo  infinitesimale,  che  venne  pure  a  comporsi  in  scienza  nel  secolo  decimosettimo, 
diede  luogo  ad  un  ramo  importante  della  geometria  analitica;  il  quale,  insieme  collo 
stesso  calcolo  infinitesimale,  trae  la  sua  origine  dai  problemi  celebri  della  determi- 
nazione delle  tangenti,  delle  aree  e  delle  lunghezze  delle  curve,  e  poi  si  svolse  per 
opera  specialmente  di  Newton  e  Leibnitz,  del  Bernoulli,  di  Mac-Lawrin,  EuXer, 
Monge,  Meusnier,  Dupin,  Cauchy,  Gauss,  Kummer,  Beltrami  ed  altri. 

Il  concetto  di  coordinate  vedremo  essersi  esteso  altresì  al  caso,  in  cui  ciascun  ente  di 
una  serie  continua  qualunque  di  enti  geometrici  non  sia  individuato  dai  valori  di 
certe  quantità,  né  li  individui,  ma  solo  li  determini  e  ne  sia  determinato  in  un  nu- 
mero (finito  od  infinito)  di  modi  formanti  un  sistema  discontinuo. 

La  considerazione  delle  diverse  forme  geometriche  fondamentali  è  dovuta  a  Steiner 
(Syatematische  Enhoickelung,  1832;  Gesammeìte  Werke,  t.  I,  pag.  229).  Essa  è 
importantissima  nella  geometria  moderna:  non  solo  in  quanto  ogni  figura  geometrica 
si  può  considerare  come  appartenente  ad  una  o  più  di  quelle  forme  fondamentali  ; 
ma  anche  perchò  queste  si  possono  considerare  come  le  figure  più  semplici,  da  cui, 
legandole  coWomografia  o  colla  correlazione,  si  possono  ottenere  con  metodo  uniforme 
gran  parte  delle  figure  più  complicate,  come  linee  curve,  superficie,  ecc. 

AUa  considerazione  di  tali  forme  è  intimamente  legato  lo  sviluppo  della  geometria 
proiettiva,  cioè  della  scienza  che  studia  quelle  proprietà  che  non  cessano  di  valere 
quando  a  date  figure  si  sostituiscano  loro  proiezioni  {^ro^rìeth  projettive  delle  figure). 
Questa  scienza^  di  cui  già  si  avevano  vari  teoremi,  si  formò  nella  prima  metà  di  questo 
secolo  per  opera  principalmente  di  Ponceìet,  Mòbius,  Steiner,  Chasìes,  Staudt;  ed 
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ottenne  poi,  mediante  le  ricerche  di  altri  geometri  che  già  nominammo,  nn  rapido 
e  largo  incremento.  Essa  può  esser  trattata  col  metodo  delle  coordinate  (geometria 
anàiUica),  oppure  senza  Tnso  di  qneste  (geometria  sintetica).  E  mentre  da  principio 
essa  veniva  considerata  come  nn  ramo  di  geometrìa  distinto  dalla  geometria  meirietMj 
la  quale  studia  le  proprietà  metriche  (non  projettive)  delle  figure,  cioè  le  proprietà 
dipendenti  necessariamente  da  misure  di  distanze,  angoli,  aree,  ecc.  (quali  sono  la 
massima  parte  delle  proposizioni  di  geometria  elementare);  ora  invece,  in  seguito  ai 
lavori  di  Chaales,  Cayley,  Klein  ed  altri,  si  ritiene  la  geometria  metrica  come  inclusa 
nella  geometria  projettiva,  cioè  come  un  caso  particolare  di  essa.  Laonde  si  può  dire 
che  tutta  quella  vastissima  scienza  che  chiamiamo  geometria,  è  geometria  projettiva. 


CAPITOLO  L 


Segmenti  e  ascisse. 


S  3.  Sopra  una  retta  indefinita  si  fissi  un  punto  0.  A  partire  da 
6880  possiamo  percorrere  la  retta  in  due  direzioni,  Tuna  opposta 
all'altra.  Dato  un  punto  A  sulla  ^^ 

retta,  è  determinato  il  segmento— ^^ ^ -jr — ^ ^ 

che  ha  per  origine  0  e  per  ter- 
mine A,  ed  è  pure  determinata  la  direzione  in  cui  il  segmento  vien 
percorso  andando  da  0  in  A.  Il  segmento  si  può  misurare,  calco- 
lando il  numero  x  (razionale  o  irrazionale)  che  esprime  il  rapporto 
del  segmento  a  una  unità  lineare  fissata  ad  arbitrio;  e  se  inoltre 
conveniamo  di  prendere  questo  numero  positivamente  o  negativa- 
mente secondo  che  il  segmento  è  percorso  in  una  direzione  o  nella 
opposta,  avremo  che  ad  ogni  punto  A  della  retta  corrisponderà  un 
numero  reale  a?,  positivo  o  negativo.  Viceversa:  dato  un  numero 
reale  x  positivo  o  negativo,  è  determinato  il  segmento  che  esso 
misura  e  la  direzione  in  cui  il  segmento  è  percorso,  e  quindi  è  in- 
dividuato sulla  retta  un  punto  A  tale  che  OA  sia  appunto  quel 
segmento.  Inoltre  è  chiaro  che  a  punti  diversi  corrispondono  numeri 
diseguali,  e  a  numeri  diseguali  punti  diversi;  in  particolare,  a  nu- 
meri diflferenti  solo  nel  segno  (opposti)  x  e  —  x  corrispondono  punti 
simmetrici  rispetto  ad  0,  e  a  questo  punto  0  corri3ponde  il  numero 
zero.  Il  numero  x  può  dunque  assumersi  come  coordinata  del  punto 
che  individua. 

Il  punto  0  si  chiama  origine^  e  le  due  direzioni  considerate  sulla 
retta  si  chiamano,  Tuna  positiva  e  Taltra  negativa.  Rispetto  a  quel- 
Torigine  e  a  queste  direzioni,  il  numero  x  si  chiama  ascissa  del 
punto  A. 


I 


n 
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La  retta  punteggiata  è  dunque  una  forma  ad  una  coordinata,  o 
di  1*  specie. 

Abbiansi  sulla  retta  due  punti  A  B.  Il  simbolo  AB  sta  pel  numero 
che  misura  il  segmento  o  distanza  fra  A  e  B,  numero  positivo  o 
negativo,  secondo  che  andando  da  A  in  B  si  percorre  il  segmento 
nella  direzione  positiva  o  negativa  della  retta.  In  virtù  di  tale  con- 
venzione si  ha,  qualunque  siano  i  due  punti  A  B  della  retta,  la  re- 
lazione : 

[1]  BA  =  —  AB,  ovvero  AB  -f-  BA  =  0. 

Fra  tre  punti  ABC  della  retta  si  ha  la  relazione  evidente  : 

IB  -j-  BC  +  CA  =  0,  ovvero  AB  =  AC  +  CB, 

[2]  AB  =  CB  —  CA. 

Fra  quattro  punti  A  B  C  D  della  retta  si  ha  la  relazione: 
[3]  AB.CD  +  AC.DB  -f  AD.BC  =  0, 

la  quale  si  dimostra  osservando  che  per  la  [2]  il  primo  membro  può 
scriversi 

AB  (AD  —  AC)  +  AC  (AB  -  AD)  +  AD  (AC  —  AB), 

e  sviluppato  si  riduce  a  zero. 

Fra  più  punti  qualunque  A  B  C  .  .  .  K  L  della  retta  si  ha  la  re- 
lazione : 

AB  +  BC  -f  .  .  .  +  KL  +  LA  =  0, 

ovvero 

AL  =  AB  +  BC  +  .  .  .  +  KL. 

Siano  coaf  le  ascisse  di  due  punti  A  B  della  retta,  rispetto  a  una 
origine  0  e  ad  una  direzione  positiva  assegnata;  ossia  OA  =  a?, 
OB  =  x\  La  [2]  porge 

AB  =  OB  —  OA, 

AB  =  a/  —  a?; 
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dunque:  il  numero  che  misura  la  distanza  da  un  punto  a  un 
altro  è  la  differenza  fra  Vascissa  del  2""  punto  e  Vascissa  del  i\ 

Può  avvenire  che,  scelta  un'origine  0,  convenga  poi  riferire  i 
punti  della  retta  a  un  altro  dato  punto  0'  come  origine  :  allora  oc- 
corre esprimere  la  primitiva  ascissa  x  di  un  punto  qualunque  À 
mediante  la  sua  nuova  ascissa  X,  e  viceversa.  Posto  00'  =  a,  si  ha 
OC  +  O'A  +  AO  =  0,  ossia  a  +  Z  —  a?  =  0  ;  onde 

X  =  X  -{-  a  ^  X  =  X  —  a. 

Qui  si  è  tacitamente  supposto  che,  nella  determinazione  dei  punti 
della  retta  mediante  le  nuove  coordinate  Z,  la  direzione  positiva 
della  retta  e  Tunità  lineare  non  si  siano  mutate:  lasciamo  al  let- 
tore trattare  i  casi  in  cui  queste  si  mutino. 

La  determinazione  dei  punti  di  una  retta  mediante  le  loro  distanze  da  nn  punto 
fisso  fu  introdotta  dal  Viète  (1540-1603),  al  quale  è  dunque  dovuto  il  primo  sistema 
di  coordinate  per  forme  di  1'  specie.  Ma  il  concetto,  importantissimo  nella  geometria 
moderna,  del  segno  dei  segmenti,  degli  angoli,  delle  aree,  ecc.,  fu  introdotto  metodi- 
camente solo  ia  questo  secolo  dal  Mobius  con  la  sua  classica  opera:  Der  barycentri- 
aOie  Calcia  (1827). 


Baricentri. 


S  4.  Siano  ABC  tre  punti  della  retta,  e  sia  r  il  rapporto  delle 
distanze  AC,  CB: 

gg  =  r,  ovvero  AC  :  CB  =  r. 

Se  A  B  sono  fissi  e  C  muta  posizione,  anche  r  varia.  E  precisa- 
mente: quando  C  cade  fra  A  e  B,  r  è  positivo  (poiché  AC  e  CB 
hanno  lo  stesso  segno);  e  quando  C  non  cade  fra  A  e  B,  r  è  ne- 
gativo. Se  C  cade  in  A,  r  =  0  (perchè  allora  AC  =  0  e  CB  =  AB)  ; 
se  C  va  da  A  al  punto  medio  fra  A  e  B,  r  cresce  i  perchè  AC  cresce 
e  CB  decresce)  da  0  a  1;  se  C  prosegue  verso  B,  r  cresce  indefi- 
nitamente :  e  quando  C  cade  in  B,  rè  infinito  (poiché  allora  AC  =  AB 
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e  CB  =  0).  Se  C  oltrepassa  B,  r  diviene  negativo,  e  il  suo  valore 
assoluto  decresce,  tendendo  al  valore  1  mentre  0  si  allontana  in- 

definitamente  da  B  (poiché  nella  frazione  ^  i  valori  assoluti  del 

numeratore  e  del  denominatore  crescono  indefinitamente  di  quan- 
tità uguali).  Che  se  C  va  da  A  nella  direzione  opposta,  r  è  nega- 
tivo, e  il  suo  valore  assoluto  cresce,  tendendo  di  nuovo  a  1  mentre 
C  si  allontana  indefinitamente.  Esprimeremo  questi  fatti  dicendo  : 
che  nel  punto  A  si  ha  r  =  ±  0,  nel  punto  B  si  ha  r  =  ±  oo,  e  che 
la  retta  ha  un  unico  punto  alVinfinito^  pel  quale  r  =  —  1. 

La  retta  viene  cosi  ad  esser  considerata  come  rientrante  in  sé 
stessa .  .  .  airinfinito. 

Potremo  anche  dire  ohe  due  punti  A  B  dividono  la  retta  in  due 
segmenti,  uno  finito  e  Taltro  infinito. 

Se  07  0/  0?"  sono  le  ascisse  dei  punti  ABC  rispetto  a  un'origine  0, 
si  ha  (§  3)  AC  =  a/'  —  0?,  CB  =  il/  —  a/',  e  però 

onde  a/'  —  0?  =  raf  —  raf^  (1  +  ^)y  oif'  :=x  -\-  rea , 


^  —    1  +  r    ' 


formola  che  esprime  l'ascissa  di  C  mediante  le  ascisse  di  A  e  B  e 
mediante  il  rapporto  r. 

Se  i  punti  A  B  sono  fissi  e  r  varia,  allora  x  cxl  sono  costanti  e  r 
variabile;  e  ad  ogni  valore  di  r  corrisponde  un  valore  di  ai\  e 
quindi  una  posizione  del  punto  C.  E  precisamente  :  per  r  =  ib  0  si 

ha  0?"  =  0?,  e  C  cade  in  A  ;  essendo  poi  a?"  =  -^ ,  per  r  =  it  cx) 

r     ' 

si  ha  —  =  ±  0,  onde  af^  z=iaf  e  C  cade  in  B ;  per  r  ^  1  si  ha  a/' 
=  ^"^^  ,  e  C  cade  nel  punto  medio  del  segmento  AB;  per  r  =  1  si 

ha  0?"  =  ^"7^  =  ±  00,  e  C  va  airinfinito. 
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Il  Dumero  r  soddisfa  a  tutte  le  coDdizioni  per  essere  adoperato 
come  coordinata  del  punto  che  individua,  e  noi  lo  chiameremo  (per 
ragioni  che  tosto  vedremo)  la  coordinata  haricenlrica  di  quel 
ponto  rispetto  ai  due  punti  di  riferimento  A  e  B.  Confrontando 
qnesto  sistema  di  coordinate  con  quello  delle  ascisse,  noi  vediamo 
che  ai  singoli  punti  della  retta  corrispondono,  così  nell'uno  come 
nell'altro  sistema,  i  singoli  numeri  (realì)«  ma  in  ordine  differente. 

8e  m  e  l  sono  due  numeri  nel  rapporto  r  (con  segni  arbitrari), 
ossia  se  m  :  { =  r  ;  allora  la  espressione  di  x"  diviene 

^   —      l  +  m      ' 

ed  evidentemente  non  si  altera  quando  m  e  l  bì  moltiplicano  o  si 
dividono  entrambi  per  uno  stesso  numero  arbitrario,  vale  a  dire  è 
omogenea  e  di  grado  zero  in  m  e  (. 

§  5.  Siano  Af  A,  due  punti  della  retta.  Pensiamo  annessi  ai 
ponti  A,  A,  rispettivamente  due  numeri  m^  m^  (con  segni  arbitrari), 
e  sia  P  il  ponto  per  cui 

A,P  :  PA,  =  m,  :  m,,  ovvero  PA,  :  PA,  =  —  m^\m^, 

Qoesto  punto  P  (per  analogia  con  la  composizione  di  due  forze  pa- 
rallele e  in  particolare  di  due 

r  Il  II 1, 

pesi)  diremo  baricentro  o  cen-         A,       P  A^       A^  P 

tro  di  gravità  dei  due  punti 

A,  A,  coi  pesi  m^  m^,  E  se  a^i  x^  sono  le  ascisse  di  A^  A„  l'ascissa 
di  P  sarà 

w»i  + Wj 

Sia  ora  dato  un  terzo  punto  A,  di  peso  m,  e  di  ascissa  x^.  Se 
a  P  annettiamo  il  peso  m^  +  m„  e  poi  cerchiamo  il  baricentro  di  P 
e  A3,  troviamo  un  altro  punto  F,  che  diremo  baricentro  dei  tre 
ponti  Af  A,  A3  coi  pesi  m^  m,  m,.  L'ascissa  di  P'  sarà  dunque 

(m, +m2)  +  m3 
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ovvero 

miXg  +  in^Xf  +  m^x^ 
/"i  +  WI2  + W3       ' 

formola  analoga  alla  precedente.  Essa  mostra  che,  in  qualunque 
ordine  si  compongano  i  punti  À^  A,  A3  conservando  i  rispettivi  pesi, 
si  ottiene  sempre  lo  stesso  baricentro. 

Proseguendo  questa  composizione  con  altri  punti  A^ .  .  .  A»  a  cui 
si  diano  dei  pesi  m^ .  .  .  m»,  noi  giungiamo  ad  ottenere  un  punto, 
che  diremo  baricentro  dei  punti  A^  A,  . . .  A^  coi  pesi  m^  m, . . .  m», 
e  che  ha  per  ascissa 


m,  +  mj  +  . . .  +  twi 


sicché,  in  qualunque  ordine  si  compongano  i  punti  dati  conservando 
i  rispettivi  pesi,  risulta  sempre  lo  stesso  baricentro. 

£  si  avverta  che,  moltiplicando  0  dividendo  i  numeri  m^  m, .  . .  m^ 
per  uno  stesso  numero  arbitrario,  il  baricentro  rimane  immutato. 

Se  m^  =  m^,  il  baricentro  dei  due  punti  A,  A,  è  il  loro  punto 
medio.  In  generale  :  se  m^  m^ ,  .  .niu  sono  tutti  eguali,  il  baricentro 
dei  punti  A^  A, .  .  .  A^  dicesi  centro  delle  medie  distanze  dei  punti 
stessi,  e  la  sua  ascissa  è 

Xi  +  OC2  +  '  "  +  ^ 


Se  m,  +  ^«  +  •  •  •  +  ^k  =  0,  il  baricentro  è  in  generale  il  punto 
all'infinito. 

Fissati  nella  punteggiata  due  punti  A^  A,,  ogni  punto  P  di  essa 
può  considerarsi  come  baricentro  di  A^  A„  quando  a  questi  si  diano 
pesi  convenienti  m^  m,:  basterà  a  tal  fine  prendere  questi  due  nu- 
meri in  modo  che  sia  m^  :  m,  =  PA,  :  A^P  ;  il  che  mostra  che  solo  il 
loro  rapporto  è  individuato  da  P  e  non  essi  stessi.  Questi  due  numeri 
m^  m,,  i  cui  valori  possono  gervire  ad  individuare  i  singoli  punti  F 
della  punteggiata,  ma  che  moltiplicati  entrambi  per  una  stessa 
quantità  qualunque  non  cessano  d'individuare  lo  stesso  punto,  si 
chiamano  coordinate  omogenee  dei  punti  della  punteggiata,  e  co- 
stituiscono precisamente  il  sistema  delle  coordinate  baricentriche 
del  M6B1DS  {Barycentrische  Calciil).  L'introduzione  di  due  coordi- 
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nate  omogenee  in  luogo  di  una  sola  (non  omogenea)  presenta  il 
vantaggio  di  dare  omogeneità  e  simmetria  alle  formole. 

Il  rapporto  delle  due  coordinate  baricentriche  omogenee  può  pure 
servire,  come  notammo  al  §  4,  per  coordinata;  ed  è  quella  che  noi 
chiamammo  la  coordinata  Mricentrica  (non  omogenea). 

Esercizio  1.  Indi?iduare  i  punti  di  ascisse 

1    _1    A    ±     1/2    -i/3     -1  +  V^,-1-V5 
*'       ^»  4  »  3  »y^»-V^»  2 '  2 

Calcolare  le  loro  mutue  distanze,  e  i  rapporti  delle  distanze  dei  due  primi  da  cia- 
scuno degli  altri. 

Eb.  2.  La  distanza  di  due  punti  di  coordinate  baricentriche  (non  omogenee)  rr'h 


r'  —  r 


»\  » 


^(l+r)(l+r') 

86  d  è  la  distanza  dei  due  punti  di  riferimento. 

Es.  8.  L'ascissa  di  un  punto  rispetto  a  un'orìgine  0  sia  x,  e  la  coordinata  bari- 
centrica  del  punto  rispetto  ai  due  punti  AB  sia  r  :  indicando  con  a  Tascissa  di  A, 
avremo 

a;  — g {a  +  d)r  +  a 

^-  a  +  d^x'  ^'~'        r+ì 

Queste  formole  ci  danno  la  coordinata  barìcentrìca  espressa  in  funzione  delFascissa,  e 
questa  in  funzione  di  quella.  Come  si  vede,  ciascuna  di  queste  coordinate  è  espressa 
da  un  fratto,  in  cui  numeratore  e  denominatore  sono  funzioni  di  1*  grado  deU'altra 
coordinata. 

Es.  4.  Supposte  date  le  coordinate  baricentriche  di  due  punti  A'  B'  rispetto  ai 
due  punti  A  B,  esprimere  la  coordinata  baricentrica  r  di  un  punto  qualunque  ri; 
spetto  a  A  e  B,  mediante  la  coordinata  baricentrica  r'  dello  stesso  punto  rispetto 
a  A/  B^ì  in  altri  termini  trovare  la  formola  che  serve  pel  passaggio  da  un  sistema  di 
coordinate  baricentriche  a  un  altro.  Si  troverà  che  anche  questa  formola  presenta  il 
carattere  notato  in  quelle  deU'es.  3. 

Es.  5.  Li  una  retta  il  baricentro  di  più  punti  dati  è  quel  punto,  le  cui  distanze 
da*  punti  dati  moltiplicate  pe'  rispettivi  pesi  danno  una  somma  nulla. 
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Gruppi  armonici  di  punti. 


§  6.  SiaDO  ABC  tre  punti  della  retta,  e  sia  AG  :  OB  ==  r.  Ck)nsi- 
deriamo  il  punto  D  per  cui  AD  :  DB  =  —  r.  Se  il  punto  C  cade  nel 

^ _______^ .  segmento  compreso  fra  A  e 

A  if       C       B  D         B,  allora  D  cade  fuori  di 

esso,  e  viceversa.  I  due 
punti  C  D  si  trovano  sempre  da  una  stessa  banda  dal  punto  M  medio 
fra  A  e  B.  Ad  ogni  posizione  del  punto  C  ne  corrisponde  una  di  D, 
e  viceversa;  se  muovendosi  0  e  quindi  D,  il  punto  0  viene  nella 
posizione  prima  occupata  da  D,  il  punto  D  andrà  nella  posizione 
prima  occupata  da  C.  La  corrispondenza  tra  C  e  D  è  dunque  uni- 
voca e  reciproca.  Due  punti  corrispondenti  diconsi  perciò  coniugati. 
In  particolare  :  se  C  cade  in  A,  anche  D  cade  in  A  ;  se  C  cade  in  B, 
anche  D  cade  in  B;  se  C  cade  in  M,  D  va  airinfinito. 

Per  ipotesi 


[1] 

AC            AD 
CB             DB  ' 

e  quindi 

CB 
AC"" 

DB     AB  — AC        AD  — AB     AB 
AD  »       AC                  AD       '  AC 

Uooia 

1111 
AC       AB       AB       AD 

1  =  1-^ 

^  —  ^       AD 


0  altrimenti  :  se  xa/  af'  x"'  sono  le  ascisse  di  A  B  C  D  rispetto 
a  un'origine  0,  si  ha 

1  +  r    '  1  —  r    ' 

ora  se  si  sceglie  A  per  origine,  x  è  zero  e  si  ha 

X"  =  :r^  ,  0?'"  =  -    '■^ 


1  +r  '         ""        1— r  ' 


—  la- 
onde 

1  _l+r_    1     .    1      1 L_L.l 

i L  — J__± 

x"        X*  ~  a?'       off  ' 

relazione  che  non  differisce  dalla  [2]. 

La  [2]  ci  mostra  che  i  valori  inversi  di  AC  AB  AD  sono  in  pro- 
gressione aritmetica  :  dunque  AO  AB  AD  sono  in  progressione  ar- 
monica (*),  ossia  AB  è  medio  armonico  fra  AC  e  AD.  Perciò  i  due 
ponti  0  D  si  dicono  coniugati  armonici  rispetto  ad  A  e  B. 

Viceversa,  A  e  B  sono  coniugc^ti  armonici  rispetto  a  C  e  D  ;  perchè 
la  [1]  dà 

CA  ___CB 
AD""       BD  ' 

ovvero  anche  perchè  si  ha  per  ipotesi  (con  un'origine  qualunque) 

x  +  raf  =  (\  +  r)af'  ,x  —  raf=(\  —  r)af''  , 

onde 

1  —  r 

1  —  r 

.  _  {\+r)x'^^{l^r)a^"  _  1+r^ 

2r  —      ,  _  1-r     ' 

14-r 

le  quali  provano  che  A  e  B  sono  coniugati  armonici  rispetto  a  C 
e  D,  e  che  inoltre 

CA  _  __  CB  _  1  — r 
AD  ""        BD  ""  1  +  r  • 


{*)  In  generale  :  più  numeri  diconsi  in  progressione  armonica  quando  i  loro  inversi 

sono  in  progressione  aritmetica.  Questa  denominazione  fu  originata  dal  fatto,  che  le 

langhezze  di  tre  corde  sonore,  che  diano  raccordo  perfetto  do-mi-soì,  stanno  tra  loro 

4       2 
come  i  numeri  1}  -è*  i  -q-  )   i  <^^i  inversi  sono  appunto  in  progressione  aritmetica. 


V  -  14  - 

Si  dice  anche  che  le  due  coppie  di  punti  AB,  CD  formano  un 
gruppo  armonico  di  punti. 
Dalia  [2]  si  deduce 

^^^  AB  ""  AC  "^  AD  ' 

teorema  di  Mac-Laurin. 
La  [1]  può  scriversi 

MC  — MA_MA  — MB 
MB  — MC"~MB— MB  ' 

onde  togliendo  i  fratti  e  ricordando  che  MB  =  —  MA^ 

[4]  MC.MD  =  MA«. 

Od  altrimenti  :  se  si  sceglie  per  origine  M,  si  ha  a?  =  —  a/,  e  però 

onde  oD^'oo^"  =  a?*, 

che  non  differisce  dalla  [4]. 


Doppio  rapporto  di  quattro  punti. 


I  7.  Siano  A  B  C  D  quattro  punti  di  una  retta.  Si  formi  il  rap- 

AC 

porto  ^  delle  distanze  (prese  coi  debiti  segni)  dei  due  primi  dal 

terzo  ,  e  il  rapporto  gg  delle  distanze  dei  due  primi  dal  quarto  :  il 

rapporto  fra  questi  due  rapporti  gg  •  gg  ®i  ^^^^  doppio  rapporto 

dei  quattro  punti  A  B  0  B  (denominazione  introdotta  dal  Móbius 
ed  usata  in  seguito  da  tutti  i  geometri  tedeschi),  e  s'indicherà  col 
simbolo  (ABCB);  sicché 

,._^_,_AC     AB_AC.BB 
(ABUB)  —  BC  •  55  ~"  AB  .  BC  ' 


—  Io- 
li doppio  rapporto  di  quattro  punti  dipende  dal  loro  ordine.  Ma, 
sebbene  le  permutazioni  di  quattro  punti  siano  24,  i  doppi  rapporti 
che  ad  esse  corrispondono  non  sono  tutti  differenti.  Infatti  T  espres- 
sione ^j^'  ^^  non  si  altera  se  si  scambiano  contemporaneamente 

doe  punti  e  gli.  altri  due,  cioè  À  con  B  e  0  con  D,  ovvero  A  con  0 
e  B  con  D,  ovvero  A  con  D  e  B  con  C;  onde 

(ABCD)  =  (BADC)  =  (CDAB)  =  (DCBA)  ; 

ossia  :  un  doppio  rapporto  di  quattro  punti  non  si  altera  se  si 
scambiano  due  punti  fra  loro  e  gli  altri  due  fra  loro. 

Con  uno  di  tali  doppt  scambi  si  può  portare  in  primo  posto  quel 
punto  che  si  vuole,  p.  e.  A,  senz'alterare  il  valore  del  doppio  rap- 
porto; e  però  siamo  ridotti  a  considerare  i  seguenti  ^ef  dopi^  rap- 
porti: 

(ABCD)  ,  (ACDB)  ,  (ADBC)  ,  (ABDC)  ,  (AGBD)  ,  (ADCB). 

Dal  P  si  deducono  il  2"*  e  il  Z"*  lasciando  ferma  la  lettera  A  e 
permutando  circolarmente  B  C  D;  e  dai  primi  tre  si  deducono  gli 
altri  tre  scambiandovi  le  due  ultime  lettere. 

Tra  questi  sei  doppi  rapporti  passano  ancora  delle  relazioni.  In- 
fatti è  evidente  che 

(ABCD).(ACBD)  =  1  , 

ossia:  due  doppi  rapporti  differenti  per  V ordine  dei  due  ultimi 
punti  {0  dei  due  primi)  danno  per  prodotto  I.  Analogamente 

(ACDB).(ACBD)  =  1,  (ADBC). (ADCB)  z=  1  . 

Inoltre  dalla  (S  3) 

AB.CD  +  ACDB  -(-  AD.BO  =  0 

dividendo  per  —  AD.BC  si  ha 

AC.BD     ,     AB.CD         ,  _  ^ 
AD.BC  "^  AD.CB         ^  ^  "' 

(ABCD)  +  (ACBD)  =  1 , 
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ossia  :  due  doppi  rapporti  differenti  per  V ordine  del  secondo  e  terzo 
punto  (o  del  primo  e  quarto)  danno  per  somma  1 .  ADalogamente 

(ACDB)  +  (ADCB)  =  1,  (ADBC)  +  (ÀBDC)  =  1  . 

Queste  sei  relazioni  sono  più  che  sufOieienti  a  mostrare  che  i  va- 
lori  dei  sei  doppi  rapporti  dipendono  da  un  solo  di  essi. 

P.  e.,  se  poniamo 

(ABCD)  =  p , 
abbiamo  successivamente 

(ABDC)  =  i-  ,      . 
(ACBD)  =  1  —  p  ,  (ACDB)  =      ^ 


1-p' 


(ADBC)  =  1  -  j  =  ^—^  ,  (^^^^)  =  ^i  • 

§  8.  Consideriamo  alcuni  casi  particolari  notevolt. 
Se  p  =  0 ,  abbiamo  ACBD  =  0 ,  onde  AC  =  0  o  BD  =  0.  I  sei 
doppt  rapporti  divengono 

(ABCD)  =  ±  0  ,  (ABDC)  =  ±  00  , 

(ACBD)  =  1  ,  (ACDB)  =  1 , 

(ADBC)  =  =F  00  ,  (ADCB)  =  q:  0, 

vale  a  dire  :  se  uno  dei  sei  doppt  rapporti  diviene  0,  o  oo,  o  1,  al- 
lora due  divengono  0,  due  oo,  due  1  ;  e  in  questo  caso  due  dei 
quattro  punti  coincìdono. 

Se  p  =  —  1 ,  si  ha  gg  =  —  j.^  ,  onde  le  coppie  AB,  CD  sono  ar- 
moniche. Attualmente 

(ABCD)  =  —  1  ,  (ABDC)  =  —  1  , 
(ACBD)  =2,  (ACDB)  =  4^, 


(ADBC)  =  2  ,  (ADCB)  =  ^ 


2    ' 
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onde  se  uno  dei  sei  doppi  rapporti  vale  —  1,  o  2,  o  J ,  allora  due 
valgono  —  1,  due  2  e  due  i;  e  i  quattro  punti  (in  un  certo  or- 
dine) formano  un  gruppo  armonico.  Il  doppio  rapporto  nel  caso 
dell'armonia  acquista  il  valore  particolare  —  1,  o  2,  o  J;  e  perciò 
in  generale  si  suole  anche  chiamarlo  rapporto  anarmonico  (deno- 
minazione introdotta  dallo  Chasles  nel  suo  importantissimo  Apergu 
historique,  1837,  e  poi  usata  dai  geometri  francesi  e  da  molti  ita- 
liani e  inglesi). 

I  sei  rapporti  anarmonici  sono  in  generale  diseguali.  Infatti:  sup- 
ponendo p  =  —  ,  onde  p*  =  1  ,  p  =  ±  1,  ricadiamo  nei  due  casi 
ora  trattati  ;  così  pure  supponendo  p  =  1  —  p  ,  onde  p  =  i  ;  ov- 
vero supponendo  p=    _^.  ,   onde  p  (p  —  2)  =  0,   e   quindi  p  =  0 

oppure  p  =  2.  Se  fosse  p  =  ^  _     ,  onde 


P' 


—  p  +  i  =  o,   p  =  — "^; 


sarebbe  pure  p  =  ^ ;  e  dei  sei  rapporti  anarmonici  tre  varreb- 
bero        o~~    e  gli  altri  tre    ^ '!"" — .  Ma  essendo  questi  valori 

immaginari,  non  esistono  quattro  punti  reali  soddisfacenti  alla  sup- 
posta condizione. 
Se  D  va  allontanandosi  all'infinito  sulla  retta  nella  direzione  po- 

AD 

sitiva  0  negativa,  il  fratto  ^  tende  a  1,  e  però  (ABCD)   tende  al 

AC 

limite  gg  .  Ciò  si  esprime  scrivendo 

(BACCO)  =  ~ 

Dunque:  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti,  di  cui  uno  all'infinito, 
si  ottiene  dall'espressione  generale  del  doppio  rapporto  cancellando 
i  due  fattori  in  cui  figura  il  punto  all'infinito. 

S  9.  Se  X  a/ a^' x"^   sono  le  ascisse  di   quattro  punti   ABCD 
riferiti  a  un'origine  0,  la  formola  che  esprime  il  doppio  rapporto 

E.  D'Otidio  —  Forme  geom$trieho  fondamentali.  2 


L 
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(ABOD)  può  scriversi 

x  —  x''  .  X  —  a/"  (x  ^ x^')(x' —  a/") 

x'^x'*  '  af-^x""  ^^^^^^  (a;^x'"){x'  —  x'')  ' 

Questa  espressione  può  bene  chiamarsi  doppio  rapporto  o  rapporto 
anarmonico  dei  quattro  numeri  oc  af  a?"  af^' ,  e  indicarsi  con 
(a?  a/  af'  af").  É  chiaro  che  quattro  numeri  daranno  allora  34  doppi 
rapporti,  che  si  riducono  a  tre  coi  loro  inversi,  e  che  sono  legati 
dalle  stesse  relazioni  che  quelli  di  quattro  punti. 

Fissati  in  una  retta  tre  punti  ABC,  ogni  altro  punto  D  della 
retta  fa  con  essi  in  un  ordine  assegnato  un  doppio  rapporto  affatto 
determinato.  Così  :  se  D  cade  in  A,  o  in  B,  o  in  C,  o  all'infinito, 

AC 

(ABOD)  diviene  risp.  ±  oo,  i:  0,  1>  gn  •    Viceversa  :    fissati   i   tre 

punti  ABC,  ad  ogni  valore  assegnato  del  doppio  rapporto  (ABCD) 
corrisponde  una  posizione  di  D  ;  poiché,  dati  A  B  C  e  dato  (ABCD),  è 

determinato  il  rapporto  ^  ;  od  anche  perchè,  uguagliando  la  fra- 
zione (0?  x'af'  a/")  a  un  numero  dato,  si  ha  un'equazione  di  !•  grado 
in  co"',  e  quindi  un  valore  di  a)'".  Lo  stesso  vale  per  gli  altri  doppi 
rapporti  dei  punti  ABCD.  Potremmo  dunque  assumere  come  coor- 
dinate dei  punti  della  retta  1  doppi  rapporti  che  essi  determinano 
con  tre  punti  fissi  della  retta  in  un  ordine  assegnato. 

Scelgasi  come  coordinata  (ABCD),  ossia  wn  *  AC  *  ^^  numero  «g 

(positivo  0  negativo)  è  quello  che  misura  la  distanza  BD  riferita 

alla  BC  come  unità,  6  j^  è  il  numero  che  misura  la  distanza  AD 

riferita  alla  AC  come  unità  ;  (ABCD)  è  il  rapporto  di  questi  due  nu- 
meri. Diremo  proiettiva  questa  coordinata,  per  ragioni  che  spie- 
gheremo in  seguito.  I  punti  A  e  B  hanno  per  coordinate  oo  e  0,  e 
si  dicono  fondamentali;  il  punto  C  ha  per  coordinata  1,  e  si  dice 
punto  unità. 
Se  supponiamo  che  A  sia  il  punto  all'infinito  della  retta  ;  allora 

BD 

(ABCD)  diviene  g^ ,  e  non  è  che  l'ascissa  del  punto  D  rispetto  all'ori- 
gine B  quando  si  prenda  BC  come  unità  lineare.  Dunque:  l'ascissa 
di  un  punto  B  non  è  che  il  doppio  rapporto  del  punto  origine  e  del 
punto  all'infinito  col  punto  da  determinarsi  e  col  punto  a  distanza 
1  dall'origine. 


li 
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Se  invece  supponiamo  che  0  sia  medio  fra  i  punti  fondamentali 

BD 
DA 


BD 

A  e  B  ;  allora  BC  =  —  AC,  e  (ABCD)  diviene  =r-r  ,  cioè  la  coordi- 


nata baricentrica  r  del  §  4  rispetto  a  B  e  A. 

Si  vede  dunque  che  le  coordinate  projettive  comprendono  come 
casi  particolari  le  due  specie  di  coordinate  prima  incontrate,  cioè  le 
ascisse  e  le  coordinate  baricentriche. 

La  teoria  de'  doppi  rapporti  è  dovuta  a  Móbius  e  Chàsles;  ma 
di  essi  e  de'  gruppi  armonici  si  trova  fatto  uso  fino  in  Pappo  (Col- 
lezioni matematiche)^  e  poi  in  Dbsarques  e  altri. 

Il  concetto  delle  coordinate  projettive,  suggerito  da  Staddt  (Bei' 
tràge  1858),  fu  sviluppato  da  Fiedler  (Darstellende  Geometrie). 

Esercizio  1.   Calcolare  i  doppi  rapporti  di  quattro  ira^  punti  delFes.  1  §  5. 
Es.  2.  n  doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  coordinate  baricentriche  r  r'  r"  r"'  è 
(rr'r''r"'),  come  in  coordinate  cartesiane. 

Es.  3.  La  distanza  di  due  punti  di  coordinate  projettive  p  p'  è 

d\u  T-T— w^-; — \- ,  ove  rf  =  AB  ,  ui  =  j7=i  . 
(p+ w)(P  +uj)  €B 

Es.  4.  Il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  coordinate  projettive  p  p'  p''  p'"  è 

{pp'p"p"'). 

Es.  5.  Sia  X  Tascissa  di  un  punto  rispetto  a  un'orìgine  0,  e  p  la  coordinata  pro- 
iettiva dello  stesso  punto  rispetto  a  tre  punti  ABC:  sarà  (indicando  con  a  l'ascissa 
di  A,  e  con  dt  w  le  stesse  quantità  delFes.  3.)  : 

w(a  +d  —  x)  ap  +  (a  -\-  d)  w 

p  = ,    X  =  ; . 

X  —  a  p  -\-  ^ 

Es.  6.  Le  frazioni 

(pi  -  p  + 1)3  (p»  -  p  -f  ly 


pMp-1)*    '  (p-f  i)MP-2)M2p-i)* 

conservano  lo  stesso  valore,  qualunque    sia  fra  i  doppi  rapporti  di  quattro  punti 
quello  denotato  da  p. 

Punti  di  una  retta 
determinati  mediante  equazioni. 

§  10.  Sia  data  un'equazione  di  l""  grado  {lineare)  in  or,  a  coeffi- 
cienti reali: 

ao?  +  ò  =  0. 


L' 
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Essa  è  soddisfatta  dall'unico  valore  a?  = .   Se  dunque  x  si 

riguarda  come  ascissa  su  una  data  retta,  e  rispetto  a  una  data  ori- 
gine e  ad  una  assegnata  direzione  positiva;  allora  Tequazione  in- 
dividua quel  punto  della  retta  che  ha  quel  valore  di  x  per  ascissa. 
Il  punto  è  Torigine  se  &  =  0  (oppure  a  =  oo),  è  il  punto  airinfi- 
nito  se  a  diviene  zero  (oppure  &  diviene  oo)  ;  ma  non  è  più  determi- 
nato se  a  e  &  si  annullano  insieme  (o  divengono  entrambi  infiniti) 
senza  variare  insieme  secondo  una  legge  determinata. 

Sia  data  un'equazione  di  2°  grado  (quadratica)  in  x,  a  coefficienti 
reali  : 

ax^  -^ì)x  -\-  c=iQ. 
Essa  è  soddisfatta  da  due  valori  di  x  (radici  deirequazione)  : 

Se  &*  —  4ac>  0,  le  due  radici  sono  reali  e  distinte  ;  e  però,  con- 
siderando X  come  ascissa  su  una  data  retta  e  rispetto  a  una  data 
origine  e  ad  una  data  direzione  positiva,  Tequazione  determina  due 
punti  della  retta. 

Se  6'  —  4a(?  =  0,  le  due  radici  sono  reali  ed  eguali,  e  i  due 
punti  coincidono;  ma  non  diremo  che  Tequazione  individua  un  sol 
punto^  per  non  confondere  questo  col  caso  deirequazione  di  1»  grado. 

Se&*— 4ac<0,  le  due  radici  sono  immaginarie  (complesse- 
coniugate),  e  non  determinano  sulla  data  retta  alcun  punto; 
poiché  i  punti  della  retta  corrispondono  ad  ascisse  reali,  cioè  for- 
mano una  serie  di  punti  reali.  Però,  come  si  considerano  in  algebra 
le  quantità  immaginarie,  cosi  noi  diremo  che  un  numero  immagi- 
nario è  ascissa  di  un  punto  immaginario.  Quindi  nel  nostro  caso 
le  radici  immaginarie  dell'equazione  quadratica  saranno  ascisse  di 
due  punti  immaginari  [coniugati)  rappresentati  da  queirequazione. 

Sicché  potremo  conchiudere  che  la  nostra  equazione  quadratica 
rappresenta  sempre  una  coppia  di  punti  (reali  e  distinti,  0  reali  e 
coincidenti,  0  immaginari). 

Le  formole  esposte  nelle  pagine  precedenti  noi  le  applicheremo 
anche  ad  ascisse  af  x  . . .  di  cui  alcune  o  tutte  siano  immaginarie; 
ed  estenderemo  ai  punti  immaginari  le  nozioni  di  distanza,  rapporto 
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di  distanze,  doppio  rapporto,  ecc.  La  distanza  di  due  punti  immagi- 
nari sarà  definita  dalla  formola  cxf  —  ^,  e  sarà  in  generale  immagi- 
uaria,  In  casi  particolari  reale  ;  il  rapporto  delle  distanze  di  un  punto 


a;"— ir 


da  altri  due  sarà  definito  da  — ,  ;   il  doppio  rapporto  di  quattro 

punti  da  |Pj-,  :  ^."2^,. ,  ecc. 

Il  punto  medio  fra'  due  punti  determinati  dalla  equazione  qua- 
dratica ao?*  -}-  ^^  +  <^  =0  s^rà  sempre  reale,  anche  se  questi  sono 

immaginari:  poiché  l'ascissa  del  punto  medio  è  ^^  "t  ^  ossia  —  5-  , 

che  è  sempre  reale.  Ed  è  pure  reale  il  prodotto  delle  distanze  dei  due 
punti  da  un  punto  reale  qualunque  della  retta,  p.  e.,  il  prodotto  delle 

loro  ascisse;  poiché  si  ha  a?,a?,=  —  ,   che  é  reale  anche  se  i  due 

punti  sono  immaginari. 

Notiamo  che  :  se  e  =  0  si  ha  a?.  =  0,  a?,  = ,  e  uno  dei  due 

I  7  1  ^1 

punti  è  l'origine  ;  se  &  =  0,  ic,  =  —  a?,  =  j/ ^  ,  e  i  due  punti 

sono  simmetrici  rispetto  all'origine  (anche  se  immaginari)  ;  se 
^  =  0ec  =  0,a7|  =  a?,  =  0,  ei  due  punti  coincidono  con  l'origine. 
Se  a  tende  a  zero,  x^  cresce   indefinitamente   in   valor  assoluto, 

nientre  a?^  tende  a ^  come  limite  ;  onde  per  a  =  0  un  punto  va 

all'infinito  e  l'altro  no.  Se  anche  &  va  a  zero,  anche  l'altro  punto 
va  all'infinito,  e  però  coincide  col  primo.  Ecc.,  ecc. 

In  generale  :  se  si  ha  un'equazione  in  a?,  algebrica  di  grado  qua- 
lunque od  anche  trascendente  ;  allora  scelta  su  una  retta  l'origine  e 
la  direzione  positiva  e  considerata  x  come  ascissa,  ogni  radice 
reale  dell'equazione  individua  sulla  retta  un  punto  reale,  ed  ogni 
radice  immaginaria  un  punto  immaginario;  sicché  sulla  retta  si 
avrà  un  gruppo  discreto  di  punti,  che  rappresenterà  geometrica- 
mente quell'equazione  ed  avrà  per  rappresentazione  analitica  la 
equazione  stessa. 

Esercizio  I.  Applicare  le  cose  esposte  al  caso  che  le  x  siano  coordinate  barìcen- 
trìche  o  projettive. 

Es.  2.  Se  ax  +  6  =  0  ,  a' jj  -f-  ò'  ~  0  sono  le  equazioni  di  duo  punti  della  retta, 
Tequazione  di  un  altro  punto  qualunque  della  retta  potrà  scriversi 
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essendo  X  :  ^  nn  parametro  arbitrario.  Si  può  dnnqne  assumere  X  :  ^  come  coordinata, 
del  punto  corrispondente.  Mostrare  che  questa  ò  una  coordinata  projettiva. 
Es.  3.  Indichi  p  un  doppio  rapporto  delle  due  coppie  di  punti  date  dalle  equazioni 

aic»  +  òa;  +  cr=0,    a'a;«  +  ò'a:  +  C  =  0. 

Se  ocf  af'  sono  le  radici  della  prima  q  x^x^  quelle  della  seconda^  si  ha 

p  +  1  _  2 x^x"  +  2 x^Xj  —' {x* -f  a?'0 (a?,  +  x^)   _        2oc'  + 2o^c  — 66' 
P— 1~  (a?' —  «")  (ari  —  a?2)  ""  |/-( ji _  4 ac) (6'*  —  4 aV)  ^ 

Le  due  coppie  sono  armoniche  (p  =:  —  1)  se  2  ac'  +  2  a'c  —  hh'  =0.  Hanno  un  punto 
comune  (p  vale  0  0 CX))  se  (ò«  —  4  ac)  (6'*  —4  a'c')  —  (2  ac'  +  2  a'c  —  hVf  —  0. 


Punteggiate  omografiche  su  due  rette. 


§  11.  Sia  07  Tascissa  di  un  punto  di  una  retta  riferito  a  una  certa 
origine  0,  e  y  Tascissa  di  un  punto  di  un'altra  retta  riferito  a  una 
certa  origine.  Poniamo  un'equazione  di  P  grado  così  in  x  come 
in  y  (Mlineare)y  ed  a  cofBcienti  reali  :  la  sua  forma  più  generale  è 


[1] 

e  se  ne  ricava 


aa?y-|-&a?  +  ^2/  +  rf=0; 


bx^  d 


y=  — 


cy  •{-  d 

ax-\'  e  "*  ay  +  6* 


0 


B 


Ad  ogni  valore  che  si  dia  a  x  corrisponde  un  valore  di  y^  e  ad  ogni 
valore  di  y  un  valore  di  x;  dunque  ai  singoli  punti  À  B  C  D . . .  della 

prima  punteg- 
giata corrispon- 
dono rispettiva- 
mente singoli 
puntiÀ'B'C'D'... 
della  seconda 
punteggiata,e  vi- 
ceversa ;  sicché 
requazione[l]  de- 
termina una  corrispondenza  univoca  tra  gli  elementi  delle  due  pun- 
teggiate. 


7' 


1 
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Se  per  x  si  prende  un  numero  complesso,  tale  risulta  anche  y;  e 
viceversa  ;  sicché  a  punti  immaginari  di  una  punteggiata  corrispon- 
dono punti  immaginari  dell'altra. 

Per  a?  =  0  si  ha  y  = ,  e  per  2/  =  0  si  haa?  = 5-:  onde 

e  0    ' 

le  origini  delle  due  punteggiate  non  sono  punti  corrispondenti  se 
non  quando  d  =  0.  Sia  0'  il  punto  corrispondente  a  0. 

Essendo  poi  |/  = j  ,  si  vede  che,  crescendo  x  indefinita- 

aA — 

'      X 

mente,  y  tende  a ;  dunque  al  punto  all'infinito  della  prima 

punteggiata  corrisponde  un  punto  I'  di  ascissa nella  seconda. 

E  similmente,  al  punto  all'infinito  della  seconda  punteggiata  cor- 
risponde un  punto  J  di  ascissa  —  —  nella  prima.  I  due  punti  J  e  T 

diconsi  punti  di  fuga  0  limiti  delle  due  punteggiate. 

Sarebbero  corrispondenti  i  punti  all'infinito  delle  due  punteggiate, 
e  quindi  i  punti  limiti  andrebbero  entrambi  all'infinito,  se  fosse 

a  =  0  (ma  non  b  né  e):  allora  la  [1]  darebbe  [y-\ j  :  x= , 

O'A'     O'B'     O'C  ò 

ossia  i  rapporti  -gj- ,  -^  ,  -^  , . . .  sarebbero  tutti  uguali  a ; 

e  però  le  due  punteggiate  sarebbero  simili. 
Sarebbero  poi  congruenti  od  eguali^  se  fosse  anche  &  =  ±  e. 

Nella  [1]  figurano  quattro  coefficienti  ab  e  dy  non  tutti  nulli;  ma 
potendosi  essa  dividere  per  uno  de'  coefficienti,  é  chiaro  che  basta 
conoscere  i  rapporti  di  tre  de'  coefficienti  al  rimanente,  per  scrivere 
Tequazione,  e  quindi  determinare  la  corrispondenza  che  essa  rap- 
presenta. 

Per  esempio  :  la  corrispondenza  é  determinata,  se  son  dati  ad  ar- 
bitrio tre  punti  dell'una  punteggiata  e  i  loro  corrispondenti  nel- 
Taltra.  Giacché ,  dette  Xi  y^  ,  x^y^  ,  x^  y^  le  coordinate  di  tali 
punti,  dovremo  avere 

ax^y^  +  ^^\  +  ci/i  +  rf  =  0, 
(^^%y%  +  &a?,  +  CI/,  +  rf  =  0, 
«^31/3  +  ^^8  +  ^1/8  +  ce  =  0; 
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e  queste  equazioni   individuano  i  rapporti  dì  tre  delle  quantità 
ab  e  d  alla  rimanente. 

Ad  evitar  calcoli,  osserviamo  che  queste  tre  equazioni  con  la  [1] 
sono  omogenee  e  lineari  in  abcd^  e  devono  coesistere  per  valori 
non  tutti  nulli  di  queste  quantità:  quindi  la  condizione 


[2] 


xy 

X 

y 

1 

X^y^ 

X, 

Vi 

1 

ac^Vt 

a?. 

y. 

1 

a?sV3 

Oli 

y» 

1 

=  0, 


che  (sviluppata  secondo  la  prima  orizzontale)  è  la  equazione  della 
corrispondenza. 

Essa  si  può  anche  considerare  Qome  la  condizione  perchè  quattro 
punti  dati  dell'una  punteggiata  abbiano  per  corrispondenti  quattro 
punti  dati  dell'altra,  in  una  corrispondenza  rappresentabile  con  una 
equazione  bilineare. 

§  1^.  Due  punteggiate  legate  da  un'equazione  bilineare  [1]  pre- 
sentano un'importante  proprietà:  cioè  che  il  doppio  rapporto  di 
quattro  punti  qualunque  dell'una  è  uguale  al  doppio  rapporto  dei 
quattro  punti  loro  corrispondenti  nell'altra.  Infatti,  se  x  af  af'  x"' 
sono  le  ascisse  di  A  B  C  D,  e  y  |/'  y"  y'"  le  ascisse  dei  punti  corri- 
spondenti A'  B'  C  D',  si  ha 


ora 

y 


„ hx  -\'fl    .    hx" -{-  d {ad  —  hc)(x  —  xf') 

"  ^    """  ~"  cLT  +  c    i"  ax~+~c  ~  {ax  -f  cj (ài^'  -h  e)  ' 

^.       ,.n^i^-àc){x'-x"') 

y        y     —  {ax'  +  e)  (a:^''  +  e)  '  ^^^  •  ' 

e  però  sostituendo  nella  espressione  di  (A'B'C'D')  e  riducendo,  si 
ritrova  (ABCD). 

Viceversa:  dati  tre  punti  ABC  rf/  una  punteggiata^  e  scelti 
come  corrispondenti  ad  essi  in  un'altra  punteggiata  tre  punti 
arbitrari  A'B'C;  se  a  ciascun  punto  D  delVuna  si  fa  corrispon- 
dere nelValtra  quel  punto  D'  che  fa  il  doppio  rapporto  (A'B'C'IK) 
=  (ABCD);  questa  corrispondenza  sarà  rappresentabile  con  una 
equazione  bilineare  fra  le  ascisse  di  due  punti  corrispondenti ^  e 
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quindi  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  qualunque  delVuna 
punteggiata  sarà  eguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  punti 
corrispondenti  nelV altra.  Poiché  Teguaglianza  dei  due  doppi  rap- 
porti (ABCD),  (À'B'C'D'),  espressi  nelle  ascisse  dei  vari  punti,  conduce, 
facendo  sparire  i  fratti,  a  un'equazione  bilineare  nelle  ascisse  di  D 
e  D'. 

Due  punteggiate  cosi  corrispondenti  si  dicono  omografiche 
(Chasles)  0  collineari  (M5bius). 

Se  si  scelgono  i  punti  limiti  J  V  come  origini  di  nuove  ascisse- Jf  F, 

e                     h 
abbiamo  a;  =  j^ ^y  =  Y ;    e  sostituendo  nell'equazione 

della  corrispondenza,  essa  si  riduce  alla  forma  assai  semplice  : 

ad  —  bc 


XY  = 


o* 


la  quale  dice   che  i  prodotti  ik,tk\  JB.FB',  ...   sono   tutti 

..   f      ad  —  he 

eguali  ^a  — ^5— 

Nel  caso  eccezionale  arf  —  &c  =  0,  ad  ogni  valore  di  X  (tranne 
jr  =  0)  corrisponde  solo  F=  0,  e  ad  ogni  valore  di  F  (tranne  F  =  0) 
corrisponde  JT  =  0  ;  vale  a  dire  a  tutti  i  punti  della  prima  punteg- 
giata corrisponde  uno  stesso  punto  della  seconda,  e  a  tutti  i  punti 
della  seconda  uno  stesso  nella  prima.  É  facile  verificare  che  è  questo 
runico  caso  in  cui  ciò  avvenga. 

Esercizio  1.  L'equazioDe  di  una  corrispondenza  omografica  in  coordinate  baricen- 
trìche  0  projettive  ò  sempre  bilineare,  e  viceversa. 

Es.  2.  L*eqaazione  [2]  può  scriversi:  (xXiXiX^)^::{y y^y^y^, 
Es.  3.  Se  le  due  punteggiate  sono  simili,  la  [2]  si  riduce  a 


X     y      l 


=  0, 


>i    2/1     1 
I  arj    f/j     1 
oTvero 

{x  —  x^)  {y  —  ?/j)  —  (X  —  avj)  (y  —  y^)  =  0. 

Es.  4.  Se  ai  punti  ax  -|-  6  =  0  ,  ex  +  <^  —  0  di  una  punteggiata  corrispondono 
a*y  -{-  ò'  n:  0,  c'y  +  d'  =  0  in  una  punteggiata  omografica,  le  equazioni  di  due  punti 
corrispondenti  qualunque  saranno 

\[ax  +  6)  +  ^ (co;  +  (7)  =  0,   \'(a'y  +  h')  +  ìi' {cy  +  d)^0, 

X       X' 
dove  il  rapporto  —  '.—rè  costante. 
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Punteggiate  omografiche  su  una  retta. 

Involuzione. 


§  13.  Supponiamo  ora  che  le  due  punteggiate  abbiano  per  so- 
stegno una  stessa  retta,  e  siano  riferite  a  una  stessa  origine.  Allora 
sussistono  tutte  le  proprietà  dianzi  esposte,  ma  ne  compajono  pure 
delle  nuove;  ad  esempio  si  può  cercare  se  vi  sono  punti  che  coin- 
cidano coi  loro  corrispondenti. 

Per  un  tal  punto  dev'essere  y  =  x,  e  però  la  [1]  diviene 

ao?*  +  (&  +  e)  a?  +  d  =  0. 

• 

Quest'equazione  di  2*  grado  porge  per  x  due  valori,  e  mostra  che: 
per  due  punteggiate  omografiche  sulla  stessa  retta  esistono  due 
punti  {reali  e  distintiy  o  reali  e  coincidenti^  o  immaginari  coniu- 
gati)j  i  quali  hanno  per  corrispondenti  sé  stessi. 

Questi  punti  si  dicono  uniti^  doppia  tautologia  fuochi,  ecc. 

Siano  U  Y  questi  due  punti  :  avremo  dal  teorema  del  §  12 

(ÀBUr)  =  (À'B'UV) , 
onde  segue 

AU   .  AV^__BU  .BV 
A'U  •  AT  ""  B'U  *  BT  ' 

ossia 

(AA'UV)  =  (BB'U?); 

e  però:  in  due  punteggiate  omografiche  sulla  stessa  retta  è  co- 
stante  il  doppio  rapporto  di  due  punti  corrispondenti  qualunque 
coi  due  punti  uniti  (reali  o  immaginari). 

Se  a/  af'  sono  le  ascisse  dei  punti  uniti,  questo  doppio  rapporto 
costante  è 

JV       ^,      £        aaf'  +  c       c  —  h  —  [/{h—cy  —  ^ad 
a 

Viceversa:  ogni  corrispondenza  omografica  tra  i  punti  di  una 
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stessa  retta  è  determinata  dai  due  punti  uniti  e  dal  doppio  rapporto 
costante  che  con  questi  fanno  due  punti  corrispondenti  qualunque; 
purché  però  quei  due  punti  uniti  non  coincidano,  cioè  quel  doppio 
rapporto  non  valga  1,  vale  a  dire  purché  non  sia 

(b  +  c)«  —  4  arf  =  0. 

La  corrispondenza  omografica  è  reciproca ,  vale  a  dire  che  ai 
punti  À'B' . . .  considerati  come  appartenenti  alla  prima  punteggiata 
corrispondono  AB...  nella  seconda,  quando  (kA!lJY)  =  (k'ATJY)  e 
quindi  =±.1. 

Se  (ÀÀ'Uy)  =  l,  allora  (supposti,  per  la  ragione  dianzi  detta,  U 
e  V  distinti)  dovrà  A  coincidere  con  A';  onde  due  punti  corrispon- 
denti qualunque  coincideranno,  e  le  due  punteggiate  saranno 
identiche. 

Se  invece  (AA'UV)  =  —  1,  le  coppie  AA'  BE' . . .  sono  tutte  armo- 
niche rispetto  a  U  e  Y;  e  noi  diremo  con  Desàroubs  che  esse  costi- 
tuiscono una  involuzione  (di  B""  ordine  o  quadratica). 

I  punti  doppi  U  y  dell'in-    ^  

voluzione  possono  essere  "fi         Ù  B'        M    X        V  S" 

reali  o  immaginar!. 

Questo  caso  particolare  dei- 
Tomografia,  cioè  l'involuzione  "g J  jj  J       J 

di   due  punteggiate    sovrap- 
poste, è  molto  importante.  Per  esso  i  due  punti  limiti  J  V  coincidono 
in  un  punto  M,  detto  centro  dell'involuzione;  e  si  ha  {§  12) 

XA  .  MA'  =  MB  .  MB'  =  .  .  .  =  MU*  =  MVS 

sicché  M  è  il  punto  medio  di  UT. 

La  condizione  d'involuzione  é  manifestamente  che  la  [1]  non  si 
alteri  scambiando  x  con  i/,  ossia  h  b  =  e  \  sicché  l'equazione  della 
involuzione  é 

aoay  -{-  b(x-^  y)  -\-d=^0. 

Viceversa:  se 

Ax*  +  Sa?  +  C  =  0 

è  l'equazione  di  due  punti  di  una  data  retta,  su  questa  esistono 
infiniti  sistemi  di  due  punteggiate  in  corrispondenza  omografica, 
per  cui  quelli  sono  i  due  punti  uniti  ;  e  l'equazione  di  una  qua- 
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lunque  di  queste  corrispondenze  è 

Axy  4-  ^^  +  Jy'^  +•  ^3=  0, 

colla  condizione  5'  +  J5"  =  B. 

Tra  queste  corrispondenze  vi  è  una  sola  involuzione,  e  la  sua  equa- 
zione è 

Date  due  coppie  di  punti  di  una  involuzione,  questa  è  determinata. 
Se  a?,  1/,  e  a?,  y,  sono  le  coordinate  delle  due  coppie  date  dell'invo- 
luzione 

aooy  4-  ^  («^  +  y)  +  rf  =  0, 


abbiamo 


ax,y,  +  l)(x,  +  y,\  +  d  =  0, 
ax^y^  +  &  (^,  +  yt)  +  rf  =  P; 


se  dunque  x  ^y  sono  le  coordinate  di  una  coppia  qualunque  di  punti 
deirinvoluzione,  dovranno  coesistere  queste  tre  ultime  equazioni  li- 
neari omogenee  in  ah  d  per  valori  non  tutti  nulli  di  ab  d;  e  però 
avremo 

xy      X  +  y     1 

^i!/i    ^i  +  !/t    1     =0 
x^y^    ^,+  1/»    1 

come  equazione  deirinvoluzione. 

Qui  ponendo  y  =  x^si  ha  Tequazione  di  quei  due  punti,  che  sono 
armonici  con  due  coppie  date  di  punti  x^  y,  e  a?,  y,  : 


X*  2x       1 

^i!/i    ^1  +  2/i     1 
^il/i    oo^  +  Vt    1 


=  0. 


Esercizio  1.  Per  due  punteggiate  omografiche  su  una  retta  le  coppie  FJ  e  UV 
hanno  lo  stesso  punto  medio. 

Es.  2.  Se  ad  A  nella  !•  punteggiata  corrisponde  A'  nella  2»,  ad  A'  nella  1*  A" 
nella  2*,  e  così  yia^  in  quali  casi  si  ritorna  al  punto  A? 

Es.  8.  Se  le  due  punteggiate  sono  simili,  uno  dei  punti  uniti  è  all'infinito. 

Es.  4.  Date  le  equazioni  di  due  coppie  di  punti: 


ax*  +  bx'\-c  =  0  ,  a'x*  +  b'x  +  c'r±Oy 
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Tequazìone  di  una  coppia  qualunque  dell'involuzione  da  esse  determinata  può  mettersi 
sotto  la  forma 

\(ax*  +  bxi-c)  4-  mK^;'  +  b'x  +  c')  =  0, 

oTe  X  :  ^  è  un  parametro  arbitrario. 

£s.  5.  L*equazione  delia  coppia  di  punti  armonica  con  ciascuna  delle  coppie  del- 
res.  4  è 


a;"    —2x      1 
e  b      a 

e'         b'      a' 


=  0. 


'< 


CAPITOLO  IL 


Fascio    dLi   fette. 

Angoli  e  anomalie. 

§  14.  Sia  S  il  centro  di  un  fascio  di  rette  in  un  piano  Z,  e  siano 
ab  due  rette  del  fascio.  La  a  può  rotare  intorno  al  punto  S  e  nel 
piano  Z  in  due  versi,  l'uno  opposto  all'altro  ;  e  precisamente,  rispetto 

a  un  osservatore  eretto  sul  piano  da  una  data 
banda  di  questo  coi  piedi  in  S,  la  rotazione 
può  apparire  procedente  verso  sinistra  o 
verso  destra.  La  a,  rotando  in  un  verso, 
viene  a  coincidere  con  b  la  prima  volta 
dopo  aver  descritto  un  certo  angolo  (e  il 
suo  opposto  al  vertice).  Rotando  invece  nel 
verso  opposto,  la  a  viene  a  coincidere  con  b 
la  prima  volta  dopo  aver  descritto  un  altro  angolo  (e  il  suo  opposto 
al  vertice). 

Fissiamo  nel  fascio  una  retta  o  (origine)^  e  scegliamo  il  verso  in 
cui  vogliamo  che  avvengano  le  rotazioni.  Data  una  retta  qualunque 
a  del  fascio,  è  noto  l'angolo  fra  o  ed  a:  cioè  l'angolo,  del  quale 
rotando  a  partire  da  o  e  nel  verso  fissato ,  una  retta  del  fascio 
giunge  la  prima  volta  in  a;  ed  è  individuato  il  numero  a,  che  mi- 
sura questo  angolo  riferito  a  un  certo  angolo  scelto  come  unità;  e 
se  diciamo  ti  il  numero  che  misura  l'angolo  di  due  retti  o  piatto, 
il  numero  a  è  compreso  fra  o  e  ir.  Viceversa:  dato  un  numero  a 
compreso  fra  o  e  tt,  è  noto  l'angolo  che  esso  misura,  ed  è  indivi- 
duata quella  retta  a  che  fa  con  o  quest'angolo  nel  verso  fissato. 
Onde  il  numero  a  si  può  assumere  come  coordinata  della  retta  a, 
e  dicesi  anomalia. 

Aggiungendo  all'angolo  considerato  uno  o  più  angoli  piatti,  si 
ottengono  tutti  gli  infiniti  angoli,  dei  quali  rotando  una  retta  nel 
verso  fissato,  essa  va  da  o  in  a  ;  vale  a  dire  tutti  gli  infiniti  angoli 
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delle  due  rette  o  a.  Viceversa  :  due  rette  che  faciano  con  o  angoli 
differenti  solo  per  multipli  di  tt,  coincidono.  Ne  segue  che,  nel  de- 
terminare una  retta  a  del  fascio  mediante  il  numero  a^  si.  possono 
anche  dare  a  questo  numero  valori  maggiori  di  tt;  ma  allora  ag- 
giungendo ad  esso  e  sottraendo  multipli  di  tt,  s'individua  sempre  la 
stessa  retta  a. 

Se  da  a  si  sottrae  un  multiplo  di  tt  maggiore  di  a,  si  ottiene  come 
una  delle  misure  deirangolo  un  numero  negativo;  e  Tinterpreta- 
zione  degli  angoli  mediante  rotazioni  di  una  retta  del  fascio  mostra 
che  questo  numero  negativo  corrisponde  ad  una  rotazione  fatta  per 
andare  da  o  in  a  nel  verso  opposto  a  quello  prima  fissato  ;  sicché  si  è 
condotti  a  considerare  come  positivi  gli  angoli  descritti  nel  verso 
fissato,  e  come  negativi  quelli  descritti  nel  verso  opposto. 

Insomma:  all'anomalia  a  si  possono  attribuire  tutti  i  valori  reali, 
positivi  e  negativi;  ma  bisogna  ricordare  che  essa  può  essere  au- 
mentata p  diminuita  di  un  multiplo  arbitrario  di  tt,  senza  che  cessi 
d'individuare  una  stessa  retta. 

Il  fascio  di  rette  è  una  forma  geometrica  di  V  specie  e  rientrante 
in  sé  stessa. 

Se  in  ciascuna  retta  del  fascio  si  vuol  distinguere  una  direzione 
positiva  e  una  negativa;  allora,  per  portare  a  coincidere  la  dire- 
zione positiva  di  una  retta  con  la  direzione  opposta,  occorre  una  ro- 
tazione di  un  angolo  piatto  o  di  un  numero  impari  di  tali  angoli  ; 
e  per  portare  a  coincidere  la  direzione  positiva  di  una  retta  con  sé 
stessa,  occorre  far  rotare  la  retta  di  un  numero  pari  (zero  incluso)  di 
angoli  piatti.  Quindi,  per  portare  a  coincidere  la  direzione  positiva 
di  una  retta  con  la  direzione  positiva  di  un'altra,  occorre  un  angolo, 
al  quale  è  permesso  di  aggiungere,  non  più  un  angolo  piatto,  ma 
un  intero  giro,  ovvero  più  giri  ;  e  però  il  numero  a  può  essere  al- 
terato solo  di  un  multiplo  qualunque  di  2Tr. 

Indicheremo  con  ab  uno  qualunque  dei  numeri  che  misurano  l'an- 
golo  fra  le  direzioni  positive  di  a  e  b.  Sarà  allora  (*) 

ab  4-  ba  =  0  ,  ba  =  —  ab, 
ab  -f-  bo  -}-  M  ^  0  ,  ab  =  cb  —  ca,  \  (modulo  2n) 
ab  +  bo  +  .  . .  -f  la  =  0. 


{*)  11  segno  ^  unisce  due  nameri  che  formano  una  congruenza^  cioè  che  divisi 
per  un  numero  assegnato  (modulo)  danno  resti  eguali. 
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§  15.  Per  mostrare  la  connessione  fra  la  retta  punteggiata  e  il 
fascio  di  rette,  consideriamo  un  fascio  di  centro  S  e  di  piano  Z,  e 

in  questo  piano  una  retta 
r  che  non  passi  per  S.  Le 
rette  a  b  e  . . .  del  fascio 
secano  r  rispettivamente 
nei  punti  À  B  C  . . .,  sicché 
ciascuna  retta  individua 
un  punto  e  ciascun  punto 
una  retta;  e  quindi  ogni 
sistema  di  coordinate  per 
la  punteggiata  può  servire 
pel  fascio,  e  viceversa. 
Se  una  retta  a  rota  in- 
torno a  S  in  un  dato  verso  fino  a  divenire  parallela  a  r,  il  punto  À  si 
move  sulla  r  in  una  certa  direzione  allontanandosi  indefinitamente; 
e  se  a  rota  nel  verso  opposto  fino  a  divenire  nuovamente  parallela 
ad  r,  A  si  move  nella  direzione  opposta  allontanandosi  indefinita- 
mente. Il  fatto:  che  dal  punto  S  si  può  condurre  una  sola  parallela 
ar  (postulato  della  geometria  euclidea)^  concorda  adunque  con  la 
nozione  già  introdotta  dell'unico  punto  all'infinito  su  una  retta,  e 
ci  permette  di  dire  che  una  retta  ha  comune  con  ciascuna  sua 
parallela  il  punto  alVinfinito^  ovvero  che  un  sistema  di  rette  pa- 
rallele in  un  piano  è  un  fascio  col  centro  all'infinito  (Desàrqubs). 
L'angolo  di  due  rette  parallele  è  da  ritenersi  uguale  a  quello  di 
una  retta  con  sé  stessa,  e  quindi  a  zero  o  ad  un  angolo  piatto. 

/j  E  qui  avvertiamo  che,  quando  sì  ha 
''  un  sistema  di  rette  parallele  a  b  e  .  .  . 
secate  da  una  retta  r  nei  punti  ABC..., 
allora,  scelta  la  direzione  positiva  su  a 
e  posto  che  il  segmento  AA'  sia  posi- 
tivo, sceglieremo  sulle  b  e .  .  .  le  dire-a- 
zioni positive  in  modo  che  i  segmenti 
positivi  BB'  ce . .  .  cadano  da  una 
stessa  banda  di  r.  Per  coordinate  delle 
a  b  0  . . .  possono  servire  quelle  dei 
punti  ABC...  della  punteggiata  r. 


jii 
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Projezionì  centrali  e  parallele. 


§  16.  Quando  si  considerano  (come  nel  §  precedente)  una  retta 
punteggiata  r  ed  un  fascio  qualunque  di  rette  S  nello  stesso  piano, 
8i  dice  che  la  retta  r  seca  il  fascio  abc  . .  .  nella  punteggiata  ABC . . . 
e  che  il  fascio  projetta  la  punteggiata  dal  punto  S. 

Se  L  M  K  • . .  sono  puuti  qualunque  del  piano,  e  se  le  rette  SL  SX 
SH . . .  secano  una  retta  r'  nei  punti  L'  M' N' .  .  .,  questi  si  dicono  le 
proiezioni  di  L  M  N  . . .  dal  centro  S  sulla  retta  r'.  Se  un  punto  per- 
corre il  segmento  LM,  la  sua  projezione  percorre  il  segmento  L'M', 
che  àìoÌKmo  projezione  di  LM.Se  un  punto  percorre  la  linea  poligonale 
LM  4- MN  4- ITP  +  Pq,  la 
sua  projezione  percorre 
successivamente  i  seg- 
menti L'M'  M'N'  N'F 
P'if  ;  e  se  sulla  r'  si  fissa 
lina  direzione  positiva, 
la  somma  di  questi  seg- 
menti si  denomina  prò- 
Jezione di  quella  linea  po- 
ligX)nale.  Questa  somma 
si  riduce  a  V(^  projezione 
del  segmento  LQ;  e 
quindi  la  projezione  non 
varia  comunque  si  muti 
la  linea  poligonale  considerata^  purché  i  suoi  due  estremi  L  Q  ri  man- 
gano fissi.  Dunque:  con  qualunque  linea^  sia  retta  sia  poligonale, 
si  vada  da  un  punto  a  un  altro^  le  proiezioni  di  essa,  fatte  da 
uno  stesso  punto  e  su  una  stessa  retta,  sono  uguali. 

In  particolare:  la  projezione  del  perimetro  di  un  poligono  è 
nulla. 

Se  pei  punti  L  M  N  . . .  si  tirano  rette  parallele  a  una  retta  a,  le 
quali  sechino  una  retta  t  nei  punti  1/  M'  N' . . .,  questi  si  dicono 
le  proiezioni  di  L  M  N  . .  .  sulla  retta  r'  secondo  la  direzione  a  ; 
L'M'  si  dice  la  projezione  del  segmento  LM,  e  così  via.  Onde  possiamo 
asserire  :  con  qualunque  linea,  sia  retta  sia  poligonale,  si  vada 
da  un  punto  a  un  altro ,  le  proiezioni  di  essa ,   fatte  secondo 
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una  stessa  direzione  e  su  una  stessa  retta  {o  su  rette  parallele) 
sono  eguali.  —  La  proiezione  del  perimetro  di  un  poligono^  se- 
condo qualunque  direzione  e  su  qualunque  retta^  è  nulla. 

Viceversa  :  se  sono  nulle  le  projezioni  di  una  linea  poligonale 
qualunque,  fatte  secondo  due  direzioni  diverse  e  su  due  rette  qua- 
lunque (distinte  o  no),  quella  linea  poligonale  sarà  chiusa;  poiché 
1  suoi  due  estremi  si  dovranno  trovare  nello  stesso  tempo  su  due 
rette  parallele  alle  due  direzioni  considerate,  e  quindi  coincide- 
ranno. In  conseguenza  sarà  pure  nulla  la  projezione  della  linea 
poligonale  secondo  un'altra  direzione  qualunque  e  su  qualunque 
retta. 

É  notevole  il  caso  della  projezione  ortogonale  o  normale^  cioè 
quando  la  projezione  si  fa  secondo  la  direzione  perpendicolare  alla 
retta  su  cui  si  projetta. 
Siano  A B 0 . . .  punti  di  una  retta r,  k'B'C ...  le  loro  projezioni 

normali  su  un'altra  retta  r'; 
e  sulle  r  r*  siano  scelte  le  di- 
rezioni positive  :  saranno  tutti 
eguali  (pel  teorema  di  Talbtb) 

,.  l'È'    A'C     B'C 
1  rapporti  ^jg- ,  ^  ,  b^^--- 

anche  nel  segno.  Il  valor  co- 
T^mune  di  questi  rapporti   non 

dipende  che  dall'angolo  delle 
direzioni  positive  delle  due  rette  r'  r,  e  si  definisce  per  coseno  del- 
Tangolo  stesso:  cosr'r;  onde 

A'B' 

jw  =  cos  r'r,     A'B'  =  AB  cos  r'r, 

ovvero  :  se  un  segmento  si  projetta  normalmente  su  una  retta^ 
il  segmento  projezione  è  uguale  al  segmento  che  si  projetta  mol- 
tiplicato pel  coseno  dell'angolo  formato  dalle  direzioni  positive 
delle  due  rette  cui  i  segmenti  appartengono. 


Funzioni  goniometriche. 


§  17.  È  facile  vedere,  chiamando  a  l'angolo  r^r  (e  mutando  il 
verso  positivo  degli  angoli  o  quello  della  retta  r'),  che  si  ha,  qua- 


A 
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lunque  sia  a: 
cos ( —  a)  =  cosa,  cos (a  +  ir)  =  —  cosa,  cos  (a  — -  tt)  =  —  cosa. 

Inoltre,  dando  a  r  posizioni  particolari  rispetto  a  r',  si  ha 

coso  =  1  ,  COS  -5-  =:  0  ,  COSTI  =  —  1  ,  COS  -^  =  0. 

Definendo  per  seno  di  un  angolo  il  coseno  del  complemento  a  un 
retto,  ossia  ponendo 

sena  =  cosf-^  — a]  , 
abbiamo 

sen  f  ?•  —  a)  =  cos  a, 

8en( — a)  =  —  sena,  sen  (a  +  ir)  =r  —  sen  a  ,  sen(a--7T)  =  — sena, 

seno  =  0  ,  sen  -^  =  1 ,  sen  ti  =  0 ,  sen  y  =  —  1 . 

Definendo  per  tangente  di  un  angolo  il  rapporto  del  seno  al  co- 
seno, ossia  ponendo 

.             sena 
tga= , 

^  cosa  ' 

abbiamo 

tg(—  a)  =  —  tga ,  tg(a  +  ti)  =  tga  ,  tg(a  —  tt)  =  tga, 

tgO  =  0,tg|  =00,  tgTr  =  0,  tg^  =  oo. 

Definendo  per  cotangente  di  un  angolo  la  tangente  del  comple- 
mento a  un  retto,  ossia  ponendo 


abbiamo 


cota  =  tg(~  — a)  , 


.  cos  a  1 

cota  = =  7 —  ,  ecc. 

sena        tga  ' 
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Il  coseno,  il  seno,  la  tangente  e  la  cotangente  diconsi  funzioni 
goniometricìie,  poiché  possono  servire  alla  determinazione  deiran- 
golo. 


§  18.  In  un  fascio  di  rette  sia  S  il  centro  e  siano  ab  due  rette 
ortogonali,  in  modo  che  l'angolo  generato  dalla  direzione  positiva 
di  a  rotante  intorno  a  S  nel  verso  positivo  sino  a  coincidere  con 

la  direzione  positiva  di  a  sia  un  retto: 

ab  =  Y  •  Sia  e  un'altra  retta  del  fa- 
scio, e  poniamo  l'angolo  ac  =  a.  Indi 
sulle  a  b  e  prendiamo  i  segmenti  posi- 
tivi uguali  SA  SB  se,  e  projettiamo  C 
ortogonalmente  su  a  e  b  in  D  ed  E. 
Per  la  definizione  del  coseno  avremo  : 

SD 


B 

«/ 

/ 

/^ 

7 

5 

Y 

S     1 

■) 

A.      »^«^ 

11] 


se 


=  cosac  =  cosa, 


DC        SE  /      V  V 

se  =  se  =  ^^'(~  ^"> 


ossia  per  la  definizione  del  seno 

De 


=  cos(ab  — ac)  =  cos(^  —  aj^ 


[2] 


se 


=  sena. 


Se  ÀF  normale  ad  a  in  A  seca  e  in  F,  abbiamo 


[3] 


AF  _  DC  _  sena  _  . 
SA  ""  SD  ""  cosa  ""  ^^' 


E  se  BG  normale  a  b  in  B  seca  e  in  9^  abbiamo 


[4] 


BG 
SB 


=  tgf-|  —  aj  =cota. 


Se  si  sceglie  come  unità  lineare  SA  =  SB  =  SO,  queste  relazioni 
divengono 

SD  =  cosa,  DC  =  sena,  AF  =  tga  ,  BG  =  cota; 

e  così  si  ottiene   una  rappresentazione  grafica  delle  funzioni  gt>- 
niometriche. 
Anzi  potremmo  assumere  come  definizione  delle  funzioni  gonio- 
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metriche  questa  rappresentazione,  e  ritrovare  le  varie  relazioni  ac- 
cennate nel  I  precedente.  P.  e.,  si  ha: 

cosa  =  EC  =  8enf  ^ — aj  , 
sena=  SE  =  cos  1  y  —  a)  , 

_  ÀF  _  DC  _  sena 
^fi^"""SÀ""'SD""  coso' 

^^4.         A^/'w  \        cosa 

cota  =  tghH^--a    = 

®  V  2  /        sena 

Osservando  che  la  projezione  normale  di  SD  +  DO  è  eguale  a  quella 
di  SO,  e  projettando  su  e,  si  ha 

SD  cosca  +  DO  cosob  =  SO; 

e  poiché  SD  z=  cosa  ,  cosca  =  cosa  ,  DO  =  sena  ,  coscb  =  sena, 
SO  =  1 ,  otteniamo  la  relazione 

[6]  cos*  a  +  sen*  a  =  1. 

La  figura  mostra  che: 
se  a  cresce  da  0  a  ~  ,  cosa  decresce  da  1  a  0,  e  sena  cresce  da  0  a  1, 

>>      »      »-^»TT       )>  >       »0»  —  1»  decresce  »  1  »  0, 

>j»      »       »7T»-^        »    cresce      — 1»0>        »         )>0  — 1, 

3lT 

]►»      »       »-x-»2tt      »         »  »0»1)»    cresce     —  \  ^  0. 

Continuando  a  a  crescere  da  2tt  a  4tt,  da  4tt  a  6tt  . . . ./  cosa  e  sena 
riprendono  periodicamente  gli  stessi  valori;  poiché  il  coseno  ed 
il  seno  di  un  angolo  non  mutano  se  questo  si  aumenta  o  si  dimi- 
nuisce di  un  multiplo  qualunque  di  2tt. 

Se  a  cresce  da  0  a  ^  ,  tga  cresce  da  0  a  +  oo,  e  cota  decresce 

da  +  00  a  0. 


tTl      ■    .    ■ 
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Se  a  cresce  da  ^  a  n,  tga  cresce  da  —  oo  a  0,  e  cota  decresce 
da  0  a  — 00. 
Mentre  a  passa  per  -n  ^  ^S^  passa  da  -j^oo  a  —  oo.  Coatinuando 

a  crescere  a  da  ti  a  2tt,  da  2tt  a  3tt  , .  • .,  tga  e  cota  riprendono  pe- 
riodicamente gli  stessi  valori  di  prima;  poiché  la  tangente  e  la 
cotangente  di  un  angolo  non  mutano  se  questo  si  aumenta  o  si 
diminuisce  di  un  multiplo  qualunque  di  tt. 

Si  sa  che  gli  angoli  al  centro  di  un  cerchio  sono  proporzionali 
agli  archi  compresi  fra'  loro  latL  Questa  proprietà  si  applica  anche 
quando  si  tien  conto  dei  segni  degli  angoli,  purché  si  considerino 
sulla  circonferenza  archi  positivi  e  archi  negativi,  convenendo  che, 
mentre  un  raggio  descrive  un  angolo  positivo,  il  suo  punto  estremo 
descriva  un  arco  positivo.  Se  inoltre  si  sceglie  per  arco  unità  quello 
che  è  compreso  nell^unità  angolare,  allora  uno  stesso  numero  a  mi- 
sura cosi  un  angolo  come  Tarco  compreso  neirangolo<  P.  e.,  si  può 
prendere  per  arco  unità  la  360">»  parte  della  circonferenza  (questa 
unità  si  chiama  grado ,  e  si  divide  in  60  minuti  primis  ognuno 
diviso  in  60  minuti  secondi^  e  cosi  via)  :  allora  un  angolo  piatto  è 

misurato  dal  numero  180  e  un  retto  da  90,  ossia  n  =  180,  |-=  90. 

Se  invece  si  prende  per  unità  Tarco  lungo  quanto  il  raggio,  allora 
(il  rapporto  costante  della  circonferenza  al  diametro  essendo  espresso 
da  3,141592  . . .  )  sarà  n  =  3,141592  . . . 

Il  seno,  il  coseno,  la  tangente  e  la  cotangente,  potendosi  adunque 
considerare  come  funzioni  di  un  arco  di  circolo  invece  che  di  un 
angolo,  si  dicono  anche  funzioni  circolari. 

I  geometri  greci,  per  argomentare  la  grandezza  degli  angoli  al  centro  di  un  cir- 
colo da  quella  delle  corde  in  essi  iscritte,  riferirono  le  corde  al  raggio  e  sue  parti 
aliquote  di  60  in  60,  e  calcolarono  una  tavola  contenente  le  misure  delle  corde  iscritte 
negli  angoli  progredienti  di  mezzo  in  mezzo  grado  da  0  a  180  {Tolomeo  nelV Alma- 
gesto, verso  Tanno  125). 

Albatenio  (circa  il  900)  ed  altri  astronomi  arabi  considerarono  poi  invece  la  metà 
d^li  angoli  e  delle  corde,  cioè  gli  angoli  e  i  loro  seni. 

Seno  viene  dal  latino  ainus,  traduzione  di  im  termine  usato  dagli  arabi.  Coseno  = 
cosmtis  =  complementi  sinus.  Tangente  e  cotaìigente  sono  denominazioni  introdotte 
da  Fink  (Geometria  rotundi  1583). 

Le  tavole  oggi  in  uso  contengono  i  logaritmi  con  5  e  più  decimali  dei  seni,  coseni, 
tangenti  e  cotangenti  degli  angoli  da  0  a  45  gradi  ;  il  che  basta.  In  quelle  del  Brukns 
gli  angoli  progrediscono  per  diecine  di  secondi,  e  nei  primi  6  gradi  per  secondi. 
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Delle  funzioni  goniometrìche  molto  si  giova  la  Trigonometria;  la  quale  insegna 
specialmente  a  risolvere  i  triangoli,  ossia  a  calcolare  le  misure  di  tutti  gli  elementi 
di  nn  tiiangolo  piano  o  sferico,  date  tre  di  esse  (incluso  almeno  un  lato,  se  il  trian- 
golo è  piano). 

Esercizio  1.  Dimostrare  le  seguenti  relazioni,  dando  ragione  del  doppio  segno: 

sen a  =  4:  }^  1  —  cos'a  y  cosa  =  ±  }^  1  —  sen* a  » 

1  tga 

coB  a  = ■p====  ,  sen  a  = 


±}/l+tg«a'       "      ±Vl  +  tg'a* 
Es.  2.  Dimostrare  che: 

8en-j=cos-j--  y,  tg^  =  cot-y  =  l; 

TI  ir        1  ir  ir       VS 

cos^  =  sen^=^,    sen^  =  cos  ^  = -^  , 

^T  =  ^^*y  =  >^3-,tg:|-  =  cot|-=>^; 

ir        — 1  +  |/5  ir       l/lO  +  2V5      ^ 

Es.  3.  Definendo  per  secante  di  un  angolo  il  valore  inverso  del  suo  coseno,  ossia 

ponendo  seca  ^= ,  si  ha  seca  =  SF. 

*^  cosa 

Cosecante  di  un  angolo  è  la  secante  del  complemento  di  questo  a  un  retto,  ossia 

co«6ca  =  secf  -jr a  )  = =  SG. 

\  2  /       sena 


Trigonometrìa  piana. 


§  19.  Le  [1],  [2],  [3],  [4]  del  §  18  sono  relazioni  fra'  lati  e  gli 
angoli  di  un  triangolo  rettangolo  SDG.  La  [1],  ossia  SD  =  SGcosa, 
dice:  un  cateto  è  uguale  alVipotenusa  moltiplicata  pel  coseno  del- 
Vangolo  compreso.  La  [2],  ossia  DC  =  SCsena,  dice:  un  cateto  è 
eguale  alVipotenusa  moltiplicata  pel  seno  dell'angolo  opposto  al 
cateto.  La  [3]  e  la  [4]  dicono:  il  rapporto  di  due  cateti  è  eguale  alla 


.  t 
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tangente  delVangolo  opposto  al  primo,  ovvero  alla  cotangente 
dell'angolo  acuto  adiacente  al  primo. 

Inoltre  per  la  f5]  si. ha:  SC«  =  SO* (cos'a  +  sen*a)  =  SD*  +  DC« , 
cioè  il  teorema  di  Pitagora. 

Siano  ora  a  b  e  tre  rette,  ohe 
determinino  un  triangolo  qua- 
lunque ,  e  sulle  quali  siano 
fissate  le  direzioni  positive.  In- 
dichiamo con  À  B  C  i  vertici  del 
triangolo  rispettivamente  opposti 
^  ai  lati  a  b  e. 

La  projezione  ortogonale  del 
perimetro  BC  +  CÀ  +  AB  su  una  retta  qualunque  r  del  piano  è 
zero,  e  però 

[1]  BC  cos ra  +  Ci  cosrb  4-  AB  cos re  =  0. 

Facendo  coincidere  r  con  a  b  e  successivamente,  si  ha 

/  BC  -f  CA  cosab  +  AB  cosac  =  0  , 
|2|  <  BC  cosba  +  CA  -{-  AB  cosbc  =  0  , 

(  BC  cosca  +  CA  coscb  +  AB  =  0  . 

Queste,  moltiplicate  per  —  BC  CA  AB  e  sommate,  danno 

[3]  BC«  =  C  A»  +  AB«  +  2CA.  AB  cosbc  ; 

e  similmente  si  ha 

CA*  =  AB»  +  BC«  +  2AB.B0  cosca  , 
AB«  =  BC«  +  CA«  +  2BC.CA  cosab  . 

Se  r'  è  normale  a  r  e  rr'  =^,  proiettando  su  r*  si  ha 

BC  cos  r'a  +  C  A  cos  tIì  +  AB  cos  r'c  =  0  ; 

e  poiché  r'a  =ra  —  rr'  =  ra 5"  »  •  •  •>  risulta 

[4]  BC  sen  ra  -|-  CA  seurb  +  A.B  senrc  =  0. 

Facendo  coincidere  r  con  a  b  e  successivamente,  si  ha 

C  A  sen  ab  +  -A.B  sen  ac  =  0  , 

BC  senba  +  AB  sen  bc  ==  0  , 

BC  senca  +  CA  sen  cb  =  0 , 


ovvero 

[ó]  BC  :  CA  :  AB  =  senbo  :  sene*  :  sen  «h. 

In  tutte  queste  relazioni  si  può  supporre  che  le  direzioni  positive 
di  ft  b  e  siano  scelte  iu  modo  che  i  segmenti  BC  CA  AB  siano  posi- 
tivi; sicché  bc  ca  Kb  saranno  gli  angoli  esterni  del  triangolo,  ed 
avranno  1  seni  eguali  a  queili  degli  angoli  interni  e  i  coseni  eguali 
e  di  segno  contrario.  Allora  le  [3]  e  |5)  si  potranno  enunciare  così  : 

il  quadrato  di  un  lato  di  un  triangolo  qìialìinqw  è  egìtale 
alla  somma  dei  quadrali  degli  altri  due  lati,  meno  il  doppio  prò- 
dotto  di  questi  due  lati  pel  coseno  delV angolo  compreso  fra  essi  ; 

i  lati  di  un  triangolo  sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli 
opposti. 

%  20.  Dalle  formole  del  §  precedente  sì  possono  trarre  varie  re- 
lazioni importanti  tra  le  funzioni   goniotnetriche  di  certi  angoli. 
Anzitutto  le  [2j,  essendo  lineari^omogenee  in  BC  CA  AB,  e  verifican- 
dosi per  valori  non  tutti  nulli  di  queste,  dovrà  essere 
I  ]  cosab    cosao  1 

[6J  cosbft        1        cosbc     =0: 

I  cosca    coscb        I       I 
relazione  fra  gli  angoli  che  Ire  rette  qualunque  di  un  piano  fanno 
a  due  a  due,  e  che  si  può  anche  scrivere: 

'r  3cosbo  cosca  cosab  =  0 

-  2  cosac  cosbo  cosab. 

Se  poi  nelle  [1]  e  [4J  sostituiamo  (i!  che  è  lecito)  a  BC  CA  AB  le 
quantità  proporzionali  senbc  senca  seiiab,  abbiamo 

[81         eoa ra  senbo  -]-  cosrbsenca  -j-  cosreeenab  =:  0, 
[9j         sen  ra  sen  bo  +  sen  rb  sen  oa  -f  sen  re  sen  ab  ^  0. 

Queste  due  relazioni  legano  gli  angoli  dì  quattro  rette  qualunque 
a  h  e  r  del  piano;  le  quali  rette  si  possono  anche  supporre  passanti 
per  un  punto,  poiehè  gli  angoli  non  si  alterano  se  alle  rette  si  so- 
stituiscono delle  loro  parallele. 

In  particolare  :  facendo  coincidere  r  con  e,  la  [8]  diviene 

cosca  senile  -f  coscb  eeuca  -f-  sen  al»  ^0, 


1- 

C08 

»bc  - 

cos 

ca  — 

cos 

ab 

ovvero 

[■>] 

sen 

ab^ 

cos 

ac  + 

cos' 

bc 
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e  poiché  ab  =  ac  +  c^  : 

sen  (ac  -f-  cb)  =  senac  coscb  -{-  cosae  sen  cb. 

Or  qui  ae  e  eb  sono  angoli  qualunque:  scrivendo  invece  a  e  p,  ab- 
bianio  Timportante  relazione: 

[10]  sen  (a  +  P)  =  sen  a  cos  p  +  cos  a  sen  p. 

Mutando  p  in  —  p  essa  diventa 
[11]  sen  (a  —  P)  =  sen  a  cosp  —  cosa  senp, 

e  qui  mutando  a  in  y  —  a  otteniamo 

[12]  cos  (a  +  P)  =  cosa  cosp  —  sen  a  sen  p , 

e  qui  mutando  p  in  —  p  : 
[13]  cos(a  —  P)  =  cosa  cos p  +  sena  sen  p. 

Queste  formole  sono  fondamentali  per  la  teoria  delle  funzioni  go- 
niometriche. 

Ma  senza  stare  a  svolgere  qui  tutta  questa  teoria  e  la  trigono- 
metria, noteremo  solo  la  relazione  seguente ,  che  si  ottiene  appli- 
cando le  [10]  e  [11]: 

ri  Al                4.^          4.    o        seno    ,    sen 3         8en(a±P) 
1 14]  tga  4-  tgp  = ±  — ^  =  — ^       Q  • 

L      J  o      :z::     or  ^g^j  ^^gg  cosa  COS  p 

.   EsERCizii.  —  Dimostrare  le  seguenti  relazioni: 

sena  4:  sen 3  =  2 sen J  (a  4:  P)  cosj  (a  4^  p) , 

cosa  -f  cos  p  =  2  cos  J  (a  +  P)  cos  J  (a  —  P) , 
cos  a  —  cos  p  =  —  2  sen  J  (a  +  P)  sen  |(a  —  p) , 

tg(a4-P)-i_^^^^^-p,   *^«-P)-l+tgatgP» 

sen  2a  =  2  sena  cosa ,  cos2a  =  cos'a  —  sen'a ,  tg2a  =  — w  ■-^—  , 

°  2  tga 


1           .   i/  1  +  cosa         1  ,   i/ 1 

ia  =  ±Y  — ^ »  seni  a  =  ±  r  ~ 


—  cosa 
cosf  a  zr  -4-  ^  — -éi ,  seni  a  =  4;  y s ,  ecc.,  ecc. 


■     ■*   ■  € 
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Doppio  rapporto  di  quattro  rette. 


$21.  Siano  a  b  e . . .  rette  di  un  fascio  S,  e  una  retta  r  le  sechi 
in  À  B  C ...  Se  0  è  la  retta  del  fascio  normale  a  r  (in  0)  e  si  fis- 
sano convenientemente  i  versi  positivi  pel  fascio  S  e  per  la  punteg- 
giata r,  si  avrà,  aifthe  nel  segno: 

OÀ  =  SOtgoa  ,  OB  =^  SO  tgob  ,  OC  =  SOtgoc, ...  ; 

sicché  per  coordinate  delle  rette  a  b  o . . .  si  possono  assumere  tgoa 
tgob  tgoe. . . 
Dalle  relazioni  precedenti  si  trae 

AC  _  OC  — OA  _  tgoc  —  tgoa  . 
CB  ""  OB  —  OC  "~  tgob  —  tgoc   ' 

ma  per  la  [14]  del  §  precedente  : 

senac 


._           A_            senfoc  — oa) 
tgoo  —  tgoa  =  — ^ = 


oosoccosoa         cosoccosoa  ' 

.      .         .  senob 

tgob  —  tgoc  = 1;^ : 

°  °  cosob  cosce  ' 

dunque 

r,-.  AC senac      cosob 

•■  -^  CB        sencb  *  cosca  ' 

Alla  stessa  relazione  si  giunge  osservando  che  nei  triangoli  SAG 
SBC  si  ha 

AC senca       CB senbc 

CS  "~  sònar  '    CS  ""  senbr  ' 

onde 

AC       senac     senrb 


[2] 


CB       sencb  *  senra  ' 


Essa  prova  clie,  se  a  b  sono  due  rette  fisse  qualunque  del  fascio, 
dato  il  rapporto  ^ — -^ ,  è  noto  ™  e  quindi  C  e  quindi  e.  E  precisa- 
mente: se  e  cade  su  a,  il  rapporto  è  ±  0  ;  se  e  cade  su  b  il  rapporto 
è  d::  00  ;  se  e  biseca  l'angolo  ab,  il  rapporto  è  1  ;  se  e  biseca  l'angolo 
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adiacente,  il  rapporto  è  —  1.  Il  rapporto g  si  può  dunque  assumere 

come  coordinata  della  retta  o  del  fascio  riferita  a  due  rette  fisse 
a  b  del  fascio.  (Scegliendo  per  rette  fisse  o  e  la  sua  normale,  si 
ricade  in  tgoc  come  coordinata  di  e). 

Allo  stesso  risultato  si  può  giungere  indipendentemente  dalla  con- 
siderazione di  una  punteggiata.  È  già  chiaro  che,  data  la  retta  o, 

con  ftft 

il  rapporto  — ^^^^à  pure  dato.  Inversamente:  supponiamo  che  sia 
dato  questo  rapporto  e  valga  r;  allora  • 

S6D  ao 

=-  =  r,  ovvero  rsen(ab  ~  ac)  =  senac, 

Scu  Cu 

rsenabcosac  —  rcos  ab  senac  =:  senac, 

rsenab  =  (rcosab  -|-  l)tgac, 
ossia 

m  rsenab 

tgao  = 


rcosab  +  1  ' 


ed  analogamente  si  troverebbe  tgcb  =  — -g-r      . 

Quindi,  dato  r,  è  determinata  tgac  (oppure  tgcb),  e  in  conseguenza 
anche  la  retta  e. 


Abbiamo  per  la  [1]  o  per  la  [2]: 


/Aiirn\ —     ^^ senac    senad 

Questo  risultato  è  indipendente  dalla  posizione  di  r  e  dipende  solo 
dagli  angoli  fra  ab  ed.  Dunque  possiamo  enunciare  il  seguente 
teorema,  che  trovasi  già  in  Pappo  -/quattro  rette  di  un  fascio  sono 
secate  da  una  retta  qualunque  in  punti^  il  cui  doppio  rapporto 
rimane  costante  mentre  questa  retta  muta  posizione. 

Esso  si  definisce  per  doppio  rapporto  (o  rapporto  anarmonico) 
delle  quattro  rette  del  fascio,  e  si  rappresenta  con  (ab ed);  sicché: 

/  L  j\       senac     senad 
(abcd)  =  — 1—  :  — |-^  . 
^        '        scnbc     senbd 

Quattro  rette  di  un  fascio  forniscono  24  doppi  rapporti,  che  si  ri- 
ducono a  soli  6  distinti,  fra'  quali  passano  le  stesse  relazioni  esposte 
pei  doppi  rapporti  di  quattro  punti. 
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Se  (ab ed)  = —  1,  si  dice  che  le  quattro  rette  formano  un  gruppo 
armonico ,  ossia  che  le  due  coppie  ab  ed  sono  armoniche.  Date  a 
e  b,  ad  ogni  posizione  di  e  corrisponde  una  coniugata  armonica  d, 
e  a  d  corrisponde  e. 

Se  e  biseca  l'angolo  ab,  d  biseca  Tangolo  adiacente.  Oltre  queste 

bisettrici  non  vi  sono  altre  rette  coniugate  armoniche  ed  ortogonali  ; 

.  1»         ,        71        •  1.     /  1.  j\       senac    cosae       tcrac  .    ,. 

poiché  se  ed  =  -g- .  81  ha  (abed)  =  .-^  ;  —^  =  ^  ;  e  quindi , 

se  (abed)  =  —  1,  si  ha  tgae  =  —  tgbe,  onde  ac  =  —  be. 

Date  tre  rette  ab  e  di  un  fascio,  sarà  individuata  un'altra  retta  d 
del  fascio,  se  è  dato  il  doppio  rapporto  di  essa  con  quelle  tre  in  un 
ordine  assegnato;  e  però  questo  doppio  rapporto  si  può  adoperare 
come  coordinata  della  retta  che  individua,  e  dicesi  allora  coordi- 
nata projettiva.  Essa  comprende  come  caso  particolare  la  coordinata 
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— jjT  ,  bastando  supporre  che  e  bisechi  l'angolo  ab.  E  quindi  com- 
prende anche  la  coordinata  costituita  dalla  tangente  dell'angolo 
della  retta  con  una  retta  fissa. 

Una  volta  scelto  il  sistema  di  coordinate  per  le  rette  di  un  fascio, 
un'equazione  qualunque  nella  coordinata  determina  tante  rette  del 
fascio  quante  sono  le  sue  radici  reali.  Però  diremo  che  alle  radici 
immaginarie  corrispondono  rette  immaginarie. 

Due  fasci  di  rette  si  dicono  omografici  o  collineari,  se  a  tre  rette 
date  a  b  e  dell'uno  si  fanno  corrispondere  tre  rette  date  a'  b'  e'  del- 
l'altro, e  ad  una  qualunque  retta  d  del  primo  fascio  quella  retta  d^ 
del  secondo  che  fa  il  doppio  rapporto  (a'bVd')  =  (abed)  ;  in  tale 
ipotesi  il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  qualunque  dell'un  fascio 
è  eguale  a  quello  delle  rette  corrispondenti  dell'altro. 

Se  due  fasci  omografici  hanno  lo  stesso  sostegno  (centro  e  piano), 
ammettono  due  rette  unite  o  doppie  (reali  o  immaginarie),  cioè  due 
rette  in  ciascuna  delle  quali  coincidono  due  rette  corrispondenti. 
E  due  rette  corrispondenti  qualunque  fanno  con  queste  un  doppio 
rapporto  costante. 

Se  inoltre  la  corrispondenza  è  reciproca,  le  coppie  di  rette  corri- 
spondenti formano  una  involuzione  quadratica,  E  due  rette  coniu- 
gate qualunque  sono  armoniche  con  le  due  rette  doppie. 
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Esercizio  1.  Se  a  b  e  son  rette  di  un  fascio,  — r—  è  il  rapporto  delle  distanze 

senbc 

di  ciascon  punto  di  e  da  a  e  b. 

Es.  2.  II  doppio  rapporto  di  quattro  rette  di  coordinate  projettive  p  p'  p"  p'"  è 

(P  P'  P"  P'"). 

2  11 

Es.  3.  Se  (abcd)  =  —  1,  si  ha  r — r  =  i h  i — s  ;  «  se  inoltre  m  biseca  Tan- 

^        ^  '  tgab      tgac  '  tgad' 

gelo  ab,  si  ha  tg^ma  =  tgmc  tgmd. 

Es.  4.  Scelti  ad  arbitrio  due  sistemi  di  coordinate  projettive  per  due  fasci  di  rette 
in  omografia,  questa  è  espressa  da  un'equazione  bilineare  tra  le  coordinate  di  due 
rette  corrispondenti.  Viceversa:  ogni  equazione  bilineare  tra  coordinate  projettive  di 
due  rette  di  due  fasci  stabilisce  una  corrispondenza  omografica  tra'  due  &sci. 

Es.  5.  Se  aa'  bb'  oc' . . .  sono  coppie  di  rette  in  involuzione,  esiste  in  questa  ge- 
neralmente una  sola  coppia  composta  di  rette  ortogonali  ;  e  dicendo  m  una  di  queste 
due  rette,  si  ha: 

tgma  tgma'  =  tgmb  tgmb^  :=  tgmc  tgmc'  =  . . . . 

Se  neirinvoluzione  vi  sono  due  coppie  di  rette  ortogonali,  ogni  coppia  si  compone 
di  rette  ortogonali,  cioè  si  ha  un' involimone  di  angóU  retti.  Le  rette  doppie  sono 
immaginarie. 

Se  le  rette  doppie  di  un'involuzione  sono  ortogonali,  due  rette  coniugate  qualunque 
sono  bisecate  da  esse,  e  si  ha  un'involuzione  simmetrica  od  ortogoncHe, 


CAPITOLO  III. 


Fasolo    di   plani. 


Diedri.  Coordinate. 


§  22.  Sia  8  Tasse  di  un  fascio  di  piani,  e  siano  a  p  due  piani  del 
fascio.  Il  piano  a  può  rotare  intorno  ad  b  in  due  versi ,  Tuno  op- 
posto all'altro;  e  precisamente,  rispetto  a  un  osservatore  disteso 
lungo  la  retta  s  in  modo  che  la  direzione  positiva 
di  8  sia  quella  dai  piedi  al  capo,  la  rotazione  può 
apparire  procedente  verso  sinistra  o  verso  destra.  Ro- 
tando in  un  verso,  a  viene  a  coincidere  con  p  dopo 
aver  descritto  un  angolo  diedro  ;  ed  è  chiaro  che  si 
potrebbe  assumere  come  coordinata  di  un  piano  qua- 
lunque a  del  fascio  il  numero  che  misura  il  diedro 
fra  un  piano  fisso  ui  (origine)  del  fascio  e  il  piano  a,  u> 
quando  si  sceglie  un  certo  diedro  unità.  Una  volta 
assegnato  il  verso  positivo,  questo  numero  può  rice- 
vere valori  positivi  e  negativi  qualunque;  e  non  cessa  di  indivi- 
duare uno  stesso  piano  quando  gli  si  aggiunge  o  toglie  un  multiplo 
del  numero  n,  che  misura  il  diedro  piatto. 

Su  ciascun  piano  si  suol  distinguere  una  pagina  positiva  e  una 
negativa,  nel  modo  seguente.  Un  piano  divide  lo  spazio  in  due  re- 
gioni :  ora,  se  ad  un  osservatore  che  stia  eretto  coi  piedi  sul  piano 
in  una  delle  due  regioni,  una  rotazione  nel  piano  apparisce  fatta 
in  quel  verso  che  si  è  assunto  come  positivo  (§  14),  ad  un  osserva- 
tore eretto  nelTaltra  regione  la  stessa  rotazione  apparirà  fatta  nel 
verso  negativo;  e  noi  diremo  pagina  positiva  quella  che  è  veduta 
dal  primo  osservatore,  negativa  quella  che  è  veduta  dal  secondo. 
Quindi,  dato  un  piano  qualunque  nello  spazio,  è  pure  data  la  sua 
pagina  positiva  (e  quella  negativa)  se  è  dato  il  verso  positivo  delle 
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rotazioni  fatte  in  quel  piano;  e  viceversa,  questo  verso  è  dato  quando 
è  detto  quale  delle  due  pagine  del  piano  sia  la  positiva.  Sulle  rette 
normali  al  piano  prenderemo  come  direzioni  positive  quelle  che 
progrediscono  dal  piano  verso  il  primo  osservatore. 

Se  in  ciascun  piano  di  un  fascio  si  distingue  la  pagina  positiva 
dalla  negativa^  allora  per  portare  a  coincidere  una  pagina  con  la 
opposta  occorre  una  rotazione  di  un  diedro  piatto,  e  quindi  al  numero 
testé  definito  come  coordinata  di  un  piano  del  fascio  si  potrà  aggiun- 
gere 0  togliere  un  multiplo  qualunque  di  ,2n  (mentre,  se  non  si  fa 
la  distinzione  delle  pagine,  si  può  aggiungere  o  togliere  un  mul- 
tiplo qualunque  di  n). 

Un  fascio  di  piani  a  ^  t  •  •  •  è  secato  da  una  retta  r,  che  sia  sghemba 
con  Tasse  s  (*),  in  una  punteggiata  ABC  ...  ;  ed  ogni  sistema  di  coor- 
dinate pei  punti  di  questa  può  servire  come  sistema  di  coordinate  pei 
piani  del  fascio.  Fra  questi  piani  quello  che  è  parallelo  ad  r  corri- 
sponde al  punto  airinfinito  di  quella  punteggiata. 

Del  pari  :  un  fascio  di  piani  a  p  r  •  •  •  è  secato  da  un  piano,  che 
non  passi  per  Tasse  s,  in  un  fascio  di  rette  a  b  e  . .  ;  ed  ogni  si- 
stema di  coordinate  per  questo  fascio  di  rette  può  servire  pel  fascio 
di  piani.  In  particolare:  un  piano  normale  ad  s  seca  in  un  fascio 
di  rette,  i  cui  angoli  sono  proporzionali  a'  diedri  fra'  piani  corrispon- 
denti del  fascio,  e  quindi  si  possono  supporre  misurati  dai  medesimi 
numeri. 

Dati  due  piani  non  paralleli  a  p,  le  rette  delTuno  di  essi  a  ta- 
gliano l'altro  piano  p  nei  punti  di  una  retta:  la  retta  d'intersezione 
dei  due  piani  a  p.  Supposto  ora  che  questi  piani  divengano  paral- 
leli, diremo  ancora  che  essi  si  tagliano  in  una  retta,  la  quale  è 
Tinsieme  dei  punti  in  cui  p  è  tagliato  dalle  rette  di  a,  cioè  dei 
punti  alTìnfinito  delle  rette  di  a.  Potremo  dunque  dire  che  i  punti 
all'infinito  di  un  piano  costituiscono  una  retta,  la  retta  alVinfinito 
del  piano  ;  e  che  due  piani  paralleli  hanno  comune  la  retta  alTin- 
finito. 

Un  sistema  di  piani  paralleli  è  dunque  un  fascio  con  Tasse  all'in- 
finito. Per  coordinate  di  essi  servono  quelle  di  una  punteggiata 
sezione  del  fascio.  Le  pagine  positive  sono  determinate,  una  volta 
scelta  la  comune  direzione  normale  positiva.  Esse  costituiscono  una 
giacitura. 


{*)  Yale  a  dire  che  non  stia  con  essa  in  ano  stesso  piano. 
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È  facile  vedere  che  alle  convenzioni  già  fatte  intorno  ai  punti 
all'infinito  conviene  aggiungere  quest'altra:  tutti  i  punti  alVinfi- 
nito  dello  spazio  stanino  in  un  piano.  Infatti,  siccome  due  piani 
qualunque  dello  spazio  hanno  comune  una  retta,  così  le  loro  rette 
airinfinito  avranno  comune  il  punto  airinfinito  di  questa  retta; 
quindi  tutte  le  rette  airinfinito  si  tagliano  mutuamente  (nei  vari 
punti  all'infinito),  e  stanno  perciò  nel  piano  determinato  da  due  qua- 
lunque di  esse.  Dunque  veramente  le  rette  e  i  punti  all'infinito 
dello  spazio  stanno  tutti  in  un  piano,  detto  piano  alVinfinito  (*). 


« 

Projezione  mediante  piani. 
Doppio  rapporto  di  quattro  piani. 


§  23.  Un  fascio  di  piani  è  secato  da  una  retta  in  una  punteg- 
giata, e  da  un  piano  in  un  fascio  di  rette  :  diremo  che  il  fascio  di 
piani  projetta  dall'asse  la  punteggiata  e  il  fascio  di  rette.  Più 
generalmente:  se  LMN...  sono  dei  punti  qualunque  dello  spazio 
e  8  è  l'asse  di  un  fascio  di  piani,  i  piani  sL  sM  sN . . .  secano  una 
retta  qualunque  r'  uei  punti  V  M'  N' . . .,  detti  projezioni  di  L  M  A' . . . 
su  r'  da  s.  Mentre  un  punto  percorre  il  segmento  LM,  la  sua  pro- 
jezione percorre  il  segmento  L'M'  projezione  di  LM,  e  così  via.  As- 
segnata su  r'  la  direzione  positiva,  si  ha  il  teorema  :  Con  qualunque 
linea^  sia  retta  sia  poligonale,  si  vada  da  un  punto  a  un  altro^ 
le  projezioni  di  queste  linee  su  una  stessa  retta  e  da  una  stessa 
retta  sono  eguali.  In  particolare  :  la  projezione  di  un  poligono  è 
nulla. 


(*)  È  bene  ripetere  che  queste  cose  rigaardanti  punti  e  rotte  alFinfinito  non  sono 
teoremi^  ma  solo  convenzioni,  fatte  collo  scopo  di  generalizzare  le  proposizioni  geo- 
metriche e  rimuovere  le  eccezioni  che  queste  presenterebbero.  E  lo  scopo  è  così  im- 
portante, che  giustifica  pienamente  Tintroduzione  di  questi  concetti;  i  quali,  se  si 
intendessero  altrimenti  che  come  pure  convenzioni,  potrebbero  sembrare  assurdi. 

La  nozione  del  punto  alFinfinito  di  una  retta  e  della  retta  all'infinito  di  un  piano 
rimontano  a  Desargues  (BrotUUon,  project  etc.  1639).  Quella  del  piano  all'infinito 
nello  spazio  è  dovuta  a  Poncelet  (Tratte  dea  propriétés  projectioeSy  1822). 

E.  D'Otidio  —  Forme  geometriche  fondamentali.  i 


Se  8  è  airinSnito,  allora  i  punti  LNN...  sono  projettati  sulla 
retta  r"  secondo  una  data  g-iacitura,  e  le  cose  ora  esposte  si  appli- 
cano a  questo  caso.  P.  es.,  la  projesione  di  un  poligono  su  una 
retta  secondo  una  giacitura  qualunque  è  nulla. 

Inversamente  poi:  se  sono  nulle  le  projezioni  di  una  linea  poli- 
gonale fatte  su  tre  rette  qualunque  (distinte  ono)  secondo  tre  gia- 
citure non  parallele  a  una  stessa  direzione  ,  allora  la  linea  poli- 
gonale è  chiusa;  poiché  i  suoi  due  punti  estremi  dovranno  trovarsi 
nello  stesso  tempo  siigli  stessi  tre  piani  distinti  e  non  formanti 
fascio,   e  quindi  coincideranno. 

Più  particolare  ancora  ò  il  caso  della  proiezione  ortogonale  o 
normale  a  una  retta  r',  cioè  quando  i  piani  projettanti  sono  perpen- 
dicolari a  r".  Sia  AB- un  segmento  di  una  retta  r,  i'B'  la  proje- 
zione  normale  di  AB  su  r',  e  AB"  la  projezione  normale  di  AB  sulla  r" 
parallela  a  r"  per  A.  Sarà  allora  (§  16)  -f^-  =  cos  r"r.  Ora  AB"  è 
eguale  e  parallela  nella  stessa  direzione  a  A'B'  {equipollente  a  A'S*); 
e  inoltre  l'angolo  r"r  è  eguale  a  r'r,  intendendo  al  solito  per  an- 
golo r'r  delle  direzioni  positive  di  /  e  r  l'angolo  delle  parallele 
ad  esse  uscenti  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  (angolo  che  è 
costante,  qualunque  sia  questo  punto).  In  conseguenza  avremo 


A'B' 


:  oosr'r,    A'B'  ==  ABcosr'r. 


8  24.  Le  due  punteggiate  ABCD , .  .,  A'B'C'D' . . .  siano  sezioni  di 
uno  stesso  fascio  di  piani  apT^---  mediante  due  rette  p  r';  e  la 
retta  AB'    sechi    il  fascio   in   una   punteggiata  AB'C'D" .  .  .   Allora 

ABCD ...   e  AB'C'D" sono  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette 

(quello  in  cui  il  piano  BAB'  eeca  il  fascio  di  piani  aPTfi  ■  ■  ■}-,  onde 
(ABCD)  =  (AB'C'D")  ;  e  AB'C'D"  , . .,  A'B'C'D' . . .  sono  anche  sezioni 
di  uno  stesso  fascio  di  rette,  onde  [AB'C'D")  ™  {A'B'C'D');  vale  a 
dire:  il  doppio  rapporto  dei  quattro  punti  in  cui  una  retta  seca 
quattro  piatii  di  un  fascio  è  indipendente  dalla  posizione  della 
retta  (MSbios).  Esso  si  definisce  per  doppio  rapporto  dei  quattro 
plani  del  fascio,  e  s'indica  con  (aptt')- 

È  chiaro  che  il  doppio  rapporto  delle  quattro  rette  in  cui  un 
piano  seca  i  quattro  piani  del  fascio  ò  eguale  allo  stesso  doppio 
rapporto  dei  quattro  piani.  Scelto  il  piano  secante  normale  all'asse, 
troviamo 

secar  .  senob 
'  senBT  ■  aenp6  ' 


(OPT&I-^ 
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Dati  a  p  T)  si  può  assumere  (a^TÒ)  come  coordinata  (projettiva) 
di  ò,  mentre  ò  varia  nel  fascio.  Se  t  biseca  il  diedro  a^,  la  coor- 
dinata diviene  ^^^ .  E  se  inoltre  a  e  p  sono  perpendicolari  tra  loro, 

la  coordinata  diviene  tg^ò. 

Se  (apTb)  =  —  1,  le  coppie  ap  r^  si  dicono  armoniche.  Quelle 
infinite  coppie  di  piani  di  un  fascio,  che  sono  armoniche  con  una 
coppia  fissa,  si  dicono  formare  un'involuzione  (quadratica). 

Due  fasci  di  piani,  con  lo  stesso  asse  o  con  assi  diversi,  si  dicono 
omografici  o  collineari  quando,  scelti  tre  piani  a  p  r  delFun  fascio 
come  corrispondenti  a  tre  piani  dati  a'  P'  r'  dell'altro,  si  fanno  corri- 
spondere due  piani  variabili  beò'  che  determinano  con  quelli  doppi 
rapporti  eg^uali  :  (aPrò)  =  (a'pYò')  ;  onde  segue  che  a  quattro  piani 
qualunque  delFun  fascio  corrispondono  quattro  piani  delFaltro  for- 
manti lo  stesso  doppio  rapporto. 

Le  sezioni  di  due  fasci  omografici  di  piani,  fatte  con  due  rette 
o  con  due  piani  qualunque,  sono  due  punteggiate  o  due  fasci  di 
rette  omografici. 


Forme  prospettive  e  projettive. 


§  85.  Se  due  sistemi  di  punti  si  corrispondono  univocamente,  e 
in  modo  che  le  rette  congiungenti  coppie  di  punti  corrispondenti 
passino  tutte  per  uno  stesso  punto,  quei  due  sistemi  si  dicono  pro- 
spettivi mutuamente  e  col  sistema  di  quelle  rette.  In  particolare  : 
due  punteggiate,  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette,  sono  prospet- 
tive mutuamente  e  col  fascio. 

Due  fasci  di  rette,  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  piani,  si  dicono 
prospettivi  mutuamente  e  col  fascio  di  piani. 

Due  fasci  di  rette  projettanti  una  stessa  punteggiata  si  dicono 
pure  prospettivi.  Questa  posizione  dei  due  fasci  di  rette  è  identica 
colla  precedente,  salvo  quando  i  due  fasci  hanno  comune  il  centro 
oppure  il  piano. 

Due  fasci  di  piani  finalmente  si  dicono  prospettivi  quando  pro- 
jettano  uno  stesso  fascio  di  rette. 

Due  forme  di  i'  specie  prospettive  sono  omografiche  ;  poiché 
dalla  definizione  del  doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  un  fascio 


di  rette  o  di  piani  segue  che  due  quaterne  dì  elementi  corrispon- 
denti delle  due  forme,  qualunque  siano  queste,  hanno  lo  stesso 
doppio  rapporto.  E  si  noti  che  l'elemento  comune  alle  due  forme 
corrisponde  a  sé  stesso  in  quell'omografia. 

Viceversa  :  date  due  forme  omografiche,  se  esse  si  dispongono  in 
modo  da  avere  due  elementi  corrispondenti  sovrapposti,  esse  saranno 
prospettive.  Infatti,  abbiaosi  ad  esempio  due  punteggiate  omogra- 
fiche ABCD  ...  e  A'B'C'D' . . , ,  in  cui  i  punti  corrispondenti  A  A'  coin- 
cidano: esse  saranno  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di  rette;  poiché  i 
due  fasci  concentrici  e  omografici  tra  toro,  che  projettano  le  due 
punteggiate  dal  punto  comune  alle  rette  BB'  CC,  avranno  tre  ele- 
menti uniti  (queste  due  rette  e  quella  die  passa  pel  punto  A  o  A'), 
e  quindi  saranno  identici. 

Date  in  un  certo  ordine  varie  forme  fondamentali  di  1'  specie, 
se  ciascuna  produce  la  seguente  (elemento  per  elemento^  mediante 
una  projezione  od  una  sezione,  due  qualunque  di  esse  si  dicono  pro- 
jettive.  Tali  sono,  p.  e.  :  una  punteggiata  e  un  fascio  di  piani  che  la 
projetti,due  punteggiate  sezioni  di  un  fascio  di  piani,  due  fasci  di 
piani  projettanti  una  stessa  punteggiata,  ecc. 

Due  forme  prospettive  sono  projettive;  ma  non  viceversa,  inge- 
nerale. 

Due  forme  projettive  con  una  stessa  forma  sono  projettive  fra 
loro. 

Projettive  diconsi  quelle  proprietà  che  si  conservano  passando  da 
una  forma  ad  una  projettiva,  nonché  quelle  quantità  che  conservano 
lo  stesso  valore  passando  da  una  forma  ad  una  projettiva.  P.  e.,  il 
doppio  rapporto  di  quattro  elementi  di  una  forma  di  1'  specie  è  una 
quantità  projettiva  (onde  la  denominazione  di  projettive  data  alle 
coordinate  detinite  come  doppi  rapporti  ne'  §§9  e  21)  ;  la  relazione 
di  armonia  è  projettiva  ;  ecc. 

Due  forme  projettive  omonime  sono  evidentemente  omografiche. 

Si  può  dimostrare  che,  viceversa  :  due  forme  omografiche  sono  pro- 
jettive. Infatti  è  chiaro  che  in  questa  dimostrazione  si  può  supporre 
che  le  due  forme  siano,  p.  e.,  due  fasci  di  rette  a  b  «  d  . . .,  a'bVd' . .  . 
posti  in  uno  stesso  piano.  Se  dal  punto  aa'  si  conducono  due  rette 
qualunque  in  questo  piano,  esse  taglieranno  risp.  quei  fasci  in  due 
punteggiate  ABC». . .,  A'B'C'D'...,  le  quali  saranno  omografiche  ed 
avranno  i  punti  corrispondenti  A  A'  coincidenti  ;  e  quindi  saranno 
prospettive,  cioè  sezioni  di  uno  stessa  fascio  di  rette.  I  due  fasci 


—  53  — 

dati,  essendo  dunque  a  loro  volta  prospettivi  con  questo  terzo  fascio, 
saranno  projettivi  fra  loro. 

Esercizio  1.  — —  è  il  rapporto  delle  distanze  di  qnalunque  punto  del  piano  ò 
sen  po 

dai  piani  a  e  p,  se  a  3  ^  sono  tre  piani  di  un  fascio. 

Es.  2.  Se  ÀB€ . . .  L  è  nn  poligono  piano  o  sghembo,  e  sai  lati  AB  BC  . . .  LÀ 

sono  presi  i  pnnti  M  N . . .  R;  projettando  i  ponti  A  B . . .  M  N  . . .  da  un  punto  me 

dìante  le  rette  a  b  . . .  m  n  . . .,  si  ha 

AM  BN         LR sen  am  sen  bn         sen  Ir 

MB  '  NC  '  *  '  R A       sen  mb  '  sen  ne  '  '  *  sen  ra  * 


«, 


'■■i 


IL  V  membro  fu  chiamato  rapporto  di  molUsezione  da  Móbiua, 
Se  i  punti  M  N . . .  R  sono  in  una  retta  o  in  un  piano,  quest^espressione  vale  —  1  v 

0+1}  secondochè  il  numero  de*  lati  è  dispari  o  pari.  • 

Es.  8.  Scelte  coordinate  projettive  per  due  fasci  dì  piani,  Tomografia  dì  essi  viene 
espressa  da  una  equazione  bilineare  nelle  coordinate  dì  due  piani  corrispondenti. 

Es.  4.  In  due  &sci  di  rette  o  di  piani  omografici,  vi  è  una  coppia  di  elementi  or- 
togonali delVuno  che  ha  per  corrispondente  una  coppia  di  elementi  ortogonali  del- 
Taltro.  Se  ij  i'J'  sono  queste  due  coppie  e  a  a'  due  elementi  corrispondenti  varia- 
bill,  si  ha  tgiatgj'a'  =  costante. 

Es.  5.  Se  in  un  fascio  di  piani  si  ha  un'involuzione,  vi  è  una  coppia  di  elementi 
coniugati  e  ortogonali.  Detti  o  o'  questi  elementi  e  a  a'  due  qualunque  coniugati, 
si  ha  tgoatgoa' =  costante. 


del  fescio,  e  il  numero  p  che  misura  il  segmento  OP.  Si  può,  vo- 
lendo, assumere  pe<)>  sempre  positivi:  allora  cp  mÌBura  l'ang-olo 
(positivo  in  UD  verso  fissato)  della  di- 
rezione OP  colla  direzione  positiva  di  x. 

Pei  punti  di  X  (p  è  zero  0  un  multiplo 
di  n;  per  0,  p  è  nullo  e  <p  indeterminato. 
Il  punto  0  si  chiama  polo,  la  retta  x  asse 
polare,  (p  anomalia,  p  vettore^  9  e  p  ~ 
coordinate  polari.  Due  punti  aventi  Io 
stesso  vettore  e  le  anomalie  differenti  per 
un  multiplo  di  2Tr,  coincidono. 

In  questo  sistema  di  coordinate  cia- 
scun punto  sta  su  una  retta  del  fascio  di  centro  0  e  su  uno  degli 
infiniti  circoli  col  centro  in  0  :  fascio  di  rette  e  sistema  di  circoli, 
ciascuno  dei  quali  esaurisce  il  piano. 

Un  modo  che  si  presenta  spontaneo  per  individuare  i  punti  di  un 
piano,  consiste  nel  considerare  nel  piano  due  fasci  di  rette  intorno 
a  due  punti  fissi  0  0'.  Per  ogni  punto  del  piano  passa  una  retta 
del  primo  fascio  e  una  del  secondo,  ciascuna  individuata  da  un  nu- 
mero (che  può  misurare  un  angolo,  un  rapporto  di  seni,  un  doppio 
rapporto,  ecc.),  e  quindi  ogni  punto  è  individuata  da  due  numeri. 
Un  tal  sistema  di  coordinate  può  dirsi  bipolare.  Da  esso  si  deduce 
come  caso  particolare  il  sistema  cartesiano,  bastando  supporre  ohe 
0  0'  siano  i  punti  all'infinito  di  due  rette  fisse  x  j. 

Si  potrebbero  usare  come  coordinate  nel  piano  i  numeri  ohe  mi- 
surano le  distanze  di  un  punto  da  due  punti  fissi  0<K;  in  altre 
parole,  considerare  t  due  sistemi  di  circoli  coi  centri  in  0  e  (K,  e 
prendere  per  coordinate  le  misure  dei  raggi  dei  due  circoli  che  pas- 
sano pel  punto  che  si  considera.  Ma  allora  due  numeri  determioe- 
rebbero,  a  seconda  dei  casi,  due  o  uno  o  nessun  punto  (reale);  e 
ciò  è  un  inconveniente. 


Punteggiate  in  un  piano.  Baricentri. 

§  US.  Scegliamo  un  sistema  di  coordinate  cartesiane  (cioè  due 
assi  X  j  colle  loro  direzioni  positive,  ed  un'unità  lineare)  ;  e  consi- 
deriamo una  retta  punteggiata  nello  stesso  piano.  Siano  P  (x  v] , 
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lf*(af  t/),  P"(^'  y")   tre  punti  di  essa,  e  pongasi  PP"  :  P"P'  =r. 

Se  FP'P"  si  projettano  sull'asse  delle  x  secondo  Taàse  delle  y  in 

A  A'  A",  saranno  a?  a?' a?"  le  ascisse  di  que- 
sti punti,  e  (pel  teorema  di  Talbtb)  sarà 
anche  AA"  :  A" A'  =  r,  ossia  (§  4) 

a/'  —  X 

=  f*' 

af  —  af'        ^' 

ed  analogamente,  projettando   sull'asse 
delle  y  secondo  Tasse  delle  a?  in  B  B'  B",  sarà  BB"  :  B"B'  =  r,  ossia 


I  '.■ 


onde  risulta 


x—x"  y  —  y" 


a/— a/'~y'— y"  * 


questa  è  dunque  condizione  necessaria  perchè  i  tre  punti  apparten- 
gano a  una  stessa  retta.  Essa  è  anche  sufficiente;  giacché,  se  essa 
si  verifica,  la  retta  PF  è  tagliata  da  A"P"  e  B"P"  in  due  punti  tali, 
che  1  rapporti  delle  loro  distanze  da  P  e  P'  sono  uguali  rispetti- 
▼amente  ai  rapporti  delle  distanze  di  A"  da  A  e  A'  e  delle  distanze 
di  V  da  B  e  B';  or  questi  rapporti,  in  virtù  di  quella  relazione,  sono 
uguali  tra  loro;  dunque  quei  due  punti  coincidono,  cioè  P  sta  sulla 
retta  PF. 
Abbiamo  anche 

,,  _x  +  rx^   '    „  _  y_±r£ 
^    —    i+r   '    y    —  Tf7' 

oppure,  ponendo  r  =  -y  , 


a?"  = 


ÌX+fMf 


y 


Queste  formole  si  possono  anche  scrivere: 

Ix  +  mx^  =  ìix*\ 

ly  +  ^y'  =  W\ 
Inendo  i  -\-m=zh\ 

e'.a  queste  tre  equazioni  lineari  omogenee  in  ImK^  quantità  non 


■«^^ 


I  . 


tutte  nulle,  si  trae 
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y    y'     y" 
1    1      1 


=  0. 


Questa  è  dunque,  sotto  altra  forma,  la  condizione  perchè  i  tre  punti 
{x  y) ,  {x^  y') ,  (x^*  2/')  appartengano  a  una  stessa  retta. 
Essa  si  sviluppa  in  vari  modi,  per  esempio: 

co  (y'  -  y")  —  1/  (0/  -  a?")  +  (a/y"  -  x^'y')  =  0 , 
{x'y'*  —  x^y)  +  (x^'y  -  xy'')  +  (xy'  —  a?'i/)  =  0 . 

In  particolare:  se  una  retta  seca  gli  assi  nei  punti  (p  0),  (0  q)j 
e  se  (x  y)  è  un  punto  qualunque  di  essa,  si  ha  la  relazione 

ga?  +  PI/  —  pg  =  0  , 
ossia  ^  -^  =  1. 

§  29.  Dati  nel  piano  dei  punti  ^^(x^  y^) ,  Ps(^s  2/s)  «  ^%(^z  l^s)  )  •  •  -t 
ed  annessi  ad  essi  rispettivamente  i  numeri  {pesi)  m^m^m^.. .  ^ 
si  operi  su  questi  punti  col  procedimento  ohe  esponemmo  per  una 
punteggiata  (§  5)  ;  vale  a  dire  :  si  trovi  quel  punto  della  punteg- 
giata P|P,  che  è  baricentro  di  questi  due  punti;  annessogli  i! 
peso  m^-\-m^^  si  trovi  il  baricentro  di  esso  e  P,  ;  a  questi 
nuovo  punto  si  annetta  il  peso  m^  +  m,  +  ^3  »  ^  si  trovi  il  bari- 
centro di  esso  e  P^;  e  cosi  via.  Si  troverà  infine  un  punto  P  di 
coordinate 

indipendente  dall'ordine  tenuto  nella  composizione,  e  che  dicesi  to- 
ricentro  dei  punti  P^  P,  P3 . . .  dai  pesi  m^  m,  mg , . . . .  Esso  non 
varia  se  questi  pesi  si  moltiplicano  per  una  stessa  quantità. 

Se  i  pesi  sono  eguali,  il  baricentro  prende  il  nome  di  centrt 
delle  medie  distanze  dei  punti  dati.  Per  due  punti  è 


( 


«1  +  «2       Vx-^Vt 


2       '  2 

ed  è  il  punto  medio  fra  essi;  per  tre  punti  è 

l         3  '  3         j  ' 
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ed  è  il  punto  comune  alle  mediane  del  triangolo  dei  tre  punti  ;  e 
cosi  via. 

Nel  caso  di  tre  punti  P^  P,  P3  non  di  una  stessa  punteggiata,  si 
può  provare  che  ogni  punto  P  del  piano  è  baricentro  dei  tre  punti  ' 
dati,  quando  ad  essi  siano  applicati  tre  pesi  convenienti.  Ciò  emerge 
daireseguire  in  ordine  inverso  la  costruzione  del  baricentro;   del 
resto,  se  xy  sono  le  coordinate  di  P,  e  si  stabiliscono  le  equazioni 

^  _  m^gt  +  tw^gg  +  m^H  _  Wjyt  +  m^y^  +  maya 

Wj  +  m^  +  ma       '  »»i  +  m,  +  m3       ' 

queste  liberate  da'  denominatori  riescono  lineari  omogenee  nelle  tre 
quantità  incognite  m^  m^m^^  e  determinano  i  loro  mutui  rapporti. 

Fissati  adunque  i  tre  punti  P^  P,  P3  del  piano,  ogni  altro  punto 
è  determinato  dai  valori  corrispondenti  delie  quantità  m^  m,  m,,  o 
meglio,  dei  rapporti  di  due  di  esse  alla  terza:  e  viceversa,  dato  il. 
punto,  sono  determinati  questi  rapporti.  Perciò  possiamo  assumere 
questi  due  rapporti  come  coordinate  di  P,  e  possiamo  anche  chia- 
mare i  tre  numeri  m^  m^  m^  coordinate  omogenee  di  P,  e  pre- 
cisamente coordinate  baricentriche. 

Le  equazioni  scritte  dianzi  legano  queste  coordinate  alle  carte- 
siane xt/j  e  permettono  di  passare  dall'una  all'altra  specie  di  coor- 
dinate. 

Esercizio  1.  Dimostrare  il  teorema  di  Menelao:  <  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente, perchè  tre  ponti  A!  B'  C\  posti  sui  lati  BC  CÀ  AB  di  nn  triangolo  ABC^ 
siano  in  linea  retta,  è 

BA'    CB'    AC 


AC  •  B'A    C'B 


=:  — 1  ». 


Ef.  2.  Applicando  la  nozione  del  baricentro, dimostrare  il  teorema  di  Ceva:  eia 
eondizione  necessaria  e  saffidente,  perchè  (osando  le  stesse  denominazioni  delPes.  prec.) 
le  rette  AA'  BB'  €C'  passino  per  ono  stesso  punto,  è 

BA^    CB^    AC  _. 
A'C    BA    CB  "" 

Es.  3.  Con  lo  stesso  principio  dimostrare  che  le  tre  bisettrici  degli  angoli  intemi 
di  un  triangolo  concorrono  in  on  ponto.  Lo  stesso  per  doe  bisettrici  di  angoli  estemi 
e  ima  di  angolo  intemo.  Lo  stesso  per  le  tre  altezze. 

Es.  4.  I  ponti  medii  deUe  diagonali  dì  on  qoadrilatero  completo  (v.  §  41)  sono 
in  linea  retta. 

Es.  5.  Nel  piano,  perchè  on  ponto  P  sia  il  baricentro  di  più  ponti  P^  Pj . . .  co' 
pesi  sn^  m^ . .  .^  basta  che  la  projezione  di  P  secondo  doe  direzioni  diverse  sopra  doe 


l. 
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rette  (distinte  o  no)  sìa  il  baricentro  delle  proiezioni  di  Pj  P,  • . .  co*  pesi  m^  m^ . . . 
Allora  lo  stesso  avverrà  per  le  projezioni  secondo  e  sopra  ogni  altra  retta. 

Se  poi  Q  è  un  punto  del  piano,  e  sulle  rette  QP^  QP2 . . .  QP  si  portano  segmenti 
proporzionali  a  m^.QP^ ,  mj-QP^ , . . . ,  —  (m^  +  m,  +  •  •  O-QP»  con  segmenti  equi- 
pollenti ad  essi  si  può  chiudere  un  poligono. 

£s.  6.  Le  coordinate  baricentriche  di  un  punto  nel  piano  sono  proporzionali  alle 
distanze  del  punto  dai  lati  del  triangolo  dei  tre  punti  di  riferimento,  moltiplicate 
rispettivamente  per  le  lunghezze  dei  lati  stessi  0  pei  seni  degli  angoli  opposti,  ossia 
sono  proporzionali  alle  aree  dei  triangoli  aventi  per  un  vertice  il  punto  che  si  con- 
sidera  e  per  lati  opposti  rispettivamente  i  tre  lati  del  triangolo  di  riferimento.  (Quanto 
ai  segni  di  queste  distanze  ed  aree,  si  veda  il  §  31). 


Relazioni  fra  angoli  e  distanze. 

§  30.  Sia  r  una  retta,  ^(xy)  e  P'(a?'  |/')  due  suoi  punti,  p  =  PP' 
il  numero  che  misura  la  loro  distanza,  a  =  xr  e  p  =  ry  i  numeri 
che  misurano  gli  angoli  delle  direzioni  positive  degli  assi  coordi* 
nati  con  quella  di  r,  w  =  xy  il  numero  che  misura  Tangolo  delle 
direzioni  positive  degli  assi.  Se  P  e  F  si 
projettano  sull'asse  delle  00  secondo  Tasse 
delle  2/  in  A  e  À%  essendo  x  e  af  le  ascisse 
di  A  e  A',  sarà  IlA!  =  ay  —  x,E  se  P  e  P' 
si  projettano  sull'asse  delle  j  secondo 
Tasse  delle  ^  in  B  e  B',  sarà  BE'  =zy'  —y. 
Se  C  è  il  punto  comune  alle  AP  B'F,  sarà 

CP'=  kk!  =  af  —  a;,  PC  =  BB'  =  2/  — 2/. 

Applicando  al  triangolo  PP'C  le  rela- 
zioni [2]-§  19  (ovvero  projettando  normalmente  sui  due  assi  e  su  r, 
ed  eguagliando  la  somma  delle  projezioni  di  PC  e  CF  a  quella  di 
PF),  si  ha 

[1]  (af  —  x)  +(2/  — 1/)  cosw  =pcosa, 

[2]  (ccf  —  X)  cos  uj  -}-  (y'  —  y)  =  p  cos  p , 

[3]  (a?'  —  x)  cos  a  +  (!/'  —  V)  cos  p  =  p. 

Applicando  la   [3]-§  19  (oppure  sostituendo   nella  [3]  le  espres- 
sioni di  cosa  e  cosp  ricavate  dalle  [1]  e  [2]),  si  ha  poi 

[4]      p^z=z[af  —  xY  -f  (!/'  —  2/)*  +  2  (0/  —  x)  (y'  —  y)  cosw, 

relazione  che  dà  la  distanza  di  due  punti  espressa  nelle  loro  coor- 
dinate. 
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Applicando  la  [6]-§20  (oppure  eliminando  le  quantità  x' 
y-y,P  tra  le  [1]  ,  [2]  ,  [3]  ),  si  ha 


—  a?. 


[5] 


1 

COSUJ 

cosa 

COSUJ 

1 

cosp 

cosa 

cosp 

1 

=  0 


ovvero 


cos'  a  +  cos*  p  —  2cos  a  cos  p  cos  lu  =  sen'iw  ; 

relazione  fra  gli  angoli  a  e  P  che  una  retta  qualunque  r  del  piana 
fa  con  gli  assi.  La  quale  relazione  del  resto  deve  equivalere  all'altra 
xr-|-ry=xy,  cioè: 

a  +  P  =  w. 

Applicando  la  [5]-§  19,  si  ha 

af  —  00  :  ff  —  y:p  =  sen  p  :  sen  a  :  sen  w, 
ossia 


[6] 


,  senB  , 

ocf  —  x  =  p— -f-  ,     y'  —  y  = 


senuj 


sena 
senu) 


Se  r'  è  un'altra  retta,  e  a'  P'  misurano  gli  angoli  che  gli  assi  fanno 
con  r',  proiettando  PP'C  su  r'  si  ha 

{af  —  x)  cosa'  +  (j/'  —  y)  cosp'  =  p  cosr'r. 

Questa  equazione  e  le  [1] ,  [2]  sono  lineari  omogenee  in  af  —  ^, 
t/  —  y  6  p,  delle  quali  una  è  arbitraria;  quindi  dev'essere 


1  cosu)  cosa 
cos  tu  1  cos  p 
cosa'      cosp'      cosrr' 


=  0, 


onde 


1 

COSU) 


cosa 


COSUJ 

1 
cosP' 


cosa 

cosp 

0 


+ 


1      COSUJ 
COSUJ      1 


cosrr'  =  0 , 


(7| 


cosrr'  =  — 


1 


sen'uj 


1  cosUj  cosa 
COSUJ  1  cosp 
cosa'  cosP'     0 


r  oi  ,       COS  a  coB  a'  -h  cos  p  cos  3'  —  (cos  a  cos  p'  +  cos  a'  cos  3)  cos  w 

lol       cosrr  = :5 , 

L      J  RATI  •III  ' 


sen-uj 


—  62  — 

relazione  che  esprime  il  coseno  deirangolo  di  due  rette  mediante 
i  coseni  degli  angoli  che  esse  fanno  con  gli  assi.  (Di  questi  angoli 
basta  darne  uno  per  coppia,  essendo  a  +  P  =  ui,  a'  +  p'  =  lu). 

La  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  siano  ortogonali  è  cosrr^  =:  0, 
ossia 

1         cosu)      cosa 

cosuj  1        cosp    =0 

cosa'     cosp'         0 
ovvero 

cos  a  cos  a'  +  cos  p  cosP'  —  (cosa  cosP'  +  cos  a'cos  p)  cos  u)  =  0. 
Applicando  la  [9]-§  20  alle  rette  r  r'  e  agli  assi,  abbiamo 
senrr'seniu  +  sena  senp'  —  senp  sena'  =  0, 


msenrr'  = (sena  senP'  —  senp  sena') 


1 


seniu 


sena    senp 
sena'  senp' 


Infine  applichiamo  questa  rela^sione  alle  rette  s  s',  perpendicolari 
a  r  r'  in  modo  che  sia  rs  ==  i^s'  =r  -^  .  Osservando  che  bb'  =  rr',  e 

che  a  a'  si  aumentano  di  -^  mentre   p  P'   si   diminuiscono   di  ^  , 

troviamo 

2  i      cosa  cosp 

riOl  senrr'  = (cosa  cos B'  —  cosp  cosa')  = 

'     ^  «^'^"^  «^«^"^  cosa'  cosp' 


Per  assi  ortogonali  le  esposte  relazioni  divengono  più  semplici, 
giacché  cosw  =  0  ,  senw  =  1.  E  si  ha 

^  —  07  =  pcosa,     y'  —  y  =  pcosp  , 

p*  =  (^  -  cc)^  +  {y'  -  y)\ 

cos'a  +  cos'p  =  1 , 

cos  rr' =  cos  a  cos  a'  +  cosp  cosp', 

senrr  =  sena' senp  —  senp' sena  =  cosa  cosp'  —  cosp  cosa'. 


Si  noti  che  qui  a  +  P  =  ^ ,  cosp  =  sena ,  senp  =  cosa , 
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Esercizio  1.  Se  sulle  rette  r  s  si  considerano  due  coppie  di  punti  PPj  e  QQi , 
si  ha  {Camoti) 

0  1        1 
2PP4,qQ,  cosrs  =  PQ,«  +  P,Q«  -  Pq«  -  P,Q,«  =^    1  PQ«   Pq,* 

1  P,Q»PA* 


Es.  2.  Si  ha  pure,  se  P(a;y),  Pi(a?iyi),  QC^n)»  Qi(Si  ni): 


PPi.QQi  senrs  =  i  senu) 


Xi  —  x  y.  —  y 
^1  — 2    ni  — n 


Ea.  3.  Per  due  coppie  di  rette  rr'  ss'  in  un  piano,  si  ha 


cosi^    cosrs' 
cosr's  cosr's' 


=  8enrr'senS8', 


la  quale  non  è  altro  che  la  [10]. 
Es.  4.  Per  due  teme  di  rette  rr^rj,  ss^s^  in  un  piano,  si  ha 


cosrs  cosrSj  cosrs^ 
cosr^s  cosr|8£  cosr^82 
cos  r^s  cos  FgS^  cos  r^ 


=  0; 


come  si  Tede  sviluppando  secondo  una  linea,  od  anche  notando  che  il  primo  membro 
non  è  altro  che  il  prodotto  eseguito  per  verticali  delle  due  matrici 


cosxr  cosxr^  cosxTj 
cosyr  cosyr^  cosyr. 


COSXS   COSXSj    COSXSg 

cosys  cosys^  cosys. 


dove  X  j  indicano  due  assi  ortogonali  qualunque. 


Es.  5.  La  [4]  può  scriversi:  p'  = 


1 


—  cos  UJ     X'  —  X 


—     —  cos  UJ         1 
af  —  X    y'  —  y 


y  —y 

0 
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Àrea  di  un  triangolo. 


§  31.  Sia  dato  in  un  piano  un  triangolo  di  vertici  A  B  C.  Un  osser- 
vatore eretto  sul  piano  da  una  data  banda  di  esso  può  percorrere 
il  perimetro  del  triangolo  procedendo  in  due  versi  opposti  ;  cioè  : 
andando  da  A  in  B,  da  B  in  C  e  da  €  in  A,  ovvero  andando  da  A 
in  €,  da  0  in  B  e  da  B  in  A.  E  evidente  che  nel  primo  caso  il  trian- 
golo rimarrà  o  sempre  a  destra  o  sempre  a  sinistra  dell'osservatore, 
e  nel  secondo  caso  rimarrà  sempre  dalla  parte  opposta.  Conveniamo, 
poiché  ci  sarà  utile,  di  assumere  come  positivo  o  come  negativo  il 
numero  che  misura  l'area  del  triangolo,  secondochè  il  perimetro  è 
percorso  dall'osservatore  in  un  verso  o  nell'altro.  Se  indichiamo  con 
ABC  questo  numero  quando  il  perimetro  è  percorso  nel  verso  ABC,  fa- 
cendo tutte  le  permutazioni  dei  vertici  ABC  abbiamo 

ABC  =  BCA  =  CAB  =  —  BAC  =  —  ACB  =  —  CBA. 

Rispetto  a  un  altro  osservatore,  eretto  sul  piano  della  stessa  banda 
del  precedente  e  in  un  punto  interno  al  triangolo,  il  movimento  di 
un  punto  che  percorra  il  perimetro  del  triangolo  apparirà  proce- 
dente verso  destra  o  verso  sinistra  secondochè  il  perimetro  è  per- 
corso in  un  verso  o  nell'opposto  ;  e  precisamente,  secondochè  rispetto 
al  primo  osservatore  il  triangolo  restava  a  destra  o  a  sinistra. 

Che  se  il  secondo  osservatore  è  eretto  in  un  vertice  del  triangolo, 
a  lui  il  lato  opposto  apparirà  percorso  rispettivamente  verso  destra 
0  verso  sinistra,  e  quindi  l'angolo  fra  le  due  direzioni  (lati)  che 
da  quel  vertice  vanno  agli  altri  due  vertici  apparirà  descritto  ri- 
spettivamente con  una  rotazione  verso  destra  o  verso  sinistra.  Noi 
converremo  di  dare  all'area  lo  stesso  segno  che  compete  all'angolo 
suddetto. 

Dalla  definizione  segue  che  due  triangoli  ABC  AB'C,  aventi  un 
vertice  A  comune  e  i  lati  opposti  BC  B^C  sulla  stessa  retta,  sono 
per  lo  stesso  verso  o  per  versi  opposti  secondochè  BC  e  B'C  sono 
nella  stessa  direzione  o  in  direzioni  opposte.  E  due  triangoli  ABC 
ABC,  con  un  lato  AB  comune,  sono  per  lo  stesso  verso  o  per  versi 
opposti  secondochè  i  vertici  non  comuni  C  C  sono  dalla  stessa 
banda  della  retta  AB  o  da  bande  opposte ,   vale  a  dire  secondochè 


—  65  — 

le  perpendicolari  CD  CV  condotte  da  C  e  C^  alla  AB  (altezze  dei 
triangoli)  sono  nella  stessa  direzione  o  in  direzioni  opposte. 

Queste  osservazioni  mostrano  che,  nell'applicare  il  teorema  «  il 
numero  che  misura  Tarea  di  un  triangolo  è  la  metà  del  prodotto 
dei  numeri  che  misurano  un  lato  e  Taltezza  corrispondente  »,  si 
può  tener  conto  del  segno  con  cui  compajono  i  numeri  che  misu- 
rano ciascun  lato  e  l'altezza  corrispondente. 

Siano  A  B  C  i  vertici  di  un  triangolo,  e  a  b  e  le  rette  dei  lati  BC 
CA  AB,  sulle  quali  intenderemo  assegnate  ad  arbitrio  le  direzioni 
positive;  supporremo  pure  assegnato  nel  piano  un  verso  positivo 
per  gli  angoli,  affinchè  siano  determinati  i  segni  degli  angoli  delle 
direzioni  positive  di  quelle  rette.  Se  CD  è  perpendicolare  a  AB, 
si  avrà,  in  valore  assoluto, 

ABC  =  I  AB  .  CD  ; 

ma  nel  triangolo  rettangolo  ADC  è  CD  =  ACsencb;  dunque,  sempre 
in  valore  assoluto,  sarà 

ABC  =  JAB.AC  sencb. 

Se  ci  atteniamo  alla  convenzione  fatta  dianzi,  questa  eguaglianza 
sussiste  anche  avuto  riguardo  ai  segni,  quando  i  segmenti  AB  AC 
sono  positivi  sulle  rette  e  b.  Né  cessa  di  sussistere  quando  uno  di 
questi  segmenti  o  entrambi  divengano  negativi;  poiché  Tinversione 
della  direzione  positiva  su  e  fa  mutar  di  segno  AB  e  sencb,  ma  non 
il  prodotto;  e  così  via. 

Ora  riferiamo  i  punti  del  piano  a  due  assi  cartesiani ,  e  siano 
P(a?  y) ,  Pi(a?i  Vi) ,  Pi(a?j  y,)  i  vertici  di  un  triangolo.  Se  rr'  indicano 
le  rette  dei  lati  PP,  PP,,  abbiamo 

PPjP,  =  jPPj.PPjSenrr'  ; 

ma,  chiamando  a  p  e  a'  p'  gli  angoli  di  r  e  r'  cogli  assi  coordinati, 
si  ha  dalla  [9]-$  30 

1 


senn/  =r  — 

senui 

e  dalle  [6].§  30 


sena    senp 
sena'    sen^' 


senu)  .  V  n       86DUI ,  . 

sena  =  pp-  (y,  —  y),     sen  p  =  ^p-  (x^  —  x), 

sena'  =  -pp-  {y^  —  y),     sen p'  =  pp- (x^  —  x)  ; 

E  D*Otidio  —  Forme  geometriche  fondamentali. 
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quindi  sarà 

• 

PP^P,  =  J  sen  ui 

x^  —  x    y^  —  y 
x^'-x    y^  —  y 

Questo  determinante  si  può  scrivere 

X  1/1 

x^—x    Vx  —  y    0 
x^  —  x    y^  —  y    0 


e  qui  aggiungendo  alla  seconda  ed  alla  terza  orizzontale  la  prima, 
avremo  anche 

X     y     1 

pp,P,  =  jseniu    a?|    Vi    1 

o^t    1/t    1 

formola  che  esprime  la  misura  dell'area  del  triangolo  mediante  le 
coordinate  dei  vertici. 

Il  determinante  si  annulla  se  i  tre  punti  PP|P,  sono  sulla  stessa 
retta,  il  che  conferma  una  proposizione  del  §  28.  Esso  cambia  segno, 
insieme  con  PPtPs»  se  due  punti  si  scambiano. 

In  particolare:  se  uno  dei  tre  punti  è  neirorigine  0,  si  ha 


0P4P,  =  Jsenui 


x^ 

X, 


Vi 


=  isenuj.(a7,j/,  —  xjf^)- 


L'espressione  dell'area  del  triangolo  in  un  piano  punteggiato  e 
in  coordinate  cartesiane  presenta  analogia  con  quella  della  di- 
stanza di  due  punti  in  una  retta  punteggiata,  la  quale  h  x^  —  x 

X     1 

,  se  xXx  sono  le  ascisse  dei  due  punti. 


ovvero  — 


Xx    1 


Esercizio  1.  Se  B  C  D  sono  punti  di  una  retta, 

ABC  :  ABD  :  ACD  =  BC  :  BD  :  CD . 

£s.  2.  Se  A  B  C  D  sono  punti  di  un  piano, 

ABC  +  ACD  +  ADB  =  BCD, 
ossia  BCD  —  CDA  +  DAB  —  ABC  ==  0. 

Es.  3.  Se  A  B  C . . . .  L  sono  yertici  di  un  poligono  piano  e  P  un  punto  variabile 
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4d  piano,  la  somma  PAB  +  PBG  +  •  •  •  +  PI'A  è  costantOi  e  si  paò  definire  come 
ja«a  del  poligono,  anche  se  questo  è  concavo. 

Eb.  4.  L*area  del  poligono  di  yertici  (xi  y^) ,  {x^  y^)*  •  •  •  »  (^n  ^n)  >  divisa  per 
laenoi,  è 

Ss.  5.  Per  dae  teme  di  punti,  in  nn  piano  PPiP{  e  QQiQ2'  ^^  ^&  (^-  ^^-  ^  ^  ^ 
§30) 

PP,.QQ,  oos(PP„  QQJ    PPiQQ,  co8(PP„ QQJ 


16.PP,P,.QQtQ,=4 


PP,.QQ,  còs(PP,  QQO    PP,.QQ8  cos(PP^  QQJ 

0  1  1  1 

1  PQ»     PQ,»     PQ,« 

1   PiQ'  PiQi'  PiQt' 
1   P,Q*  P,Qi*  PtQt* 


I  -  'i 


\ 

j 


Ib  particolare:  16  volte  il  quadrato  delFarea  del  triangolo  di  lati  ab  e  vale 


0  1 

1  0 
1  a« 
1  6» 


1  1 
a»  6« 
0     e» 


=  —  a*  —  ò*  —  <j*  +  2a'6»  +  2aV  +  26«c« 


=  (a  +  6  +  e)  (—  a  +  6  H-  e)  (a  —  6  +  e)  (a  H-  6  —  e). 
IBs.  6.  Per  due  gruppi  di  cinque  punti  in  un  piano  PP^ . . .  P4  e  Q  Qi  •  •  •  Q4» 


PQ«  PQ4«  .  .  PQ4* 

P,Q«  P,Q,*  P,Q4« 

•                       •  •    •                   • 

P4Q«  P4Qi«  .  P4Q4» 


=  0; 


giacché  Indicando  oon(a:y),  {x^y^ , . . .  (x^y^)  e(af  y'),  («'i y*!) , . . .  (a/*  y'4)  1®  «>or- 
^liBaie  di  quei  punti  rispetto  ad  assi  cartesiani  ortogonali,  questo  determinante  è  il 
ffodotto  per  orizzontali  delle  due  matrici 


afi  +y^  1  X  y 

«l'+yi*  1  «i  Vi 

•  ■  •  • 

«4*  +  y4*  1  «4  y4 


1  ìb'*  +y"  — 2a/  —V 

1  ^i^  +  y'i*  —^i  -Vi 
•         •             •         • 

1  ^l^  +  ì/**  —2.1/4  -^4 


Jia  ptrtioolare  (finendo  andare  aUMnfinito  in  direzioni  determinate  P4  e  Q4)  si  ha 
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per  due  qnaderne  dì  punii  in  un  piano  P P3  e  Q  , . . .  Q3: 


0  1..        1 

1  PQ«     .  .    PQ, 


1    P«q«    .       PaQs" 


=  0. 


Trasformazione  delle  coordinate. 

§  32.  I  punti  di  un  piano  siano  riferiti  a  un  sistema  di  coordi- 
nate;  e  si  vogliano  invece  riferire  ad  un  altro  sistema,  del  quale 
sia  assegnata  la  connessione  col  primo.  Allora  può  occorrere  di 
esprimere  le  nuove  coordinate  di  ciascun  punto  mediante  le  primi- 
tive; e  può  occorrere  di  esprimere  le  coordinate  primitive  mediante 
le  nuove,  per  trasformare  le  formole  che  contengono  le  primitive 
coordinate  in  altre  che  contengano  le  nuove.  Bisogna  dunque  cer- 
care almeno  due  equazioni,  che  leghino  le  primitive  alle  nuove  coor- 
dinate  ;  poiché  da  tali  due  equazioni  si  potranno  dedurre  quelle  in 
funzione  di  queste  e  viceversa;  od  anche,  avendo  una  formola  con- 
tenente le  coordinate,  si  potrà  eliminare  da  essa  e  da  quelle  due 
equazioni  le  primitive  coordinate. 

Noi  esamineremo  alcuni  casi  più  ovvii. 

Vogliasi  passare  da  due  assi  cartesiani  x  7  di  origine  0  ad  altri 
due  x'  f  di  origine  (K  ;  siano  xy  \e  primitive  coordinate  di  un 
punto  P,  JT  F  le  nuove  coordinate  dello  stesso  punto.  Considere- 
remo prima  due  casi  particolari,  e  poi  il  caso  generale, 

a)  Se  i  nuovi  assi  sono  paralleli  ai  primitivi  ed  hanno  le  stesse 
direzioni  positive,  per  definire  la  loro  posizione  basta  assegnare  le 
coordinate  della  nuova  origine  0'  rispetto  ai  primitivi  assi;  e  siana. 
queste  a  b.  Allora,  essendo  per  ogni  projezione  parallela 

proj.OP  =  proj.OO'  +  proj.O'P, 

projettando  su  x  secondo  7  e  su  7  secondo  x,  risulta 


[1] 


a;  =  a  +  X,     yzzzb-^-r. 


Queste  equazioni  esprimono  x  e  y  mediante  Z  e  F,  e  oostitui-^ 
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«cono  la  sostituzione  che  trasforma  ogni  funzione  di  oo  ey  in  una 
funzione  di  J^  e  Y.  Si  ha  inversamente 

X  =  x  —  a  ,    r=:y  —  b. 

ì))  Abbiamo  mutato  l'origine,  ma  non  le  direzioni  degli  assi. 
Ora  invece  muteremo  le  direzioni  degli  assi*,  ma  non  Torigine  ;  vale 
a  dire  supporremo  che  i  nuovi  assi  passino 
per  0  ;  sicché  per  fissarne  la  posizione  basta  /'  ^ 

dare  uno  dei  due  angoli  a  =  xx' ,  p  =  x'y, 
e  uno  dei  due  a'  =  xy' ,  p'  =  y'y  (essendo  ' 
<x  +  P  =  xy,  a'  +  p'  =  xy).  Se  Ok  =  x , 
AP  =  j/  sono  le  primitive  coordinate  di  P, 
e  OA!  =  Z,  A'P  =  F  le  nuove,  abbiamo,  per 
ogni  projezione  parallela,  o  a  * 

proj.OA  4-  proj.  AP  =  proj.OA'  +  proj.  A'P  ; 

onde,  projettando   normalmente    sulla   direzione   normale   a  una 
retta  r,  risulta 

a?cos^xr-j-^j  -^y  cos\^jr  +  ^]= 

=  Zcos(x'r  +  ^)  +  rcos(y'r  +  -|), 

ovvero 

X senxr  +  V  senyr  =  Zsenx'p  +  Y  seny'p  . 

Se  r  si  fa  coincidere  successivamente  con  y  e  con  x,  si  ottiene 
ovvero,  ponendo  xy  =  lu, 


[31  x  =  X^^^  +  r^^^,     y  =  X"^^^+Y 


aenuj    '        senuj       *^  senui  senu) 


Queste  equazioni  danno  x  e  y  espressi  mediante  X  e  Y,  e  costi- 
tuiscono  la  sostituzione  che  trasforma  ogni  funzione  di  a?  e  v  in 
una  funzione  di  XeY.  Essa  è  di  P  grado  (lineare)  io  X  e  7,  ed  è 
anche  omogenea. 


f. 


I    . 
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É  bene  osservare  che,  posto  x'f  =  Q,  deve  risultare 


[4J 


^*  +  y*  +  2072/ cosiu  =  X*  +  F«  +  2ZFcosQ  ; 


poiché  ciascnn  membro  equivale  a  OP',  giusta  la  [4]-§  30. 

Il  determinante  dei  coefl9cienti  di  X  e  Y  nella  sostituzione  [3J 
dicesi  modulo  della  sostituzione:  per  la  [9]§30  esso  vale 


sen  p      sen  f! 
sen  ui     sen  ui 


sena     sena 


senui     senui 


sen'ui 


sena    sena 


sen  p     sen  p' 


senQ 
sento 


Se  ciascuno  dei  due  sistemi  di  coordinate  è  ortogonale,  e  preci^ 
samente  seu)=-y  e  0=-—:  allora  si  ha  p  =-|-  —  a,  a'  =  ^  +  a  ^ 
p'  =  —  a ,  e  le  [3]  divengono 

[3']        a?  =  -rcosa  —  Fsena,    y  =  JIT sena  +  r cosa; 

sostituzione  di  modulo  1. 
Se  invece,  pur  essendo  i  due  sistemi  ortogonali,  si  ha  lu  =  -^  e 

Q  =  —  Y  :  allora  p=-^  —  a,  a'  =  a  —  y,  P'  =  tt  —  a,  e  la  so- 
stituzione diventa 

[3"]       00  =  Zcosa  +  Fsena ,    y  =  JTsena  —  Fcosa , 

di  modulo  —1. 
Entrambe  queste  sostituzioni  (ortogonali)  danno 

X*  +  y*  =  X'+Y^. 

La  prima  sostituzione  corrisponde  al  caso,  che  le  direzioni  positive 
dei  primitivi  assi  possano  portarsi  a  coincidere  con  quelle  dei  nuovi 
assi  mediante  una  rotazione  nel  piano  comune  intorno  al  punto  O 
e  per  un  angolo  a.  La  seconda  corrisponde  al  caso,  che  occorra 
una  rotazione  di  due  diedri  retti  intorno  alla  comune  bisettrice 
degli  angoli  xx'  jf^  per  portare  a  coincidere  le  direzioni  positive  dei 
primitivi  assi  con  quelle  dei  nuovi.     .  . 
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c)  Se  da  ultimo  al  tratta  di  mutare  l'originG  e  le  direzìooi  degli 
assi:  allora  basta  assegnare  le  coordioate  a  e  &  di  0'  rispetto  a  x 
e  jr,  più  uno  degli  augoli  a  =^  ix'  ,  p  =  x'r  ,  e  uno  degli  angoli 
a'=xy',  P'  =  j'r;  in  tutto  quattro  quantità.  Noi  posàiamo  prima 
dagli  assi  x  j  passare  ad  altri  due  paralleti  ad  essi  e  di  origine  O, 
e  poi  da  questi  altri  passare  ai  due  x'  j"  senza  mutare  più  l'origine. 
E  però  avremo,  per  una  trasformazione  generale  di  coordinate  car- 
tesiane, le  formole 


[51 


a  +  X~ 


--\-y^ 


=  b-\-X- 


;,  +  ^l 


Questa  è  una  sostituzione  lineare,  ma  non  omogenea. 

K  importante  osservare  clie  ogni  funzione  algebrica  razionale  in- 
tera di  a;  e  {/  si  trasforma  in  una  funzione  algebrica  razionale  in- 
tera  ài  X  e  Y  dello  stesso  grado  della  prima.  Infatti,  i  termini  della 
fonsione  di  a;  e  y  sono  della  forma  ca;V,  ove  e  è  una  costante  e  p  q 
sono  interi  positivi  [zero  incluso).  Ora  se  in  cx''y^  si  sostituiscono 
a  xey  \e  loro  espressioni  in  X  e  V.  essendo  queste  di  1'  grado,  il 
prodotto  si  comporrà  di  termini  della  forma  CX'V',  e  non  potrà  cer- 
tamente la  somma  r-^-s  riescire  superiore  a  p  +  ?  ;  dunque  il  grado 
della  funzione  non  può  crescere.  Ma  non  può  neanche  diminuire  ; 
altrimenti,  nel  ritornare  dai  uuovi  assi  ai  primitivi,  il  grado,  per 
rìprietinarsi,  dovrebbe  crescere  ;  il  che  è  impossìbile. 

%  33.  Esamineremo  il  caso,  che  si  voglia  passare  da  coordinate 
cartesiane  a  coordinate  polari.  L'ipotesi  più  semplice  è:  che  le  coor- 
dinate cartesiane  siano  ortogonali,  il  polo  sia  l'origine  stessa  0,  e 
l'aase  polare  sia  la  i.  Allora,  se  Ok  =  x .  AP  —  y  sono  le  coordi- 
nate cartesiane  di  P,  e  p  =  OP  ,  <p  ;^  x,OP  le  coordinate  polari 
dello  stesso  punto  P,  il  triangolo  rettangolo  OAP  porge 


01  =  OPcosx.OP, 

lP  =  OPsenx,OP 

ovvero 

[6] 

a!  =  pcos(p  , 

y  —  psenfp  . 

Questa  sostituzione,  che  serve  appunto  al  passaggio  da  coordinate 
eartesiane  a  coordinate  polari,  cioè  trasforma  ogni  funzione  dì  x  ey 
JD  una  di  p  e  <p  ,  è  trascendente. 
Si  ha  pure 


[6'1     p^^x^  +  ,j*,tgcp  = 


coscp- 


I 


I 


.V.- 
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relazioni  che  servono  per  la  trasformazione  inversa,  cioè  per  pas- 
sare dalle  coordinate  polari  alle  cartesiane. 

Sia  invece  X7=:u);  e,  scelto  per  polo  l'origine  0,  sia  una  retta  r 
Tasse  polare;  sicché  basta  dare  uno  dei  due  angoli  xr  =  a,  rj  =  p. 
Il  triangolo  GAP  porge 

y  :  X  :  p  =  sen(a  +  <p)  •  sen(p  —  <p)  :  seniu, 
ovvero 

^.^     8en(3--cp)  senCa  +  cp) 

senui  senui 

Che  se  il  polo  è  un  punto  qualunque  0'  e  r  è  Tasse  polare;  allora 
basta  assegnare  le  coordinate  cartesiane  ab  di  0^  e  uno  dei  due 
angoli  xr  =  a,  ry  =  p.  E  si  ha 

,      8en(B — op)  -     ,       8en(a  +  <p) 

a?  =  a  +  p  — ^ — ^,        y  =  &  4-  p  — ^    ^^\ 
'   '^      senu)     ^        ^  •    '^      seDUi 

Esercizio  1.  Portando  rorìgine  nel  punto  {2,  — 8), 

«'+y»--4a;  +  6y  —  18  diviene  X«+  F»  — 81. 

Es.  2.  Prendendo  per  nuovi  assi  le  bisettrici  degli  angoli  dei  primitivi,  si  ha 

a;senui  =  Xsen][ui  —  Fco8|uj,    ysenui^Xsen^uj  +  ^co8|ui, 

e  a^  —  y*  diviene  — 2XT. 
Es.  3.  Verificare  Tidentità  [4]  mediante  la  sostituzione  [3]. 
Es.  4.  La  sostituzione  inversa  della  [3]  è 

Xsena'  senB'        ^  sena    .       senP 

senQ       ^  senQ  '  senQ  ^  ^  senQ' 

Es.  5.  La  sostituzione  lineare 

x  =  \X+\iY,      y  =  yX  +  yJY 

dicesi  ortogonale,  se  trasforma  a;*  +  y*  in  -^  +  ^*  1^^  condizioni  alFuopo  sono 

X'+V'=l,    fi»  +  fi"=l,    Xfi  +  Xy=0; 

e  però  uno  solo  dei  coefficienti  \\k\*  \i!  è  arbitrario. 
La  sostituzione  inversa  è 

x=xx  +  vy,   r  =  M«  +  fiV; 

ed  essendo  ortogonale,  porge 

X'  +  ^«=l,    V'-4-m'*  =  1,    U'H- ^fi'  =  0. 


n  modulo  della  sostìtozione  Xn'  —  XV  vale  +  1  ovvero  —1.  A  seconda  di  qossti 
I  éne  cui,  si  pnd  (chiamando  a  nn  angolo  conveniente)  dare  alla  sostttmione  la  forma  [3'] 
0  la  [3"]. 

E».  6.  Se  (p  qj)  e  fp'  <p')  sono  le  coordinate  polari  di  dne  punti,  il  qoadrato  della 
I    dutania  fra  essi  è  p'  +  p"  —  2pp'co9(ip  —  cp'). 

Es.  7.  («'  +  y')'  —  n\x'  —  y'}  si  pnò,  introdncendo  coordinate  polari,  trasformare 

b    p^p»  -  0'C0E2fl,)- 


Equazioni  di  luoghi  geometrici. 
Punti   determinati   da   equazioni. 


%  34.  Poniamo  una  equazione  fra  le  due  coordinate  variabili  X  y 
di  UD  punto  del  piano;  e  supponiamo  che,  per  ogni  valore  reale  di 
una  delle  due  variabili  compreso  entro  certi  limiti,  questa  equazione 
determini  uno  o  più  valori  reali  dell'altra,  e  quindi  uno  o  più  punti  ; 
p.  e.  che  ad  ogni  valore  di  ,r  compreso  in  un  certo  intervallo  cor- 
rispondano uno  0  più  valori  di  y.  Se  inoltre  l'equazione  data  è  tale 
che  y  sia  funzione  continua  di  x  nell'intervallo  eh  x  ^:  a  &  x  =  b 
(compreso  nell'intervallo  precedente);  allora  a  due  valori  di  x  fra 
a  e  b,  e  la  cui  diSerenza  tenda  a  zero,  corrispondono  due  gruppi  di 
valori  di  y;  valori  che  si  possono  accoppiare  ìn  modo  che  la  diffe- 
renza fra  due  omologhi  tenda  a  zero,  e  quindi  che  la  distanza  dei 
due  punti  corrispondenti  tenda  pure  a  zero.  Pertanto,  variando  x 
da  a  a  h,  otteniamo  una  o  più  serie  continue  di  punti;  l'insieme 
delle  quali  costituirà  una  o  più  linee  (rette  o  curve),  che  formeranno 
il  luogo  dei  punti  aventi  la  proprietà  (o  soggetti  alla  condizione) 
che  le  loro  coordinate  soddisfanno  la  equazione  proposta.  (Nei  casi 
più  comuni  le  equazioni  che  si  presentano  tra  x  Q  y  hanno  ì  carat- 
teri suddetti;  ina  può  accadere  che  un'equazione  non  presenti  quei 
caratteri,  e  quindi  che  l'insieme  dei  punti  che  la  soddisfanno  non 
presenti  continuitA). 

Viceversa:  se  una  proprietà  è  comune  ai  punti  di  una  o  più  linee 
ìd  uu  piano  ed  esclusiva  per  essi,  queste  linee  formano  il  luogo 
dei  punti  aventi  quella  proprietà;  e  se  la  proprietà  può  esser  tra- 
,  dotta  io  un'equazione  fra  le  coordinate  x  y  à\  uno  qualunque  dei 
I  punti  del  luogo,  questa  si  dirà  Vequaxione  (tei  luogo,  o  equazione 
I  che  rappresenta  analiticamente   il    luogo;   mentre   il  luogo  dei 
I  punti  soddisfacenti  a  una  stessa  equazione  ira  x  e  y  si  dice  rap- 
presentare geometricamente  quell'equazione. 


Queste  cose  valgono  anche  quando  le  eoordinate  che  si  adoperano 
non  siano  cartesiane. 

Dal  punto  di  vista  della  Geometria  analitica,  conviene  claBsificare 
i  luoghi  subordinatamente  alle  proprietsi  delle  loro  equazioni.  Così: 
scelte  le  coordinale  cartesiane,  si  dicono  luoghi  algebrici  quelli  la 
cui  equazione  è  algebrica,  trascendenti  gli  altri.  Se  TequazioDe  è 
algebrica  e  riducibile  a  razionale  e  intera,  essa  può  esaere  di  1», 
2'  3°  ...  grado  nelle  coordinate  ;  e  il  luogo  sì  dirà  rispettivamente 
di  1",  2^  3°,  , . .  grado. 

Potrebbe  nella  equazione  comparire  una  sola  coordinata,  e  Taltra 
esser  quindi  arbitraria.  Cosi:  una  equazione  conia  sola  x  fornisce 
uno  o  più  valori  di  àj;~é~^iudi  rappresenta  altrettante  rette  paral- 
lele all'aese  delle  y.  "^ 

Poniamo  fra  le  coordinate  di  un  putìlo  ^^^  P'^no  àae  equazioni. 
Se  esiste  una  o  più  coppie  di  valori  reali'i?e"«  coordinate  che  sod- 
disfanno le  due  equazioni,  queste  de  terni  in  era."  °^  '^^'^  °  P|ù  punti, 
cioè  una  serie  discreta  di  punti.  Se  esistono  copp.'^  '''  valori  non  en- 
trambi reali  soddisfacenti  alle  equazioni,  diremd-  ''^'^  '^''  coppie 
determinano  punti  immaginari;  ai  quali  estendereiò^^  '^  nozioni  di 
distanza,  ecc.  mercè  le  relative  formole  già  trovate  pe''^^''  reali. 

Se  ciascuna  delle  due  equazioni  rappresenta  un  IuoK°'  V^^sA 
punti  reali  e  immaginar!  saranno    i  punti  comuni  ai  due\l'*OB'l"' 

Più  di  due  equazioni  indipendenti  fra  le  due  coordinate  nottP"^* 
sono  coesistere. 


La  retta  come  luogo  dì  T  grado. 


§  36.  Cominciamo  dallo  studiare  i  luoghi  di  1°  grado. 
L'equazione  di  1°  grado  più  generale  fra  le  coordinate  cartesiuw 
iC  j/  è 

[1]  aa;  +  6y  4-  e  =  0, 

dove  ab  e  sono  quantità  costanti  qualunque. 
Se  b  ^0,  l'equazione  si  riduce  a 

aar  +  e  ^  0,  ovvero  a  =  —  —  ; 
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e  il  luogo  è  una  retta  parallela  all'asse  delle  y.  Essa  coincide  con 
Tasse  delle  y  se  inoltre  o  =  0  ;  sicché  Tequazione  di  quest'asse  è 
x  =  0. 
Se  a  =  0,  Tequazione  si  riduce  a 

6j/  -j-  e  =  0,  ovvero  y  =  —  y  ; 

e  il  luogo  è  una  retta  parallela  all'asse  delle  x.  Essa  diviene  quest'asse 
se  anche  c=:0;  sicché  l'equazione  dell'asse  delle  a?  é  y  =  0. 
Se  a  e  b  non  sono  nulli,  l'equazione  [1]  può  scriversi 

a  e  b  e 

e  ponendo 

e  e 

prende  le  forme  seguenti: 
[2]  y  =  mx  +  q, 

[3J  x  =  ny  -]-p. 

La  [2J  mostra  che  ad  ogni  valore  di  x  corrisponde  un  valore  di  j/, 
e  quindi  un  punto  P  del  luogo.  Se  P'(a?y)  e  F"(a/y)  sono  due  di 
questi  punti,  si  ha 

[2^]  y'  =  mx'  +  g,    y"  =  mx"  +  q  ; 

dalle  quali  due  equazioni  in  m  e  ^  si  trae 

e  sostituendo  nella  [2J,  questa  diviene 

[4J  a?(|/'  -  y")  +  y\ai^ — a?')  +  (a/|/"  —  <V)  =  0. 

Or  questa  (S  28)  è  la  condizione  perohò  1  %^ 


—  Te- 


sa una  retta.  Dunque  il  luogo  rappresentato  dalla  equazione  [1]  è 
una  retta;  cioè  la  retta  dei  due  punti  P^  P''. 

Se  e  =  0,  l'equazione  [1]  è  soddisfatta  da  a?  =  0,  y  =  0,  e  però 
la  retta  passa  per  l'origine.  Così  : 

l/'a?  —  a/y  =  0 
è  l'equazione  della  retta  per  l'origine  e  pel  punto  {af  y')  ; 

sono  le  equazioni  delle  rette  che  bisecano  gli  angoli  degli  assi  ;  ecc. 
Invece  di  risolvere  le  [2']  rispetto  a  m  e  ^,  si  può  osservare  che, 
sottraendo  la  prima  di  esse  dalla  seconda  e  dalla  [2],  si  ha 


6  dividendo 


y"  —  y'  =  m(af'  —  od),    y^tf=i m{x  —  a^), 

y  —  y'  X  —  af 

y^  —  y'  "^  af'  —  af  ' 


che  equivale  alla  [4]  giusta  il  §  28. 

0  altrimenti  ancora:  se  P  P'  P''  appartengono  al  luogo  rappre- 
sentato dalla  equazione  [1],  le  tre  equazioni 

ax  +by  -{-  c  =  0 
aaf  -^by  +  c  =  0 
aaf'  +  by''  -\-c  =  0 

coesisteranno  per  valori  non  tutti  nulli  di  a  b  e;  e  quindi  dovrà 
verificarsi  la  condizione 

x     y      l 

[5]  af     y'     1    =0; 

af'    y"     1 

che  equivale  ancora  alla  [4],  cioè  esprime  essere  1  tre  punti  P  F  P'' 
in  linea  retta. 

0  altrimenti  :  dalle  —  e  :  a  =  p,  —  e  :  l>  =  q  ai  trae  a  =  —  cip, 
*  =  — c:^;  quindi  sostituendo  nella  [1]  e  dividendo  per  — e, 
avremo 


[6] 


X 


y  _ 


~  +  -==i; 
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or  questa  è  la  condizione  perchè  il  punto  (x  y)  stia  sulla  retta  def 
due  punti  À(p  0),  B(0  q). 

Resta  così  provato  in  vari  modi  che:  ogni  equazione  di  V"  grado 
in  coordinate  cartesiane  (nel  piano  punteggiato)  rappresenta  una 
retta. 

E  viceversa:  ogni  reità  è  rappresentata  da  un^ equazione  di 
i*  grado  \  poiché  se  {od  \f)  e  (af^  y")  sono  due  punti  dati  della  retta^ 
Tequazione  di  questa  è  la  [4]  o  la  [5],  cioè  di  1*  grado. 

§  36.  Cerchiamo  il  significato  geometrico  dei  numeri  mnp  q. 

Sia  r  la  retta  rappresentata  dalla  equazione  [1]. 

Per  t/  =  0  la  [1]  dà  a?  =  —e  :  a  =1?;  onde  p  misura  il  segmento 
Oà  che  la  retta  r  taglia  sull'asse  delle  x.  E  similmente  q  misura  il 
segmento  OB  che  la  retta  r  taglia  sull'asse  delle  y. 

Dalla  y"  —  y  =  m(a.-"  —  a:')  si  trae  m  =  ^7^^  ;  ora  dalle  [6]-§  3a 

SI  ha  bf — zj  =  — ;:;;  5  dunque 

senxr  senry 

senry'  senxr 

(Per  assi  ortogonali  risulta 

m  =  tgxr). 

E  qui  notiamo  che  si  ha  in  conseguenza  (v.  §  21) 

m.                  msenuj              asenuj           .                  senuj              òsenu; 
tgxr  =  =-i = j- ,    tgry  =  — ; =  ■=■ ► 

Si  scorge  che  il  numero  m  (o  n)  dipende  solo  dalla  direzione  della 
retta,  e  però  dicesi  rapporto  direttivo;  mentre  p  e  q  dipendono 
anche  dalla  posizione  della  retta. 

Un'equazione  non  si  altera  se  si  moltiplicano  o  dividono  tutti  i 
suoi  termini  per  uno  stesso  numero  arbitrario,  e  in  particolare  se 
si  dividono  per  uno  dei  coefflcienti  (che  non  sia  nullo).  Ond'è  che, 
per  scrivere  l'equazione  di  una  retta,  non  è  necessario  conoscere  i 
valori  dei  tre  coefflcienti  ab  c^  ma  basta  conoscere  i  rapporti  di 
due  di  essi  al  rimanente.  Così:  dati  a  :  e  e  &  :  e,  son  noti  p  =  —  e  :  a 
e  <?=  —  c:b^  e  l'equazione  è 

p      a        ' 


r 


\ 


I 


—  va- 
dati a:ì)  eciby  son  noti  wi  =  —  a:&eg  =  —  c:&,  e  l'equazione  è 

dati  l):ae  c:a^  son  noti  n  =  —  &:aep  =  —  c;a,  e  l'equazione  è 

a?  =  nj/  +  p. 

Ne  segue  che  ogni  formola,  la  quale  esprima  il  valore  di  una 
grandezza  geometrica  relativa  alla  retta,  come 

e  a  asenuj 

a  '  5  '  •  •  *  '  acosuj  —  6  '  *  *  '  ' 

deve  esplicitamente  contenere  solo  1  rapporti  di  due  delle  ab  e  alla 
rimanente,  0  almeno  deve  potersi  ridurre  a  tale.  In  altre  parole: 
dev'essere  omogenea  di  grado  zero  nelle  al)  e. 

Ne  segue  altresì  che  due  equazioni  rappresentano  la  stessa  retta, 
se  i  coefficienti  dell'una  sono  ordinatamente  proporzionali  a  quelli 
dell'altra;  e  viceversa. 

Che  se  nelle  equazioni  di  due  rette  sono  proporzionali  solo  i  coef- 
ficienti dì  xey^  allora  le  due  rette  sono  parallele;  e  viceversa. 

Se  nella  equazione  della  retta  supponiamo  aeb  impiccolire  inde- 
finitamente, ma  non  e;  allora  p  e  q  crescono  indefinitamente,  e 
quindi  la  retta  va  all'infinito.  In  questo  senso  diciamo  che  l'equa- 
zione 

Ox-\'Oy  -^  e  =^0  (o  più  brevemente  e  =  0) 

rappresenta  la  retta  all'infinito  del  piano. 

Si  noti  che  pel  punto  immaginario  {x^  +  ^91  Vi  +  ^Vi)  passa  la 
retta 

a?     y     1 

^  X  —  Xt  1/  —  t/j 

=  0     ovvero    *  =  ^^ — ^ 


a?,    Vt    1 
a?,    y,    0 


^  y« 


Essa  passa  anche  per  l'altro  punto  immaginario  (x^  —  ix^^  y^  —  iy^) 
e  pel  punto  reale  (ic,  j/,),  ed  è  parallela  alla  retta  y^  —  cc^y  =  0. 
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Intersezione  dì  due  rette. 


$  37.  Due  rette,  le  cui  equazioni  siano 

ax  -\-by  -\-c  =  0,    a'x  +  Vy  +  e'  ==  0, 

hanno  comune  quel  punto  le  cui  coordinate  soddisfanno  ambedue 
queste  equazioni,  cioè  . 


x  = 


he  —  Ve 

aV  —  cìh  ' 


y  = 


a!c  —  ad 


Questi  valori  sono  finiti  e  determinati,  e  individuano  un  punto 
unico  a  distanza  finita,  finché  non  è  nullo  il  denominatore  aìf —  a'h. 

Se  il  denominatore  aV  —  db  è  nullo;  allora  x^y  divengono  infi- 
nite, il  punto  va  all'infinito,  e  le  due  rette  sono  parallele.  La  con- 


dizione a&'  —  a'&  =  0  può  scriversi 


a     b 
a'    b' 


=  0;  od  anche  -^=^ 


(d^accordo  con  una  osservazione  fatta  nel  §  preci- 
se inoltre  è  nullo  uno  dei  numeratori  di  a?  e  y,  p.  e.  ab'  —  a'b  =  0 
e  be'  —  Ve  =  0;  allora  4-  =  tt  e  -^r  =  -7 ,   onde  4-  =  ^  ,  ovvero 

'  a         or        0'         e  ad 

a&  —  a'c  =  0;  e  però  è  nullo  anche  l'altro  numeratore.  Allora  x  ey 
sono  indeterminate,  e  il  punto  comune  alle  due  rette  è  indetermi- 
nato; e  però  le  due  rette  coincidono  (il  che  si  accorda  pure  col  § 
prec). 

Fa  eccezione  il  caso  in  cui  l'annullarsi  di  alf  —  a!b  e  bd  —  b'e 
provenga  dall'essere  b=0  q  b'  =^0.  Allora  non  è  certo  in  generale 
acf  —  a'e  =  0\  onde  x  è  indeterminata  e  y  infinita,  e  le  due  rette 
sono  parallele  all'asse  delle  y. 


Indicheremo  per  brevità  i  determinanti 
[aV] ,  [ae%  . . . 


a     b 
a'    b' 


a     e 
a'    e' 


, . . • con 
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Fascio  e  rete  di  rette. 


§38.  Tre  rette  di  equazioDi 

ax  +  by  -^c  =  0,    a'a?  +  i/y  +  e'  =  0,    a"x  +  l/'y  -f  e"  =  0, 

in  generale  non  hanno  uno  stesso  punto  comune,  ossia  non  appar- 
tengono a  un  fascio:  la  condizione  per  ciò  è  che  una  delle  tre  equa- 
zioni sia  conseguenza  delle  altre  due,  e  quindi  che  sia 


a  b  e 
a'  ìf  d 
a"    V'    e" 


=  0. 


Indicheremo  brevemente  con  [a&'e/']  questo  determinante. 
Quando  questa  condizione  si  verifica,  si  possono  evidentemente 
determinare  due  quantità  X  e  |i  tali,  che  coesistano  le  equazioni 

U'Yv.d^a;',    X&  +  My  =  &",    Xc  +  Mc'  =  c"; 

sicché  l'equazione  d'x  +  ^"i/  +  ^"^  =  0  si  potrà  scrivere 

X(aa?  +  &i/  +  e)  +  ^{dx  +  &'ì/  +  d)  =  0. 

Questa  è  dunque  Tequazione  generale  di  una  retta  del  fascio  deter- 
minato dalle  due  oo?  4  &y  +  e  =  0,    a'x  -^  Vy  -}-  d  =2  0. 

Quando  son  date  le  coordinate  x^  y'  del  centro  di  un  fascio;  al- 
lora, se  la  retta  di  equazione 

aX'\'by  -{-  c  =  0 
passa  pel  punto  (or  y),  si  ha 

e  sottraendo,  Tequazione  della  retta  diviene 

a[x  —  x')  +  b{y  —  y')  =  0 
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o  anche 

y  —  yr  =  m(x  —  od),    x  ^  af  =  n{y  —  tf). 

Ai  singoli  valori  di  a  :  &  o  di  m  o  di  n  corrispondono  le  singole 
rette  del  fascio  che  ha  per  centro  il  punto  {od  \f)*  , 

§  39.  Oiìt  osservammo  che,  date  le  equazioni  di  due  rette  r  r' 

oo?  +  &!/  +  e  =  0  ,    a'a?  +  ^2/  +  e'  =  0, 

Tequazione  di  una  retta  qualunque  s  del  fascio  da  esse  determinato 
si  può  porre  sotto  la  forma 

[1]  \[aoo  +  &!/  +  e)  +  \k[a!x  +  tìy  +  (/)  =  0. 

Ciò  risulta  pure  dall'osservare  che ,  qualunque  siano  i  numeri 
X  e  )i,  quest'ultima  equazione  [combinazione  lineare  delle  due  date  i 

equazioni),  essendo  di  P  grado  in  x  y,  rappresenta  una  retta;  ed  es- 
sendo soddisfatta  dai  valori  di  a?  e  ^  che  annullano  ax-{-ì>y  -{-e  q 
a'x  -f  Vy  +  (/,  questa  retta  passa  pel  punto  comune  alle  due  rette 
date  r  r^,  ossia  appartiene  al  fascio  da  esse  determinato. 

Ài  singoli  valori  del  parametro  \  :  \x  corrispondono  le  singole 
rette  del  fascio,  P.  es.  a  X  =  0  e  ^  5  0,  onde  X  :  )i  =  0,  corrisponde  r'  ;  a 
X  5  0  e  ^  =  0,  onde  X  :  jli  =  00,  corrisponde  r. 

Per  quella  retta  del  fascio  che  passa  per  un  punto  dato  (x^  i/J, 
sarà 

\{ax,  +  &|/i  +  e)  +  \x(a'x,  +  ft'i/,  +  (/)  =  0; 

di  qui  ricavando  X  :  ^  e  sostituendo  nella  [1],  si  ottiene  come  equa- 
zione della  retta  domandata 

ax  •\-by  -{-  e  c^x  +  ò'y  +  e' 

La  [1]  ordinata  diviene 

(Xa  +  \ia')x  +  (X&  +  \xì/)y  +  (\c  +  \xd)  =  0. 

Per  quella  retta  del  fascio  che  passa  per  Torigine,  sarà 

Xc  +  jLic'  =  0  ,    X  :  )i  =  e'  :  —  e  ; 

onde  Tequazione  della  retta  sarà 

(ad  —  a'c)x  +  (bd  —  l/c)y  =  0. 

E.  D*Otidio  —  ForvM  geomttrieho  fondamentali.  6 
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Per  quella  retta  del  fascio  che  è  parallela  a  una  retta  data 

cC'x  +  Wy  +  d'  =  0, 

sarà  —^,      —  —^, 

ovvero  \[aW  —  d'h)  +  \k[(iV'  —  a''&')  =  0  ; 

e  però  Tequazione  della  retta  sarà 

ax-\-hy  -^-c a!x  +  ^y  +  e' 

"oò"  —  d'h    ~  ~dW^~€rV'  ' 

Se  p  p'  p"  sono  le  ascisse  dei  punti  A  A!  A!'  comuni  alle  r  r^  s  e 
all'asse  delle  a?,  la  [1]  dà  X(ap"  +  e)  +  ^(a'p"  +  e/)  =  0,  onde 

A.  —  —  ^  .  ^"  ~~P'  —  _  ^  .  ^'K 

H  a     p"  — p  a      ÀA" 

Similmente,  se  un'altra  retta  s'  del  fascio  corrisponde  al  rapporto 

X'  a'      A' A"' 

V  :  ^'  e  seca  Tasse  delle  x  in  A^",  sarà  —  =  —  —  •  -^^,  ;  e  quindi 
deduciamo 

Il       II'  AA"'       AA'" 

\    '  \'   —   A' A"  *  A'A'"  —  \J^^^  -*■    ;  —  ^rr»»  ;. 

Dunque  :  il  doppio  rapporto,  che  con  due  rette  fisse  r  r^  del  fascio 
fanno  due  rette  qualunque  dello  stesso,  è  dato  dal  rapporto  dei  va- 
lori di  ]Li  :  X  corrispondenti  a  queste  due  rette.  —  In  particolare:  a 
due  valori  opposti  di  ^  :  X  corrispondono  due  rette  armoniche  con 
r  e  r'. 

Il  principio  qui  invocato  (dovuto  a  Lame)  è  di  grande  utilità,  e 
si  estende  a  luoghi  qualunque.  Se  infatti  /*=  0  /*  =  0  sono  le  equa- 
zioni di  due  luoghi,  X/'+  jur  =  0  è  l'equazione  di  un  luogo,  il  quale 
certo  passa  per  tutti  i  punti  comuni  a'  due  dati.  Or  se  questi  sono 
dello  stesso  grado,  si  può  dimostrare  che  \f-\-^f:=Q^  al  variare 
di  X  :  pLy  rappresenta  tutti  gli  oo  luoghi  di  quel  grado,  che  hanno 
gli  stessi  punti  comuni  che  /*=  0  e  /^  =  0  (fascio,  serie  semplice^ 
gruppo  binomio  di  curve);  la  quale  circostanza  molto  agevola  lo 
studio  di  tali  sistemi  di  curve. 

§  40.  Combinando  linearmente  le  equazioni  di  tre  rette  r  r'  i^' 
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mediante  tre  numeri  arbitrari  X  jii  v,  si  forma  Tequazione  di  una 
retta  : 

[1 J  Max  +  &!/  +  e)  +  ^(a'x  +  b'y  +  d)  +  v(a"x  +  b"y  +  e")  =  0 
ovvero 
(Xa  -f  ^a'  +  va")  x  +  {\b -{-  ^b'  +  v&")  2/  -|-  (Xc  +  ^&  +  ve")  =  0. 

Ad  ogni  coppia  di  valori  dei  rapporti  X  :  v,  ^  :  v  corrisponde  una 
retta  del  piano.  Più  generalmente:  se  f=^0^  T  =  0,  f"  =  0  sono 
le  equazioni  dì  tre  luoghi,  Xf-f-^f-^  vf"  =  0  rappresenta  un  luogo 
che  passa  pe'  punti  comuni  a  quei  tre  (se  ne  hanno).  Se  quei  tre 
luoghi  son  dello  stesso  grado,  X/^+  jli/^  +  vf"  =  0,  al  variare  di  X  :  v 
e  ^1  :  V,  rappresenta  00*  luoghi  di  quel  grado  (rete,  serie  doppia^ 
gruppo  trinomio  di  curve). 

È  importante  notare  che,  se  r  r'  r''  non  appartengono  a  un  fa- 
scio, ogni  retta  del  piano  si  può  rappresentare  coirequazione  [1 1, 
dove  a  X  :  V  e  |i  :  v  si  diano  valori  convenienti,  perfettamente  indi- 
viduati dalla  retta  stessa.  Infatti,  perchè  Tequazione  [1]  coincida 
coirequazione  di  una  data  retta 

«0^  +  hV  +  ^0  =  O1 

bisogna  e  basta  che  sia 

\a  +  Via'  +  va"  _  \b  +  ^l/  +  yb"  ___  \c  +  >a(^  -f  y(f'  . 
Oq  Òq  Co  ' 

si  hanno  così  due  equazioni  lineari  omogenee  in  X  jii  v,  dalle  quali  si 
ricavano  univocamente  X  :  v,  ^  :  v. 

Indicando  il  valor  comune  dei  tre  fratti  con  p,  abbiamo  le  tre 
equazioni 

Xa  -H  M^  +  va"  =  P^oì    ^^  -f  M^'  +  v&"  =  p^o .    Xc  +  jLi(/  +  ve"  =  pCo, 
e  da  queste  ricaviamo 

A.  —  K^g"']      M_  _  [Ac"]     y  _  [q^co] 

p  ""  [ab'(f']  '     p   "~  [ab'&'Y     p  ■"  [af/(f']  ' 

onde 

X  :  ^  :  V  =  [a^b'c"]  :  [ab^^c"]  :  [ab'Co]. 
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Fa  eccezione  (come  già  avvertimmo)  il  caso  [a&'c"]  =  0,  in  cui  le 
tre  rette  ri' r"  appartengono  a  un  fascio.  Allora  la  [IJ  non  rap- 
presenta che  le  rette  del  fascio. 


Notazione  abbreviata. 


§  41.  Denotando  con  L  M  N ,  . ,  funzioni  lineari  di  a?  e  i/,  si 
può  concisamente  indicare  con  L  =  0,  Af  =  0,  7V=  0, . . .  Je  equa- 
zioni delle  varie  rette  del  piano,  anzi  le  rette  stesse.  Questa  nota- 
zione abbreviata^  della  quale  il  PlQceer  ha  mostrato  Tutilità  (1828), 
permette  sovente  di  rendere  più  spediti  i  calcoli  e  più  espressive 
le  formole.  A  tale  scopo  conferisce  non  poco  il  ricordare  che,  se 
L  =  0  e  M  =  0  sono  due  rette,  XL  +  M-^  =  0  è  una  retta  del  fascio 
da  esse  determinato,  \  :  jii  essendo  un  parametro  (del  quale  ci  è  noto 
il  significato  geometrico);  e  che,  se  L  =  0,  Af  =  0,  N=:0  non 
sono  tre  rette  non  di  un  fascio,  l'equazione  di  ogni  altra  retta  del 
piano  può  ricever  la  forma 

\L^lxM+yN=  0. 

Accenniamo  alcune  applicazioni  della  notazione  abbreviata. 

1"  È  chiaro  che  XL  +  ixM=0  è  la  retta  ohe  unisce  il  punto 
(Z=:0,  M=0)  al  punto  (XL  +  jLiM+viV==0,iV=0);  e  cosi  pure 
jLiilf4-viV=0  unisce  i  punti  (M=0,  N=0),  (\L-\-ixM-\-yN=0, 
L=0);  e  \L-\-vN=0  unisce  i  punti  (L  =  0,  N=0),  (XL  +  jli^ 
+  viV=0,  M  =  0). 

E  di  qui  apparisce  il  significato  geometrico  di  X  :  ^,  ^  :  v  e  v  :  X 
nella  \L-{-ixM+vN=0. 

2'  Inoltre  \L  ^  ixM=  0,  jiiAf  —  vN  =  0,  vN  ~  XL  =  0  sono  le 
rette  coniugate  armoniche  alle  tre  precedenti  rispetto  alle  coppie 
(L=:0,  M=0),  (M=0,  N=0),  (N=0,  L  =  0);  e  siccome  una 
delle  ultime  tre  equazioni  è  conseguenza  delle  altre  due  (infiatti 
sommandole  si  ha  0  =  0);  cosi  queste  tre  rette  concorrono  in  un 
punto,  individuato  dalle  equazioni  XLr=|iM  =  viV.  Onde  il  teorema: 
Se  dei  tre  punti  in  cui  una  retta  seca  i  lati  di  un  triangolo  si 
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prendono  i  coniugati  armonici  rispetto  alle  coppie  di  vertici  esi- 
stenti su^  medesimi  lati,  le  tre  rette  che  uniscono  questi  punti 
ai  vertici  opposti  passano  per  un  punto. 

Il  teorema  inverso  si  dimostra  facilmente,  come  il  lettore  può 
verificare. 

3^  Consideriamo  la  figura  che  dicesì  quadrilatero  completo 
(Càrnot,  De  la  corrélation  etc).  Essa  è  formata  da  quattro  rette 
o  lati^  i  quali  si  secano  mu- 
tuamente in  sei  punti  o  ver- 
tici. Questi  si  dividono  in 
tre  coppie  di  vertici  opposti^ 
cioè  uno  su  due  lati  e  uno 
sugli  altri  due  ;  e  si  dicouo 
diagonali  le  tre  rette  di 
queste  coppie  di  vertici.  Di- 
mostreremo ohe  :  se  si  con- 
siderano  due  lati  e  una 
diagonale  uscenti  da  uno  y. 
stesso  vertice^  la  diagonale  ^ 
ha  per  coniugata  armonica 
rispello  a'  dtiù  lati  la  retta  che  unisce  il  vertice  al  punto  comune 
alle  altre  due  diagonali. 

Siano  infatti  L  =  0,  Mz=0,  N=0  e  P  =  \L  -]- ^xM -{-  vN  =  0  i 
Iati  del  quadrilatero,  e  pongasi 

R  =  vN+\L  =  P  —  ^M 
S  =  XL  +  jLiA/=  P  —  vN  : 

saranno  Q  =  0,  i2  =  0,  5  =  Ole  diagonali;  e  la  coniugata  armonica 
di  S  =  XL  +  jLiAf  =  0  rispetto  a  L=0  e  M  =  0  sarà  XL  —  jiM  =  0 
ossia  0 — R  =  0,  e  quindi  passerà  pel  punto  comune  alle  altre  due 
diagonali  ;  dunque  ecc. 

Segue  da  questo  teorema  che:  ciascuna  diagonale  è  secata  dalle 
altre  due  in  punti  armonici  rispetto  ai  due  vertici  che  unisce 
(Pappo). 

Bisulta  dallo  stesso  teorema  un  modo  per  risolvere  con  la  sola 
riga  il  problema  :  date  tre  rette  in  un  fascio,  costruire  la  coniugata 
armonica  di  una  rispetto  alle  altre  due.  Poiché,  se  1  m  s  sono  le  tre 
rette,  tirando  da  un  punto  di  s  due  traversali  n  p,  e  unendo  i  punti 
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ove  incontrano  lem  mediante  le  q  r,  il  punto  qr  sta  sulla  coniu- 
gata di  8  rispetto  a  1  e  m. 

E  ne  risulta  anche  un  modo  per  costruire  con  la  sola  riga,  dati 
tre  punti  di  una  retta,  il  punto  coniugato  armonico  di  uno  di  essi 
rispetto  agli  altri  due.  Poiché,  se  À  B  C  sono  i  tre  punti,  tirando 
per  C  un'altra  retta  e  prendendovi  due  punti  D  E,  le  rette  AD  BE 
individuano  un  punto  e  le  AE  BD  un  altro  punto,  e  la  retta  per 
questi  due  punti  seca  la  ABC  nel  coniugato  armonico  di  C  rispetto 
a  A  e  B. 

Quadrangolo  completo  è  la  figura  determinata  da  quattro  punti 
0  vertici,  uniti  per  due  da  sei  rette  o  lati,  a  due  a  due  opposti 
(cioè  non  passanti  per  uno  stesso  vertice).  I  tre  punti  comuni  a  due 
lati  opposti  si  dicono  punti  diagonali. 

I  quattro  lati  e  due  diagonali  di  uno  stesso  quadrilatero  completo 
sono  i  sei  lati  di  un  quadrangolo  completo;  sicché  le  proprietà  di 
queste  due  figure  sono  in  sostanza  le  stesse. 

4**  Se  i  lati  di  un  triangolo  incontrano  rispettivamente  i  lati 
di  un  altro  triangolo  in  tre  punti  di  una  retta,  le  tre  rette  che 
uniscono  i  vertici  delVun  triangolo  rispettivamente  ai  vertici  del- 
Valtro  passano  per  un  punto,  E  viceversa  (Desargues). 

Siano  infatti  Z=:0,  ilf=0,  N^=0  i  lati  del  !•  triangolo,  e 
\L  +  jLiM  +  vN  =  0  la  retta  su  cui  essi  incontrano  i  lati  del  2"  trian- 
golo: saranno 

questi  lati  ;  e  le  tre  congiungenti  dei  vertici  corrispondenti  de*  due 
triangoli  saranno 

(jLi-M')A^— (V  — v')N=0, 
(v  — V)7V-(X—  V)L=  0, 
(X  — X')L  — (^  — jLi')^  =  0; 

le  quali  concorrono  nel  punto  per  cui 

{X  —  X')  /^  =  (M  —  m')  M=  (V  -  V)  N. 

II  teorema  inverso  si  dimostra  osservando  che,  se  L  =  0,  Af  =  0, 
N  =  0  sono  i  lati  del  1*  triangolo,  e  se  le  rette  che  uniscono  i  suoi 
vertici  a  quelli  del  2"  concorrono  e  quindi  hanno  equazioni  della 
forma 
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allora  i  lati  del  2*  triangolo  sono 

— /L-f  mAr  +  nAr=0,  ZL  —  mM -fw//=0,  /L  +  mAf— niV=0  ; 

e  però  secano  rispettivamente  i  lati  L  =  0,  Af  =  0,  A^=:  0  del  P  sulla 
retta 

lL  +  mM+nN=0. 

Due  triangoli,  i  cui  vertici  siano  a  due  a  due  sopra  tre  rette  per 
un  punto,  e  i  cui  lati  corrispondenti  si  sechino  in  tre  punti  di  una 
retta,  si  dicono  omologici.  Quel  punto  e  quella  retta  si  dicono 
centro  e  asse  di  omologia  (Poncelet). 


Equazione  normale  di  una  retta. 


§  42.  Data  una  retta  r,  sia  n  la  retta  normale  are  condotta 
per  Torigine  0.  Scelta  per  direzione  positiva  sulla  n  quella  dell'o- 
rigine  verso  la  retta  r,  siano  a  p  gli  angoli 
xn  ny  di  questa  direzione  con  le  direzioni 
positive  degli  assi,  e  p  la  distanza  ON  fra 
l'origine  0  e  la  retta  r.  Siano  finalmente  p 
e  9  le  lunghezze  dei  segmenti  OA  OB  che 
la  retta  r  taglia  sugli  assi.  Projettando 
questi  segmenti  su  n,  avremo 

p=pco8a,    p  =  g'C08p, 


ovvero 


P 


cosa 


1  cosp , 


e  sostituendo  nella  equazione  della  retta  r,  che  è 


X 


y  _ 


essa  diviene 
[1] 


-  +  ^  =  1, 


a?cosa  +  2/ cosp  —  p  =  0. 


Questa  dicesi  forma  normale  deirequazione  della  retta  (Hesse). 
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Essa  dipende  da  due  parametri  :  uno  è  p,  e  Taltro  è  a  o  p  (es- 
sendo a  +  P  =  wi). 

Per  ridurre  l'equazione  generale 

ao?  +  &!/  4-  e  =  0 

a  forma  normale,  si  osservi  che,  dovendo  questa  equazione  e  la  [1] 
rappresentare  una  stessa  retta,  i  loro  coefficienti  saranno  propor- 
zionali, ossia  sarà 

cosa cosp  — p 

e  queste  due  equazioni,  con  la  a  +  p  =  ui,  serviranno  a  determinare 
le  tre  incognite  p  a  p. 
Dalle  dette  due  equazioni  ricaviamo 

cosa  =  —  -^  p,      cosp  =  —  —  p  ; 

e  sostituendo  nella  a  +  p  =  ui,  o  meglio  nella 

cos*a  +  cos*p  —  2cosacospcosui  =  sen*iu, 

troviamo  (a*  +  &*  —  2a&cosiu)  p*  =  c*sen*iu, 

onde 

csenui 


[2]  p  = 


±  yà^  H-  6*  —  2a6cosui  ' 


dove  ±  è  il  segno  di  e,  poiché  p  e  senui  sono  positivi. 
Avuto  p,  risulta 

r^T  asenui  ^  òsenuj 

13 1     cosa  =  — ,  ,    cosp  =  — -  /  .     ,.     ^  ,   — . 

*-  ■■  =F  y  a»  +  6«  —  2a6  C08UJ  -H  Vo'  +  ò»  — 2aòccsuj 

Le  formole  [2]  e  [3]  risolvono  la  questione.  Sostituendo  nella  [1], 
possiamo  dire  più  concisamente:  che  il  primo  membro  dell'equa- 
zione  di  una  retta  ax  -{-by  -\-c  =  0  sotto  forma  normale  è 

P  ."l  (ax  +  6y  +  c)senuj 


-f-  >^a*  +6*  —  2a&cosuj  * 

Per  assi  ortogonali  le  formole  si  semplificano,  e  si  ha 

P  =  .    /  .     „ ,    cosa  =  _  .       ,^ ,    cosp  =  sena  =  _^  ,  .  ,  ^. . 
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É  bene  osservare  che 

a*  +  ^'  —  2a&cosui  =  — 


0       a        ì) 
a       1    cosui 

ì)     COSU)        1 


Distanze,  angoli,  triangoli. 

§  43.  Siano  date  le  coordinate  a?  t/  di  un  punto  P,  e  sia  data  la 
equazione  normale  di  una  retta  r  (vale  a  dire,  siano  date  le  tre  quan- 
tità p  a  e  p  del  §  prec).  Cerchiamo  la  formola  che  esprime  la  di- 
stanza Pr  fra  il  punto  e  la  retta. 

Prendiamo  OQ  =  a?,  (JP  =  t/;  e  tirato  il  segmento  PM  normale  a 
r,  sicché  PM  =  Pr,  eguagliamo  le  projezioni  normali  delle  due  spez- 
zate OQP,  ONMP  sulla  retta  n;  avremo 

a?cosa  -|-  t/cosp  =  p  +  0  -f-  MP  =  p  —  Pr, 
onde  — Pr  =  a?  cosa  +  i/cosp  —  p  (•). 

Se  Tequazione  della  retta  è  data  nella  forma  generale,  basta  ri- 
durla a  forma  normale;  e  quindi  si  ottiene 

{ax  -h  fty  +  c)8enuj 
±  ^a^  -f  ft'  —  2àb  cosui  ' 

ove  ±  è  il  segno  di  e. 

Queste  espressioni  di  Pr  hanno  valori  positivi  o  negativi,  secon- 
dochè  il  punto  P  e  Torigine  si  trovano  dalla  stessa  banda  della  r  o 
da  bande  opposte  ;  perocché  sulla  retta  n  si  era  fissato  come  verso 
positivo  quello  che  va  dairorigine  verso  r.  Si  vede  che  la  distanza 
di  un  punto  P  da  una  retta  r  è  il  primo  membro,  cambiato  di  seguo, 
deirequazione  normale  di  r,  nel  quale  si  sostituiscano  le  coordinate 
di  P. 


(*)  La  condizione  perchè  il  punto  P  stia  sulla  retta  r  è  Pr  ==  0,  cioè  oleosa  + 
y  ooep  —  p  =  0.  Si  ottiene  così  un'altra  dimostrazione  deirequazione  normale  della 
ietta.  Questa  dimostrazione  (a  differenza  della  prima)  vale  anche  nel  caso  che  la 
ietta  passi  per  Torigine. 
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Per  assi  ortogonali  sarà 

p^_.qa;  +  fty  +  c 

§  44.  L'angolo  di  due  rette  r  r'  si  determina  facilmente,  quando 
sono  date  le  equazioni  delle  due  rette  sotto  forma  normale 

ascosa  +  i/cosp  —  p  =  0,    a?cosa'  +  ycosp'  —  p'  =  0. 

Scegliendo  infatti  le  direzioni  positive  sulle  p  r'  in  modo  che,  ti- 
rando le  normali  n  n'  per  l'origine,  riesca  rn  =  r'n'  =  -^  ;  abbiamo 
rr'  =  nn',  e  quindi  rr'  =  a'  —  a  =  p  —  p',  ed  anche  (§  30) 

cosrr'  =         [cosa  cosa'  -\-  cosp  cosp'  —  (cosa  cosp'  +  cosa'co8P)cosui] 

senrr'  =  —  (cosacosB'  —  cosa'cosP). 

Se  le  equazioni  delle  due  rette  son  date  nella  forma  generale, 
basta  sostituire  in  queste  formole  le  espressioni  di  cosa,  cosp  tro- 
vate al  §  42,  e  le  analoghe  di  cosa',  cosp'  ;  si  otterrà  così  per  l'an- 
golo delle  due  rette 

T(aoc  +  by  +  c=zO),    p'(a'a?  +  Vy  +  e'  =  0)  : 

,                      aa'  -^bl/  —  (ab'  -f-  a^b)cosw 
COSrr'= ^  ^ 


±  >^(a«  +  6*  —  2a&co8ui)  (a'«  +  ò'»  —  2a!b'cosw) 

,                                (ab'  —  d'òìsenu) 
senrp^  ^^ ^  *  » 

±  /(a^  +  ft*  —  2aòcosuj)  (a'*  +  y*  —  2a'ft'coBw)' 

e  quindi  anche 

.        , (aft*  —  a*b)  senu) 

^^  ■""  aa'  +  bb'  —  [ab'  +  a'ò)  costj   ' 

La  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  siano  parallele  è  senrr'  =  0, 
ossia 

aV  —  a'&  =  0  ; 

che  non  differisce  dalla  già  trovata  (§37). 

E  la  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  siano  ortogonali  è  cosrr'  =  0, 
ossia 

aa'  +  W  —  (aìf  +  a'&)cosui  =  0. 


•  j 
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Quindi  Tequazione  della  retta  che  passa  pel  punto  dato  (afy')  ed 
è  perpendicolare  alla  retta  T(aaj  -\-  by  +  e  =  0)^  è 


aa^  +  bb'  —  {ab'  +  a'b)  cobuj  = 


0       a       b 
a'      1     cosui 
&'    cosui     1 


§  45.  L'area  del  trilatero  o  triangolo,  formato  da  tre  rette  r  r'  r" 
di  date  equazioni,  si  può  calcolare  come  segue.  Siano 

ax  +  by  +  c  =  0,    a!x  +  b'y  -f  e'  =  0,    a!'x  -f-  b''y  +  e"  =  0 

le  equazioni  date  ;   e  nel  determinante  [a&V]  chiamiamo  A  , , ,  ì 


s 


.  ,1 


/ 


x  —  od     __    y  —  'if  -\ 

a  —  ftcosui        ì>  —  aoosu)  ' 

.' 

r 

Per  assi  ortogonali  si  ha 

ao!  +  hV  ,  aV  —  dh 

,        , ay  —  a'6 m'  —  m 

^S^**^  —  aa'  —  W  ~  1  +  mm' 

(dove  si  è  posto  m  =  —  a  :  &,  m'  =  —  a'  :  &').  La  condizione  di  orto- 
gonalità diventa 

ad  +  bìf  =  0,    ovvero  mm'  =  —  1. 
E  l'equazione  della  perpendicolare  a  r  da  ((xfy*)  è 

5.II —  =  ^"7^,  ovvero  y  —  y'  = (ar—-  a;'). 

In  tutte  queste  relazioni  non  appariscono  i  termini  noti  e  e  e' 
delle  equazioni  delle  due  rette,  ma  solo  i  coefficienti  dì  x  ey^  cioè 
ab  d  V  0  meglio  i  rapporti  a  :  &,  a'  :  V.  Ciò  accade,  perchè  l'an- 
golo di  due  rette  non  muta  quando  alle  rette  si  sostituiscano  due 
loro  parallele,  vale  a  dire  quando  si  alterino  ad  arbitrio  e  e  e',  con- 
servando costanti  i  rapporti  a  :  &,  a'  :  V. 

È  bene  osservare  che 


X 
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suddeterminanti  complementari  di  a  . . .  Allora,  calcolando  le  coor- 
dinate dei  punti  rV  r"r  rr',  vertici  del  triangolo,  giusta  il  §  37 
abbiamo 

e  sostituendo  queste  coordinate  nella  formola  cbe  esprime  Tarea  del 
triangolo  di  dati  vertici  (§  31),  otteniamo 


isenui 


A 

B 

I 

C 

C 

A 

B 

C 

A' 

B' 

C 

I 

senuj 
2CC'C" 

A' 

ff 

a 

/(" 

5" 

1 

^" 

B" 

C" 

C" 

C" 

Ora  l'ultimo  determinante  equivale,  com'è  noto,  al  quadrato  di  [a^c"]  ; 
dunque  la  formola  richiesta  è 


Esercizio  1.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  fìssi.  È  una  retta. 

Es.  2.  Equazione  del  circolo,  come  luogo  dei  punti  le  cui  distanze  da  un  punto 
fisso  sono  eguali  a  un  segmento  dato.  H  circolo  è  un  luogo  di  2**  grado.  In  coordi- 
nate polari  l'equazione  è  p  =  costante,  se  il  polo  cade  nel  centro. 

Es.  8.  Luogo  dei  punti,  i  quadrati  delle  cui  distanze  da  due  punti  fissi,  moltipli- 
cati per  numeri  assegnati,  danno  una  somma  costante.  È  un  circolo,  che  si  riduce  a 
una  retta  se  la  somma  di  quei  numeri  è  nulla. 

Es.  4.  Luogo  dei  punti^  le  cui  distanze  da  due  punti  fissi  danno  una  somma  co- 
stante. È  una  curva  chiusa  ovale  di  2®  grado  {ellisse).  Se  la  rotta  dei  due  punti  dati  si 
prende  come  asse  delle  a;  e  la  sua  perpendicolare  nel  mezzo  del  segmento  fra  i  punti 
dati  come  asse  delle  j/,  e  se  si  chiama  2c  la  lunghezza  di  questo  segmento  e  2a  la  somma 

data,  Tequazione  del  luogo  è    -^  +    ^^  ^  =  1. 

Es.  5.  Luogo  dei  punti,  per  cui  è  costante  la  differenza  delle  distanze  da  due 
punti  fissi.  Ritenute  le  convenzioni  delFEs.  4^  ma  chiamando  ora  2a  la  differenza 
data,  Tequazione  del  luogo  è  la  stessa  che  nelPEs.  4;  Mentre  ivi  era  a  >  e,  ora  sarà  c^a^ 
per  una  nota  proprietà  del  triangolo;   onde  si  preferisce  scrivere  Tequazione  così: 


sb 


y»    _ 


-y —  fc^   ^  =  1.  Quest*equazione  rappresenta  ora  una  curva  di  2®  grado  composta 
di  due  rami  aperti  (iperbole). 
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£s.  6.  Laogo  dei  punti,  per  cai  è  costante  il  prodotto  delle  distanze  da  due  punti 
fissi.  Ritenate  ancora  le  convenzioni  dell'Es.  4  e  detto  w}  il  prodotto  dato,  il  luogo 
è  una  curva  di  4"  grado,  avente  per  equa- 
sione  («•  +  y*  —  e*)'  —  4c'a;'  =  w*. 

Se  m  <  e,  esso  si  compone  di  due  parti 
chiuse  distinte  (ornli  di  Cassini).  Se 
m-=:c,  quelle  due  parti  vengono  a  con- 
gìungersi  in  un  punto,  che  forma  un 
nodo  per  il  luogo  (lemniscata  di  Giacomo 
BemouUi),  Se  m  >  e,  quelle  due  parti  si 
confondono  in  una  sola,  cioè  il  luogo  si 
compone  di  un'ovale  unica.  (Nella  figura 
sono  segnati  i  casi  diversi  corrisponden- 
temente agli  stessi  due  punti  fissi  e  quindi  allo  stesso  e,  ma  a  valori  diversi  di  m). 

Es.  7.  Luogo  dei  punti,  per  cui  è  costante  il  rapporto  delle  distanze  da  due  punti 
fissi.  È  un  circolo. 

Es.  8.  Luogo  dei  punti  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta  fissa  ser- 
hano  un  rapporto  costante.  È  un'ellisse  o  un'iperbole,  secondochè  quel  rapporto  è 
minore  o  maggiore  di  1. 

Es.  9.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  un  punto  fisso  e  da  una  retta  fissa.  È  una 
curva  di  2°  grado  composta  di  un  ramo  aperto  (parabola), 

Es.  10.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  fisse  sono  uguali  o  in  un 
dato  rapporto.  È  una  retta  ;  e  quando  si  prescinda  dal  segno,  è  una  coppia  di  rette 
in  armonia  con  le  due  rette  date. 

È  anche  una  retta  il  luogo  de*  punti,  le  cui  distanze  da  rette  fisse,  moltiplicate 
per  numeri  assegnati,  danno  una  somma  costante. 

Es.  11.  Costruire  per  punti  la  curva  di  equazione  polare  p  =3  aq>  (spirale  di  Ar- 
chimede). 

Es.  12.  Lo  stesso  per  p  1=  a  e"*^,  dove  «  è  la  base  dei  logaritmi  di  Nepero  (spi- 
rale logaritmica). 

Es.  13.  Lo  stesso  per  pq>  =  a  (spirale  iperbolica), 

Es.  14.  Calcolare  la  distanza  fra  due  rette  parallele  di  date  equazioni. 

Es.  15.  L'angolo  di  due  rette  si  può  trovare  mediante  la  formola 

^  l  +  tgxr'tgxr* 

Boetituendovi  le  espressioni  (§  36)  di  tgxr,  tgxr*. 
Ea.  16.  L'equazione  della  retta  pei  due  punti  rr'  r^r^  è 


ovvero 


KVi]  («^  +  fry  +  e)  —  [«Vi]  («'«  +  6'y  +  e')  =  0 

[aj>&]  (<v:  +  %  +  ^0)  —  [»o^c']  (aix  +  b^y  +  e J  =  0. 


Es.  17.  L'area  di  un^'triangolo,  date  le  coordinate  dei  vertici,  si  può  ottenere  anche 
calcolando  un  lato  e  la  sua  distanza  dal  vertice  opposto. 


—  94  — 

Es.  18.  Formare  le  equazioni  delle  mediane  di  un  triangolo  di  dati  vertici,  e  de- 
durne che  queste  concorrono  in  un  punto. 

Es.  19.  Lo  stesso  per  le  perpendicolari  ai  lati  nei  punti  medi. 

Es.  20.  Formare  le  equazioni  delle  bisettrici  degli  angoli  intemi  ed  estemi  di  un 
triangolo,  date  le  coordinate  dei  Tertid  o  le  equazioni  dei  lati.  Dedume  che  tre  bi- 
settrici, scelte  a  dovere,  concorrono  in  un  punto. 

Es.  21.  Formare  le  equazioni  delle  altezze  di  un  triangolo,  date  le  coordinate  dei 
vertici  0  le  equazioni  dei  lati.   Dedume  che  le  tre  altezze  concorrono  in  un  punto. 

Es.  22.  La  retta  dei  due  punti  V\oif  y%  V"(p(f^  y"')  è  secata  dalla  retta  ax  + 
fty  +  e  =  0  0  in  un  punto  Q,  tale  che 

Es.  28.  Dedume  il  teorema  di  Menelao  e  Tinverso,  come  pure  il  teorema  di  Ceva 
e  rinverso,  date  le  coordinate  dei  vertici  del  triangolo. 

Es.  24.  Determinare  le  coordinate  del  piede  della  perpendicolare  dall'origine  o  da 
un  punto  dato  a  una  retta  data. 

Es.  25.  L'equazione  polare  della  retta  è  pcos(q)  —  q)o)  =  Po»  ove  (po  <Pq)  è  il  piede 
della  normale  dal  polo  alla  retta. 

Es.  26.  Equazione  polare  della  retta  per  due  punti  (p'  qp'),  (p'^  <p"). 

Es.  27.  Per  ogni  punto  P  della  retta  \{ax  +  ^  +  e)  +  |Li(a'a;  +  6'y  +  e')  =  0  del 
fascio  determinato  dalle  due  T(ax  +  6y  +  e  =  0),  r'{a'x  +  ft'y  -f  e  =  0),  si  ha 


^  _      Pr^l/g^'  +  y^  — 1 
^  ""      Pr  ^^   a«  +  6*  —  i 


—  2a'y  cosw 
2abcoB{i) 


Es.  28.  Tra  le  rette  di  questo  fascio,  quella  perpendicolare  alla  retta  <IqX  -f  Òq^ 
4-Co=:0  ha  per  equazione 

ax'\-by  -^c a^x  +  6'y  +  e' 


«0»  +  ^0^  — (^^  +  «^o)  cosw      Oqù'  +  bob'  —  (ooft'  +  o'&o)  costj  * 

Es.  29.  Tra  le  rette  del  fascio  determinare  quelle  che  fanno  un  angolo  dato  con 
una  retta  data. 

Es.  30.  Il  doppio  rapporto  di  quattro  rette  del  fascio,  corrispondenti  ai  quattro 
valori  Xo  :  Mo,  ^i  :  Mi»  ^  ^  Mi,  ^a  •  Ma  di  X  :  m,  è 


/  Xq         X,         Xj       _^  \  __  [\)M8][XiMJ 
\  Mo'      Mi'      M2'      Ms  /        [XoMsji^iMJ* 


Es.  31.  Indicando  con  JP  =  0,  §  =  0, . . .  le  equazioni  delle  varie  rette  del  piano, 
le  coppie  di  rette  corrispondenti  di  due  fasci  projettivi  si  possono  rappresentare  colle 
equazioni 

XP+m©  =  0,XP'  +  mC'  =  0; 
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dove  la  coppia  varia  col  variare  di  X  :  ili,  e  dove  {P  z=  0,  P'  =^0)  e  (§  =  0,  Q'  =.0) 
sono  dao  coppie  di  rette  corrispondenti  qualunque. 

£s.  32.  Il  luogo  dei  punti  d'intersezione  delle  rette  corrispondenti  di  due  fasci 
omografici  è  una  curva  di  2*  grado.  Rappresentando  i  due  fasci  come  nell'Es.  prec., 
Fequazione  del  luogo  si  ottiene  eliminando  X  :  \i  tra  le  due  equazioni  XP  +  imQ  =  0, 
^^  +  mC  =  0  *  ®8sa  è  dunque  PQ^  —  P'Q  =zOt  equazione  di  2®  grado  nelle  x  y. 
Quest'equazione  mostra  come  il  luogo  cercato  passi  pei  centri  dei  due  fasci. 

Essa  può  anche  scriversi 

(XiP  +  V^iQ)  (XgP'  +  Mi©')  -  (Xi^  +  MiC')  (X«P  +  ^i«)  =  0, 
qualunque  siano  le  quantità  date  Xi  :  ^i,  X2  :  |Li2,  purché  differenti.  Dedurne  che  quel 
luogo  di  2®  grado  si  può  generare  in  intuiti  modi  come  luogo  dei  punti  d'interse- 
zione delle  rette  corrispondenti  di  due  fasci  omografici  ;  cioè  che  le  rette,  che  con- 
giungono due  punti  fissi  di  un  tal  luogo  ai  singoli  suoi  punti,  formano  due  fasci 
omografici. 
Es.  38.  Se  si  prendono  per  nuovi  assi  cartesiani  due  rette  di  equazioni 

oa:  +  fty  -f  e  =  0,    a'a:  +  %  +  C  =  0, 

dette  X  F  le  nuove  coordinate  del  punto  (x  y),  si  ha 

ax-\'hy  -{•€  =  ^•^,    a'x  +  b'y  -\- (f  .-=  A/X, 

dove  k  e  1d  non  dipendono  dal  punto  considerato. 

Piani  punteggiati  omografici, 

%  46.  Siano  x  y  coordinate  cartesiane  di  un  punto  P  in  un  piano 
T\^Q  af  y^  coordinate  cartesiane  di  un  punto  P'  in  un  altro  piano  TI'. 
Poniamo  frs  xy  e  a/  y'  le  seguenti  equazioni  : 

m,  _    ax-^by-^c  ,  __  a'x  -f-  fc'y  -f-  c^ 

^  ■"  'a"x  +  b"y  -f  e"  '     ^  "~  aJ'x  +  ò"y  4-  e"  ' 

ove  a  & . . .  sono  dati  numeri  reali, 

A  ogni  coppia  di  valori  di  a?  e  y  corrisponde  mercè  le  [1]  una 
coppia  di  valori  di  x'  y\  ossia  ad  ogni  punto  P  un  punto  P'. 

Indicando  con  A  . .  .  i  suddeterminanti  complementari  di  a . . . 
nel  determinante  A  =  [aftV],  e  supponendo  questo  diverso  da 
zero;  dalle  [1]  si  trae 

Axf  +  A'y*  +  ^"  = 

_  (aA  -h  c^A'  +  a" A")  a;  -f  (6^  -h  h'A'  4-  h"A")  y  -f  (c^  -h  dA'  4-  (f'A")  __ 
■"  a"x  4-  b"y  +  e''  "" 

Ax 

""  a!'x  4-  b"y  4-  e"  ' 
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e  dividendo 

le  quali  equazioni,  inverse  delle  [1],  provano  che  ad  ogni  punto  P^ 
corrisponde  un  punto  P. 

La  corrispondenza  fra'  punti  dei  due  piani  è  dunque  univoca. 

A  punti  di  una  retta  corrispondono  punti  di  una  retta  ;  giacché^ 
se  a?  y  verificano  un'equazione  di  P  grado 

a^  +  Pt/  +  T  =  0, 

0?'  e  j/'  verificano,  in  virtù  delle  [2],  l'equazione  di  P  grado 

(aA  +  p5  +  TC)  x'  +  (a^'  +  pj?'  +  tC)  y'  +  (a^"  +  pB"  +  tC")  =  0, 

che  può  scriversi 

[a  6'  e"]  a?'  +  [a  p  e"]  j/'  +  [a  &'  t]  =  0. 

Quindi  al  punto  comune  a  due  rette  in  IT  corrisponde  il  punto 
comune  alle  due  rette  corrispondenti  a  quelle  in  TT'.  E  alle  rette  di 
un  fascio  in  IT  corrispondono  univocamente  le  rette  di  un  fascio 
in  n'. 

In  particolare  :  alle  rette  ax  -\-ì)y  -{-e  -=0^  ù!x  +  6'y  -f-  t/  =  0» 
cTx  -j-  &"l/  +  e"  =  0  corrispondono  gli  assi  af  =  0^  |/  =  0  e  la  retta 
all'infinito  in  T7'.  Ecc. 

Il  doppio  rapporto  di  quattro^  rette  di  un  fascio  in  IT  è  eguale  al 
doppio  rapporto  delle  quattro  rette  corrispondenti  in  JV.  Infatti  :  se 

or  +  . .  .  =  0,    a'a?  +...:=  0, 
X(aa?  +  ...)  +  M(a'^  +  . . .)  =  0 ,    V(aa?  +...)+  ^V^4■ . . .)  =0 

sono  le  equazioni  di  quattro  rette  di  un  fascio  in  IT,  le  equazioni 
delle  quattro  corrispondenti  sono 

[ab'c"]x'  4-  . .  .  =  0,  [a'b'(f']x'  +  . . .  =  0, 
\l(ab'(f')x'  +  ...]  +  |i[(a'&V  V  + .  •  •]  =0, 
V[(a!y&')x'  +  ...]  +  |i'[(a'^'6-")a/  +  . . .  =  0  ; 


ora  il  doppio  rapporto  delle  prime  quattro  è  (§39)  —  :  ^.^  quello 
delle  corrìspoD  denti  è  lo  stesso. 

Ne  segue  ohe;  il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  di  una  punteg- 
giata in  n  è  eguale  al  doppio  rapporto  dei  quattro  punti  corrispon- 
denti in  n'. 

Ai  punti  di  una  linea  curva  in  TT  corrispondono  punti  di  un'altra 
curva  in  TV,  e  vìceveraa.  Se  l'una  è  di  grado  n,  l'altra  è  pure  dì 
grado  n. 

Poiché  nelle  [1]  entrano  nove  coefficienti  arbitrari,  o  meglio  i  rap- 
porti di  otto  fra  essi  al  rimanente  ;  è  cbiaro  che  la  corrispondenza 
è  determinata,  se  a  quattro  punti  dati   nell'un  piano  si  vuole  ohe 

irrispondano  quattro  punti  dati  nell'altro  piano.  Bisogna  però  ohe 
tre  qualunque  dei  quattro  punti  dati  in  ciascun  piano  non  siano  in 
una  retta,  cioè  che  quei  quattro  punti  siano  i  vertici  di  un  qua- 
drangolo propriamente  detto. 

%  47.  Suppongasi  che  ai  punti  Ji  un  piano  TT  corrispondano  uni- 
vocamente i  punti  di  un  piano  TT*;  che  a  quattro  punti  dati  A  B  C  D, 
vertici  di  un  quadrangolo  in  TT,  corrispondano  quattro  punti  dati 
À.'  K  C  D',  vertici  di  un  quadrangolo  in  TT;  che  a  punti  in  linea 
retta  in  TT  corrispondano  punti  in  linea  retta  in  TT",  e  che  due  qua- 
terne di  punti  corrispondenti  abbiano  eguali  i  doppi  rapporti  ;  vale 
a  dire  che  ad  ogni  punteggiata  di  TT  corrisponda  una  punteggiata 
omogratica  ìu  n'.  Allora  ai  lati  AB  e  CD,  AC  e  DB,  AD  e  BC  del 
quadrangolo  ABOD  corrispondono  i  lati  A'B'  e  CV,  A'C  e  D'B',  A'H' 
e  VlG  del  quadrangolo  A'B'C'D'  ;  ai  punti  diagonali  AB.CD,  AC, DB, 
AD.BC,  che  diremo  B  F  fi,  corrispondono  i  punti  diagonali  omologhi 
E'  F*  6';  ad  ogni  punto  dato  su  un  lato  di  4BCD  corrisponde  un 
punto  individuato  sul  corrispondente  lato  di  A'B'C'D';  ad  ogni  retta 
in  TT  corrisponde  in  TT  una  retta,  che  potremo  costruire  mediante 
i  punti  in  cui  incontra  due  lati  di  A'B'C'D"  ;  per  ogni  punto  di  TT, 
considerandolo  come  centro  di  un  fascio,  possiamo  costruire  il  punto 
corrispondente  ;  ad  ogni  fascio  di  rette  in  TT  corrisponderà  un  fascio 
di  rette  omografico  in  tT;  ecc. 

Chiamiamo  omografici  o  collineari  due  piani  punteggiati,  i  cui 
elementi  si  corrispondano  nel  modo  anzidetto.  Vedremo  poi  che  sono 
projettivi. 

È  chiaro  che  l'omografìa  tra  due  piani  puA  sempre  tradursi  in 
equazioni  del  tipo  delle  [1];  basta  infatti  determinarci  coefficienti 

t  D'Onmo  —  l»i>rm«  geomtlrielu  (oniaBUnltll.  7 
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di  queste  in  guisa  che  a  A  B  C  D  corrispondano  A'  B^  &  IV,  perchè 
siano  soddisfatte  tutte  le  altre  condizioni. 

Scelte  come  assi  coordinati  rette  corrispondenti,  le  equazioni  si 
riducono  alla  forma 


mx 


ny 


»c  +  ^  +  c'  ax-^-hy  -^c' 

Le  rette  all'infinito  dei  due  piani  si  corrispondono  se  nelle  [IJ 
a"  =  0  e  6"  =  0.  Allora  su  due  rette  corrispondenti  qualunque  si 
hanno  punteggiate  omografiche  coi  punti  all'infinito  corrispondenti, 
cioè  punteggiate  simili,  E  la  corrispondenza  fra'  due  piani  dicesi 
affinità.  Le  equazioni  dell'affinità  si  riducono  a  una  sostituzione 
lineare 

a/  =  aa?  +  &y  +  c,    j/  =  a'oc  +  ^'y  +  ^ ; 

e  l'affinità  è  determinata,  quando  a  tre  dati  punti  dell'un  piano  si 
assegnano  come  corrispondenti  tre  dati  punti  dell'altro,  con  la  con- 
dizione che  i  punti  di  ciascuna  terna  non  siano  in  una  retta. 

Scegliendo  come  assi  coordinati  rette  corrispondenti,  la  sostitu- 
zione diviene 

af  =  ma?,    y  =  ny. 

Se  Po  Pi  Pj  sono  tre  punti  dell'un  piano  e  F^,  F^  F,  i  corrispon- 
denti, abbiamo  (dicendo  ui  ui'  gli  angoli  dei  due  sistemi  di  assi) 


p;p/p;=Jsenui' 


=  i  senuj' 


=  — ^mn.PoP.P,: 

senui  Oli» 


CO, 


X, 


Vo 
Vi 


1 
1 
1 


mn 


sicché  nell'affinità  è  costante  il  rapporto  fra  le  aree  di  due  trian- 
goli corrispondenti. 

Se  inoltre  m=^n^  si  ha  af  :  a:  =  |/'  :  y  =  m,  e  le  due  figure  (ove 
sia  anche  uj  =  uu')  sono  simili^  col  rapporto  di  similitudine  m  per 
le  distanze  e  m*  per  le  aree. 

Se  m  =  n  =  1,  le  figure  sono  eguali. 

Se  nell'omografia  determinata  dalle  [1]  fosse  nullo  il  determinante 
A  =  fa^/c"],  allora  le  tre  rette 

ao? -f  &i/  +  e  =  0,    a'x  +ìfy  +  e'  =  0,    a"x  +  b"y  +  e"  =  0 
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del  piano  TT  avrebbero  comune  un  punto  singolare^  corrispondente 
a  tutti  i  punti  di  TT;  poiché  le  equazioni  [1],  facendone  sparire  i 
denominatori,  rappresentano  per  ogni  punto  dato  (af  y')  due  rette 
di  TT  ohe  si  taglierebbero  precisamente  in  quel  punto  singolare.  Però, 
siocome  in  tal  caso  si  possono  determinare  due  numeri  X  jui  tali  che 
X(aj?4-  •  •  •)  +|i(«'^  +  •  •  •)  s'identifichi  con  a"x  +  •  •  •;  così  quelle 
due  rette,  la  cui  intersezione  determina  il  punto  corrispondente  a 
{af  ^}^  coincideranno  se 

Xo/  +  w'  =  1, 

vale  a  dire  se  il  punto  (a/  y')  si  prende  sulla  retta  del  piano  TT  rap- 
presentata da  questa  equazione.  Ad  ogni  punto  di  questa  retta  siti' 
polare  corrisponde  dunque  non  solo  il  punto  singolare  di  TT,  ma 
tutti  i  punti  di  una  retta  passante  per  questo;  retta  che  varia  col 
variare  del  punto  (af  \/)  sulla  retta  singolare,  e  che  descrive  in  tal 
modo  un  fascio  omografico  a  questa  punteggiata.  Si  vede  poi  fa- 
cilmente che  ad  una  retta  qualunque  di  TT  corrisponde  sempre  la 
retta  singolare  in  TT'  ;  ma  se  quella  passa  pel  punto  singolare,  al- 
lora le  corrispondono  nel  piano  TT  infinite  rette  formanti  fascio  colla 
retta  singolare. 

%  48.  I  due  piani  omografici  TT  e  TT  possono  essere  distinti  od 
anche  sovrapposti.  In  quest'ultimo  caso  si  possono  cercare  i  punti 
che  neiromografia  corrispondono  a  sé  stessi,  cioè  i  punti  uniti 
{dappiè  tautologi).  Riferiti  i  due  piani  sovrapposti  agli  stessi  assi 
Kjartesiani,  dovremo  porre  nelle  [1]  af  =  x,  y'  =  y.  Se  introduciamo 
un'incognita  ausiliaria  t  ponendo 

a"a?  +  V'y  +  e''  =  t, 

abbiamo  ax  -\- by  -{-  e  ^=  tx 

a'x  +  Vy  +  d  =  iy, 
ovvero 

i  {a -- t)x -{- ì)y  +c  =0 

[3]  )  a!x  -^  {ìf  —  t)y -\- (f  =0 

'  a^'x        +  b"y  +  ((/'  —  0  =0. 

Queste  tre  equazioni  lineari  ìu  x  y  coesistono  se 


[4J 


a  —  t    ì)  e 

a"  b"  e"  ~  t 


=  0, 
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ovvero 

<»  —  (a  +  y  +  e")  <•  +  (4  +  JS'  +  C")  ^  -  A  =  0. 

Questa  equazione  di  3"*  grado  fornisce  tre  valori  di  t^  per  cia- 
scuno dei  quali  le  equazioni  [3]  in  ^  e  y  si  accordano  a  determi- 
nare una  coppia  di  valori  di  a?  e  y,  e  quindi  un  punto. 

Esistono  dunque  in  generale  tre  punti  uniti.  Essi  possono  es- 
sere: reali  e  distinti;  reali,  di  cui  due  coincidenti  (se quell'equazione 
di  3°  grado  ha  una  radice  doppia)  ;  reali  e  tutti  tre  coincidenti  (se 
essa  ha  radice  tripla);  uno  reale  e  due  immaginari  (ma  con  le  coor- 
dinate omonime  complesse-coniugate). 

Nel  P  caso  i  tre  punti  uniti  sono  vertici  di  un  triangolo,  1  cui 
tre  lati  sono  le  rette  unite  dell'omografia;  neirultimo  caso  due  di 
queste  rette  sono  immaginarie;  nel  2^  e  nel  3®  caso  due  rette  unite 
0  tutte  tre  coincidono. 

Esercizio  1.  Oltre  ai  casi  considerati  di  omografìe  di  piani  sovrapposti,  ve  ne 
sono  ancora  dne  notevoli.  Quando  il  determinante  che  compare  neireqnazione  [4]  ha 
tatti  i  suoi  suddeterminanti  nulli  per  un  certo  valore  di  t^  questo  valore  è  radice- 
doppia  0  tripla  deirequazione  [4];  ed  inoltre  è  tale  che,  sostituito  a  t  nelle  tre  equa- 
zioni [3],  le  rende  identiche  tra  loro;  sicché  una  qualunque  di  queste  equazioni  rap- 
presenterà allora  una  retta,  di  cui  tutti  i  punti  sono  punti  uniti.  Ne  segue  che  al- 
lora due  rette  corrispondenti  qualunque  s'incontrano  su  questa  retta  fìssa,  e  che  su 
esse  Tomografia  determina  due  punteggiate  prospettive;  sicché  le  cong^iungenti  i  punti 
corrispondenti  formano  un  fascio  di  rette  unite.  Quindi  due  punti  corrispondenti  qua- 
lunque del  piano  sono  in  linea  retta  col  centro  di  questo  fascio;  centro  che  sarà  un 
punto  unito  dell'omografìa  posto  fuori  della  retta  di  punti  uniti,  se  quel  certo  valore- 
di  ^  è  solo  radice  doppia  della  [4]  ;  e  che  è  posto  invece  su  quella  retta,  se  quel  va- 
lore è  radice  tripla.  Una  tale  omografìa  dicesi  omologia^  di  cui  sono  centro  ed  asse  il 
centro  del  fascio  di  rette  unite  e  la  retta  di  punti  uniti. 

Es.  2.  Se  À  B  C  sono  i  tre  punti  uniti  di  un'omografìa,  e  sulle  BC  CÀ  AB  si 
hanno  tre  coppie  qualunque  di  punti  corrispondenti;  il  prodotto  dei  tre  doppi  rap- 
porti (costanti)  di  queste  coppie  con  le  rispettive  coppie  BG  CA  AB  è  l'unità. 

Es.  3.  Due  punti  corrispondenti  qualunque^  e  i  tre  punti  d'intersezione  delia  loro 
congiungente  colle  tre  rette  unite,  hanno  doppi  rapporti,  ohe  non  variano  col  variare- 
<iella  coppia  di  punti  corrispondenti. 


CAPITOLO  V. 


Plano    i*lsato. 


Coordinate  di  rette  nel  piano. 


1  49.  Per  individuare  una  retta  in  un  piano  si  può  procedere  in 
vari  modi.  Ad  esempio,  si  considerino  nel  piano  due  rette  fisse  o 
assi  X  e  j  :  ogni  altra  retta  del  piano  seca  ciascuna  di  esse  in  un 
punto,  e,  noti  questi  due  punti,  è  individuata  la  retta.  Per  la  de- 
terminazione dei  punti  sugli  assi  occorrono  due  numeri,  uno  per 
asse,  i  quali  saranno  dunque  le  coordinate  della  retta.  Cosi  pos- 
siamo adoperare  le  ascisse  p  e  q  di  quei  punti,  scegliendo  come 
origine  il  punto  0  comune  ai  due  assi;  oppure  adoperare  altri  si- 
stemi di  coordinate. 

Risulta  intanto  che  il  piano  rigato  è  una  forma  di  2*  specie. 

Consideriamo  il  piano  anche  come  punteggiato,  e  scegliamo  le 
stesse  due  rette  x  e  j  come  assi  cartesiani.  Se  x  y  sono  le  coor- 
dinate di  un  punto  della  retta  r  che  vogliamo  individuare,  Tequa- 
zione  della  r  come  luogo  avrà  la  forma 

aoo  +  by  -\-c  =  0; 

e  per  scriverla  occorrerà  conoscere,  non  già  a  2^  e,  ma  i  rapporti 
di  due  di  essi  al  rimanente  ;  quindi  potremo  assumere  come  coor- 
dinate della  retta  due  cotali  rapporti.  E  potremo  anche  chiamare  i^ 
tre  numeri  ab  e  coordinate  omogenee  della  retta  r. 
Scegliamo  i  due  rapporti  a  :  e  e  b  :  Cj  e  poniamo 

a  h 

—  =  M,     —  z=^v  : 

e  'e  ' 


< 


\ 


ij 


I 


diremo  u  e  n  le  coordinate  Pliicheriane  della  retta  (dal  nome  del 
grande  geometra  PLticK.Btt  che  le  introdusse  nella  scienza).  Il  loro 

significato  geometrico  emerge  dalle  (§  351 


esse  sono  dunque  i  valori  opposti  e  inversi  dei  segmenti  che  la  retts 
taglia  sugli  assi. 

Il  rapporto  —  =  -r-  ^  —  )n  diviene  (§  36] 
«  seosr 

esso  non  dipende  che  dalla  direzione  della  retta  r,  e  per  rette  pa- 
rallele è  costante.  Perciò  aeb  si  possono  definire  coordinale  omo- 
genee di  una  direzione. 

Se  la  retta  r  non  passa  per  l'origine,  la  sua  equazione  puù  divi- 
dersi per  e,  e  diviene 


-  vy  ■ 


'  ]  : 


la  quale  contiene  le  u  v  allo  stesso  modo  che  le  wy- 

Date  X  ey,  l'equazione  è  soddisfatta  da  infinite  coppie  di  valori 
«  e  «,  e  precisamente  dalle  coordinate  di  tutte  le  rette  che  passano 
pel  punto  (a:  y)  ;  onde  sì  può  chiamare  l'equazione  del  punto,  consi- 
derato come  centro  di  un  fascio  di  rette. 

In  particolare:  per  ogni  retta  parallela  all'asse  delle  .7  (o  delle  m) 

è  u  =  0  ;  onde  u  :=  0  è  l'equazione  del  punto  all'infinito  su  quell'asse. 

E  v^O  è  l'equazione  del  punto  all'infinito  sull'altro  asse.  Per  la 

retta  all'infinito  è  (m  =  0,  «  =  0). 

L'equazione  —  ^  m  individua  il  punto  all'infinito  su  quelle  rette 


4 

)rìdi      1 


parallele  r  per  cui  - 


wDxr 

Per  ogni  retta  che  passi  per  l'origine  risultano  u  e  r  infiniti.  Ms 
senxr  . 


se  il  limite  del  rapporto  — 
la  retta. 


-  è  determinato,  esso  individua 
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Alcune  applicazioni. 


§  so.  L'intima  connessione  fra  i  sistemi  cartesiano  e  plùckeriano, 
per  le  coordinate  dei  punti  e  delle  .rette,  ci  dispensa  dal  trattare 
direttamente  le  principali  questioni  del  piano  rigato,  permettendoci 
di  ricondurle  a  quelle  del  piano  punteggiato.  Valgano  alcuni 
esempi  : 

Date  due  rette  r(u  v)^  t^(u'  v');  una  retta  s  del  fascio  da  esse  de- 
terminato ha  per  equazione  (§  39) 

X(tta?  +  ri/  rf  1)  +  ^{u'x  +  t?'y  +  1)  z=  0 
ovvero 

(Xu  +  pLu')x  +  (\v  +  ^t/)y  +  (X  +  li)  =  0, 

ed  ha  quindi  per  coordinate 


[    X  +  M   '      X  +  M  /• 


ove  ^  :  X  ha  il  significato  geometrico  indicato  al  §  39.  E  se  si  pone 
^  :  X  =  r,  le  dette  coordinate  della  s  divengono 


1+r'     1  +  r  j  • 


Le  coordinate  della  s'  armonica  di  s  rispetto  a  r  e  r'  sono  poi 


[  1-r  '    T=T/* 


La  condizione  perchè  tre  rette  r(u  t;),  r'(u'  v')^  r''(u"  v")  apparten- 
gano a  un  fascio  è  (§  38) 


u 

V 

1 

u' 

V' 

1 

u" 

V" 

1 

=  0, 
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ovvero 

u(v'  —  v")  +  t?(w"  —  u')  4-  (wV  —  u^'V)  =  0, 

Se  le  rette  r'(u'  t?'),  r"(u''  t/')  sono  fisse  e  r(u  v)  varia,  questa  equa- 
zione è  quella  del  punto  comune  a  quelle  due  rette  r  i/. 

Date  nel  piano  tre  rette  non  di  un  fascio  r(u  r),  t^(u'  t?'),  r"(u''  t?"), 
ogni  retta  del  piano  ha  coordinate  della  forma  (§  40) 


i      \  +  M  +  v     '       X  +  M  +  v     /' 


e  possono  assumersi  come  sue  coordinate  omogenee  i  numeri  X  jii  v. 
La  distanza  fra  un  punto  P(a?  v)  e  una. retta  r(u  v)  è  (§  43) 

(tta;  +  «y  +  l^aenui 
*  r  — .  • 

±  y  w*  +  <?'  —  2u»cosuj 

L'angolo  di  due  rette  è  dato  da  (§  44) 

tflfrr  zz  — .  .      , ,  J  . — TI «  ecc. 

L'area  del  trilatero  determinato  da  tre  rette  è  ($  45) 


isenuj 


tt       » 

1 

1 

«'      t/      1 

tt"     t/'     1 

tt* 

t/ 

tt"     »" 

tt 

tJ 

a'' 

t?" 

tt      » 

tt' 

t/ 

§51.  Quelle  rette,  le  cui  coordinate  pluckeriane  u  v  soddisfanno 
la  stessa  equazione  lineare 


o  ^•» »   — 

una  stessa  equazione  lineare 


au-\-bv  -{-€=:  0, 


passano  tutte  pel  punto  di  coordinate  cartesiane  f  ^  y  )  (8  *^)ì  ^^^^ 

a  dire  che  questo  punto  ha  per  equazione  au  +  &«  +  e  =  0  in  coor- 
dinate di  rette. 


—  105  — 

Le  coordinate  della  retta  pei  due  punti  di  equazioni 

«M  +  &t;  +  e  =  0,    a'u  +  Vv  +  cf  =  0 
sono 

Un  punto  qualunque  di  questa  retta  ha  per  equazione 

\(au  +  6t?  +  (?)  +  ^(a'u  +  b'v  +  e')  =  0. 
E  così  via.  . 

In  generale  :  se  esiste  una  serie  continua  di  rette,  le  cui  coor- 
dinate u  V  soddisfanno  una  data  equazione  f(u  v)  =  0  (la  quale  espri- 
merà una  condizione  geometrica  per  la  retta  di  coordinate  u  t?), 
rinsieme  di  queste  rette  si  dice  costituire  un  inviluppo. 

Date  due  equazioni  fra  u  e  t?;  se  esistono  coppie  di  valori  reali 
di  u  e  t9  soddisfacenti  queste  equazioni,  esse  determinano  altrettante 
rette,  formanti  un  gruppo  discreto  di  punti;  e  se  esistono  coppie  di 
valori  non  entrambi  reali,  diremo  che  esse  determinano  rette  /m- 
maginarie. 

Si  noti  che  le  due  rette  immaginarie  (u^  +  ^w„  t?^  +  it?,),  (u^  —  ^u„ 
r,  —  iv^)  han  comune  un  punto  reale,  la  cui  equazione  è 

u      V      1 

u^    t?i    I    =0. 

Wj    r,    0 


Sistemi  piani  omografici  e  correlativi. 


S  52.  Se  fra  le  rette  variabili  r(u  t?),  t^(u'  v')  di  due  piani  rigati 
TT  TV  poniamo  le  equazioni 

, au  +  bv  +  e  , o'm  +  yt?  4-  &    . 

"  ""  a"f*  +  b"v  +  e"  '      ^  ""  a"t4  +  6"»  +  e"  ' 

applicando  i  procedimenti  del  §  46  e  seg.  con  le  debite  mutazioni, 
troviamo  che:  se  il  determinante  [a&'c"]  non  è  nullo,  lacorrispon- 
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denza  fra  le  rette  r  r'  è  univoca;  a  rette  di  un  fascio  corrispondono 
rette  di  un  fascio;  ai  punti  di  ciascun  piano  corrispondono  univo- 
camente i  punti  dell'altro  piano,  e  precisamente  ai  punti  di  una 
retta  i  punti  della  retta  corrispondente  ;  quaterne  di  punti  o  rette 
corrispondenti  hanno  lo  stesso  doppio  rapporto.  Insomma  i  due 
piani  sono  omografici  (secondo  la  definizione  dei  §47). 

La  corrispondenza  è  determinata,  se  a  quattro  date  rette  di  TT 
formanti  un  quadrilatero  (completo)  si  scelgono  come  corrispondenti 
quattro  date  rette  di  TT'  formanti  quadrilatero  (completo). 

Se  i  due  piani  T7  TT'  sono  sovrapposti,  esistono  in  generale  tre 
rette  unite  ;  ma  possono  anche  presentarsi  i  oasi  particolari  già 
trattati  di  omografie,  in  cui  il  numero  dei  punti  uniti  e  delle  rette 
unite  si  riduce  a  due  od  uno,  ovvero  diventa  infinito.  Ecc. 

Fra  gli  elementi  di  un  piano  punteggiato  TT  e  quelli  di  un  piano 
rigato  TT'  si  pongano  le  equazioni 

m,  _    ax-^-hy-^-c  .  _  alx -k- Vy  -^  d    . 

^  —  a"a;  +  Wy  +  e"'       ^  —  a!'x  +  ì/'y  +  e"  ' 

onde  si  ricava,  se  [a&'c"]  non  è  nullo, 

1  ^J  ^~  Cu'  +  C'tf  +  C''  '      ^  "■  Cu'  +  Cv'  +  C"  • 

Allora  a  ogni  punto  P(a?  y)  di  TT  corrisponde  una  retta  r'(w'  t?')  di 
TT',  e  ad  ogni  retta  r'  di  TT'  un  punto  P  di  TT  ;  a  punti  di  una  retta 
in  TT  corrispondono  rette  per  un  punto  in  TT',  punteggiata  e  fascio 
projettivi  ;  a  rette  per  un  punto  in  TT  corrispondono  punti  in  una 
retta  di  TT',  fascio  e  punteggiata  projettivi.  A  punti  di  un  luogo 
di  grado  n  in  TT  corrispondono  rette  di  un  inviluppo  di  grado  n  in 
n'.  Ecc. 

Questa  corrispondenza  tra  i  due  piani  dicesi  reciprocità  o  cor- 
relazione. Essa  è  determinata,  se  a  quattro  dati  punti,  di  cui  tre 
qualunque  non  in  linea  retta,  si  fanno  corrispondere  quattro  date 
rette,  di  cui  tre  qualunque  non  per  un  punto.  E  può  sempre  venire 
espressa  da  due  equazioni  del  tipo  considerato  [1]  o  delPaltro  equi- 
valente [2J,  od  anche  dalle  seguenti  equazioni  (conseguenze  di 
quelle),  che  stabiliscono  la  corrispondenza  tra  le  rette  (u  r)  di  TT  e 
i  punti  (a/  y')  di  TT'  : 

r,r|  _  gg^  +  g'y^  -f  g"  _  hx'  +  Vy'  +  V 
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ossia 

fon  ^  —     ^u  +  Bv-hC  ,  _  A'u  -f  B'v  +  C 

L^  J  «^  —  j,,^  ^  j^n^  +  C"      ^^  ""  ^''M  +  5"t^  +  C"  • 

Se  i  due  piani  coincidono,  si  può  cercare  quei  punti  che  stanno 
sulle  rette  corrispondenti,  ovvero  quelle  rette  che  passano  pei  punti 
corrispondenti.  Riferendo  punti  e  rette  agli  stessi  due  assi,  per  due 
elementi  corrispondenti  uniti  (oc  y)  e  (m'  i/)  dovrà  aversi  u'a?  +  v^y 
-{-  1  =  0;  ed  eliminando  da  questa  equazione  le  u'  v*  mediante  le  [I]> 
0  le  0?  y  mediante  le  [2],  risulterà 

[3]    ait?«  +  6V  +  (6  +  a')a72/4-(c  +  a")^+(c'  +  &")2/  +  c"  =  0, 

Si  hanno  dunque  oo  punti  di  un  luogo  di  V  grado,  e  oo  rette  di 
un  inviluppo  di  2*  grado. 
É  notevole  il  caso  in  cui  ' 

r 

allora  ad  un  pnnto>  sia  che  si  consideri  come  appartenente  a  Ti, 
sia  che  si  consideri  come  appartenente  a  TT',  corrisponde  la  stessa 
retta  risp.  in  TT'  ed  in  TT;  e  viceversa. 

Un  altro  caso  notevole  si  ha  quando  Tequazione  [3]  si  riduce  a 
0  =  0,  cioè  quando 

a  =  &'  =  c"  =  0,    &  =  — a',    c  =  -'a'\    0^  =  — &", 

sicché  le  [I]  diventano 

I  ^  +  e  ,       bx  —  d    . 


ca?  -f-  (fy  '  CX  +  <fy  ' 

Ck)nfrontando  con  ciò  che  diventano  le  [!'],  si  vede  che  anche  in 
questo  caso  ad  ogni  punto  corrisponde  in  ambi  i  modi  una  stessa 
retta  ;  ma  questa  retta  passa  sempre  per  quel  punto,  e  non  è  altro 

che  la  congiungente  di  questo  al  punto  fisso  (  y»  ""  4")-  ^^  deter- 
minante [aZ^V]  è  allora  nullo,  e  ad  una  retta  qualunque  del  piano 
corrisponde  questo  punto  fisso,  mentre  ad  una  retta  passante  per 
esso  corrisponde  ogni  suo  punto. 


% 


:-i 


'  1 


■  I 


1 1 


—  108  — 

Esercizio  1.  Le  forinole  perla  trasformazione  delle  coordinate  delle  rette  sono  le 
seguenti. 

Se  u  V  sono  le  primitive  e  UV  le  nuove;  si  ha  (conservando  le  notazioni  del  §  32 
«  seg.),  per  una  traslazione  degli  assi, 


au  +  bv  +  l^         ""au  +  6t?+l' 
«  se  invece  si  muta  la  direzione  degli  assi^ 

usenP  +  vsena 


U= 


(au  +  frt;  +  l)Benui 


_  _   t*  senp'  +  V  sena' 
'  "~  (au  -|-  ò»+  l)senui  * 


Es.  2.  Cercare  direttamente,  indipendentemente  dalle  coordinate  cartesiane,  le  prin- 
cipali formolo  del  piano  rigato. 

Es.  3.  Un*equazione  bilineare  fira  le  coordinate  x  y  e  ce^  t/  ài  due  punti  variabili 
di  due  piani  fissi,  determina  una  correlazione  fra  questi  due  piani;  sicché  due  punti 
che  la  soddisfino  sono  ciascuno  sulla  retta  corrispondente  all'altro  nella  correlazione. 
E  viceversa. 

Es.  4.  Lo  stesso  per  un'equazione  bilineare  fra  le  coordinate  u  t;  e  u'  t/  di  due 
rette  variabili  di  due  piani  fissi 

Es.  5.  Un'equazione  bilineare  fra  le  coordinate  a;  y  di  un  punto  di  un  piano  e  le 
coordinate  ti'  t;'  di  una  retta  di  un  altro  piano,  determina  un^omografia  fra*  due  pianL 


CAPITOLO  VI. 


Stelle  di  Inette  e  di  plani. 


Coordinate  degli  elementi  di  una  stella. 


§  53.  Ciascuna  retta  di  una  data  stella  di  rette  è  secata  da  un 
dato  piano  (che  non  passi  pel  centro  della  stella)  in  un  punto,  e  per 
coordinate  delle  singole  rette  della  stella  si  possono  assumere  le 
coordinate  dei  rispettivi  punti  del  piano  punteggiato.  Si  possono 
anche  considerare  due  rette  fisse  della  stella  come  assi  di  due  fasci 
di  piani  ;  per  ogni  retta  della  stella  passa  un  piano  dell'un  fascio 
e  un  piano  dell'altro,  e  le  coordinate  dei  due  piani  nei  due  fasci 
individueranno  quella  retta,  ossia  ne  saranno  le  coordinate. 

Quindi  la  stella  di  rette  è  una  forma  di  2'  specie. 

Un  sistema  di  rette  parallele  non  è  che  una  stella  col  centro  al» 
Tinfinito. 

Ciascun  piano  di  una  data  stella  di  piani  è  secato  da  un  dato  piano 
(che  non  passi  pel  centro  della  stella)  in  una  retta,  e  per  coordi- 
nate dei  singoli  piani  della  stella  si  possono  assumere  le  coordinate 
delle  rispettive  rette  del  piano  rigato.  Si  possono  anche  considerare 
due  piani  fissi  della  stella  come  sostegni  di  due  fasci  di  rette  aventi 
lo  stesso  centro  della  stella  ;  ogni  piano  della  stella  contiene  una 
retta  dell' un  fascio  e  una  dell'altro,  e  le  coordinate  di  queste  due 
rette  faranno  da  coordinate  del  piano. 

Quindi  la  stella  di  piani  è  una  forma  di  2*  specie. 

Possono  i  piani  della  stella  esser  tutti  paralleli  a  una  retta:  al- 
lora il  centro  è  all'infinito. 
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Projezioni  su  un  piano. 

S  54.  Quelle  rette  di  una  stella  che  passano  per  dati  punti  ABC... 
secano  un  piano  T7'  in  punti  A!  B'  C .  . .,  che  diconsi  le  projezioni 
di  quelli  dal  centro  della  stella  sul  piano  TT'.  Se  un  punto  P  per- 
corre il  segmento  AB,  la  sua  projezione  P'  percorre  il  segmento 
A'B'  projezione  di  AB  ;  se  P  percorre  il  perimetro  del  triangolo  ABC, 
P'  percorre  il  perimetro  del  triangolo  A'B'C  proiezione  di  ABC  ;  ecc. 

Se  le  rette  projettanti  son  parallele,  A' . . ,  AV  . . . ,  A'B'C  . . . 
sono  le  projezioni  di  A. . .,  AB . . .,  ABC ...  su  TI',  secondo  la  co- 
mune direzioDe  di  quelle  parallele  (che  in  partiooltre  può  essere 
normale  a  TT').  Allora  le  projezioni  di  una  figura  su  piani  paralleli 
sono  uguali. 

Sia  TT  un  piano,  IBC  un  triangolo  in  esso.  Se  un  lato  AB  del 
triangolo  ABC  giace  in  TT',  e  C  è  la  projezione  normale  di  C  su  T7', 
sarà  ABC'  la  projezione  normale  di  ABC  su  TT'.  Tirata  CD  normale 
a  AB,  sarà  anche  CD  normale  a  AB,  ed  avremo- 

ABC  :  ABC  =  CD  :  CD. 

Ora  CD  :  CD  equivale  al  coseno  dell'angolo  delle  due  rette  cui  questi 
segmenti  appartengono,  e  questo  angolo  è  misurato  dallo  stesso 
numero  che  il  diedro  dei  due  piani  TT  TT'  ;  dunque 

ABC  =  ABC  COSTTTT'. 

Se  solo  un  vertice  A  cade  in  TT',  la  retta  TtlT  passa  per  A,  e  in 
un  punto  E  di  essa  s'incontrano  BC  e  B'C.  Avremo,  come  dianzi, 

AEB'  =:  AEB  cosTTH',     AEC  =  AEC  cosTTH'  ; 

e  quindi,  sommando  o  sottraendo  secondo  i  casi, 

AB'C  =  ABC  cosTTH'. 

Se  nessun  vertice  cade  in  TT',  si  può  sostituire  a  TI  un  piano  pa- 
rallelo per  un  vertice;  e  quindi  anche  allora 

A'B'C  =  ABC  cosinr. 


In  generale  dunque  :  se  un  triangolo  si  predella  normalmente 
su  un  piano,  l'area  del  triangolo  proiezione  é  uguale  all'area  di 
esso  triatiffoto  moltiplicata  pel  coseno  del  diedro  dei  piani  dei 
due  triangoli. 


Forme  di  2"  specie  omografiche  e  projettive. 


§  56.  Quando  una  stella  dì  rette  (o  di  piani)  è  secata  da  un  piano, 
a  ciascun  elemento  della  stella  corrisponde  ciascun  elemento  del 
piano  punteggiato  (o  rigato),  e  viceversa.  Dicasi  allora  che  il  piano 
è  sezione  della  stella,  e  che  la  stella  projetta  il  piano.  La  stella 
ed  il  piano  si  dicono  anche  prospettivi  ;  e  prospettivi  si  dicono  pure 
due  piani  sezioni  di  una  medesima  stella,  o  due  stelle  che  projettino 
UD  medesimo  piano. 

Se  una  serie  di  piani  punteggiali  (o  rigati)  e  di  stelle  di  rette  (o 
di  piani)  è  tale,  che  ciascuna  di  queste  forme  si  possa  dedurre  dalla 
precedente  mediante  una  projezioiie  o  una  sezione,  od  anche  che  due 
consecutive  siano  sempre  prospettive  ;  allora  due  qualunque  di 
queste  forme  si  dicono  projettive.  Quindi  due  forme  projettive  a  una 
terza  sodo  projettive  fra  loro. 

Dna  stella  di  rette  (o  di  piani)  e  un  piano  punteggiato  (o  rigato) 
possono  porsi  in  tale  corrispondenza,  che  :  1°  a  quattro  dati  elemeoti 
della  stella  corrispondano  quattro  dati  elementi  del  piano,  con  la 
condizione  che  tre  qualunque  dei  quattro  elementi  dati  in  ciascuna 
forma  non  appartengano  a  una  stessa  forma  di  1'  specie  ;  2°  ad 
elementi  costituenti  un  fascio  nella  stella  corrispondano  nel  piano 
elementi  costituenti  una  forma  di  1'  specie  omografica  al  fascio. 
Infatti,  la  cosa  avviene  evidentemente  quando  la  stella  è  prospettiva 
al  piano;  altrimenti  i>  all'uopo  necessario  e  sufficiente  che  la  sezione 
della  stella  con  un  piauo  riesca  omografica  al  piano  dato.  La  stella 
e  il  piano  dati  si  dicono  allora  omografici  (o  coUineari). 

Due  stelle  dì  rette  (o  di  piani)  possono  essere  riferite  l'una  al- 
l'altra in  guisa  che  :  I'  a  quattro  dati  elementi  dell'una  corrispon- 
dano quattro  dati  elementi  nell'altra,  con  la  condizione  che  tre  qua- 
lunque dei  quattro  elementi  dati  in  ciasruna  stell^  non  siano  di  un 
fascio;  ■2"  ad  elementi  costituenti  un  fascio  nell'una  stella  corri- 
Bpondano  nell'altra  elementi  di  un  fascio  omografico.  Infatti,  la  cosa 
è  evidentemente  cosi  quando  le  due  stelle  sono  prospettive  a  uno 


stesso  piano;  altrimenti  è  facile  vedere  come  sia  necessario  e  auf- 
fioiente  che,  secando  ciascuna  stella  con  un  piano,  i  due  piani  rie- 
scano omografici.  Due  stelle  in  tali  condizioni  si  dicono  omogra- 
fiche fo  collineari). 

§  56.  Due  forme  di  S*  specie  prospettive  sono  evidentemente 
omografiche.  Se  sono  due  piani,  hanno  infiniti  punti  uniti  sulla 
retta  comune;  e  se  sono  due  stelle,  hanno  infiniti  piani  uniti  per  la 
retta  che  unisce  i  due  centri. 

Due  piani  omografici  distinti  TT  e  n',  aventi  una  retta  di  punti 
uniti  (pel  che  basta  che  essi  abbiano  tre  punti  uniti),  sono  prospet- 
tivi. Infatti  :  se  AA'  BB'  sono  due  coppie  qualunque  di  punti  corri- 
spondenti, le  rette  AB  A'B'  .saranno  corrispondenti,  e  quindi  taglie- 
ranno  in  uno  stesso  punto  la  retta  di  punti  uniti  comune  ai  due 
piani  TT  IT'  ;  onde  le  rette  Aà'  BB'  si  taglieranno.  Poiché  adunque 
tutte  le  rette  congriungenti  coppie  di  punti  corrispondenti  dei  due 
piani  si  tagliano  mutuamente  (senza  stare  evidentemente  in  uno 
stesso  piano},  esse  passeranno  per  uno  stesso  punto  ;  sicché  quei 
due  piani  omografici  saranno  sezioni  della  stella  avente  questo  punto 
per  centro. 

Analogamente  si  dimostrerebbe  che  :  due  stelle  omografiche, 
aventi  «h  fascio  di  piani  uniti,  sono  prospettive. 

Due  forme  di  £■  specie  omografiche,  in  ijualunque  loro  posizione, 
sono  projettive.  È  chiaro  che  basterà  dimostrare  questa  proposi- 
zione per  due  piani  omografici.  Siano  dunque  TT  e  TT'  questi  piani. 
Dicendo  A  A'  due  loro  punti  corrispondenti  qualunque,  consideriamo 
la  stella  avente  per  centro  un  punto  qualunque  S  della  retta  AA' 
e  proiettante  il  piano  TT'.  Questa  stella  taglierà  un  piano  qualunque 
TT,  condotto  per  A  secondo  una  forma  omografica  (prospettiva)  a  TT' 
e  quindi  anche  a  TT;  e  i  due  piani  omografici  TT  e  TT,  avranno  un 
punto  unito  A.  Consideriamo  in  TI  una  punteggiata  qualunque  r 
passante  per  A  :  le  corrisponderà  ne!  piano  omografico  TT,  una  pun- 
teggiata r,  passante  per  A  e  prospettiva  a  quella,  cioè  sezione  di 
uno  stesso  fascio  di  rette.  Sia  8,  il  centro  di  questo  fascio,  e  con- 
duciamo per  r  un  piano  qualunque  TT,  :  la  stella  di  centro  S,  pro- 
getta TT,  su  n,  secondo  un  piano,  che  sarà  omografico  a  n  ed  avrà 
comune  con  questo  la  retta  di  punti  uniti  r;  onde,  come  vedemmo, 
i  due  piani  n,  e  TT  saranno  prospettivi.  In  conseguenza,  dei  piani 
TT'  TT,  TT,  TT  essendo  due  consecutivi  qualunque  prospettivi,  TV  e  TT  sa- 
ranno progettivi. 
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Forme  di  2''  specie  correlative. 


§  57.  Consideriamo  da  uua  parte  un  piano  punteg'giato  e  una 
stella  di  rette,  dairaltra  un  piano  rigato  e  una  stella  di  piani.  Una 
forma  dell'una  coppia  e  una  dell'altra  possono  esser  poste  in  tale 
corrispondenza,  che  :  1**  a  quattro  dati  elementi  dell'una  forma  cor- 
rispondano quattro  elementi  dell'altra,  con  la  condizione  che  tre 
qualunque  degli  elementi  dati  di  ciascuna  forma  non  appartengano  a 
una  forma  di  1*  specie;  2*  ad  elementi  costituenti  una  forma  di 
!•  specie  corrispondano  elementi  di  una  forma  di  1*  specie  omogra- 
fica a  quella.  Infatti  ciò  fu  provato  per  un  piano  punteggiato  ed 
uno  rigato  ;  ora  ogni  altro  caso  si  riduce  a  questo  mercè  una  o  due 
sezioni. 

Due  forme  di  2'  specie,  cosi  riferite  l'una  all'altra,  si  dicono  cor- 
relative 0  reciproche. 

Due  forme  di  2'  specie  correlative  a  una  terza  sono  omografiche 
fra  loro.  E  due  forme,  di  cui  una  sia  omografica  e  l'altra  correla- 
tiva a  una  terza,  sono  correlative  fra  loro. 

La  teoria  completa  deiromografia  o  proj  etti  vita  delle  forme  di  !•,  2*  e  3»  specie 
è  dovuta  principalmente  a  Móhius,  Steiner  e  Chusìes.  Quest'ultimo  espose,  facen- 
done applicazioni  svariate,  il  principio  di  omografia,  il  quale  consiste  in  ciò,  che 
«  le  proprietà  projettive  di  una  fìgura  non  cessano  di  valere  quando  a  questa  si  so- 
stituisca una  sua  figura  omografica  » .  Tale  principio  è  assai  importante  ;  poiché  per- 
mette di  dedurre  inmiediataraente  dalle  proprietà  projettive  di  una  figura  dotata  di 
particolarità  metriche  (v.  pag.  4)  quelle  di  una  fìgura  omografica  più  generale,  cioè 
non  avente  quelle  particolarità  ;  così  dalle  proprietà  projettive  del  rettangolo,  del 
circolo,  dei  cilindri,  della  sfera,  si  deducono  immediatamente  le  proprietà  del  quadri- 
latero, delle  sezioni  coniche,  dei  coni,  delle  superficie  di  2^  grado. 

Si  osservi  però  che  già  prima  dei  tre  geometri  nominati  si  conosceva  la  teoria  delle 
proiezioni,  doò  di  quel  caso  particolare  dell'omografia  che  costituisce  Vomohgia  o 
prospettività  di  due  forme  ;  anzi  il  Poncekt  aveva  destinato  il  suo  Traiti  des  prò- 
priéiés  projectives  des  figures  a  mostrare  appunto,  come  questa  corrispondenza  tra 
due  forme  desse  un  metodo  fecondo  per  dedurre  da  proprietà  di  figure  particolari 
quelle  di  figure  più  generali. 

A  Chasles  e  a  Plucker  è  poi  dovuta  una  teoria  completa  delle .  correlazioni  o 
reciprocità  tra  due  piani  o  tra  due  spazi.  Questa  teoria,  e  Tintroduzione  che  il  Pìikker 

E.  D'Ovidio  —  Forme  geometriche  fondamentali.  8 
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fece  delle  coordinate  della  retta  nel  piano  e  di  quelle  del  piano  nello  spazio,  paralle- 
lamente alle  coordinate  del  punto  nel  piano  e  nello  spazio,  posero  in  piena  luce  la 
Ugge  di  dualilà^  che  governa  tutta  la  geometria  projettiva.  La  legge  di  dualità 
si  può  enunciare  così:  «  1"  Ogni  teorema  di  geometria  projettiya  relativo  al  piano 
non  cessa  di  valere  se  vi  si  scambiano  le  parole  punto  e  retta  (e  quindi  punteggiata 
e  faccio,  luogo  e  inviluppo,  ecc.)  ;  2®  ogni  teorema  di  geometria  projettiva  in  ge- 
nerale non  cessa  di  valere  se  vi  si  scambiano  punU  e  piani  (e  quindi  piani  punteg- 
giati con  piani  rigati^  stelle  di  piani  con  stelle  di  rette,  rette  punteggiate  con  fasci 
di  piani,  ecc.)  » . 

Di  questa  legge  il  lettore  avrà  già  potuto  osservare  vari  casi  particolari  che  ci  si 
sono  presentati.  E  non  è  difficile  persuadersi  che  essa  vale  in  generale,  se  si  pon 
mente  al  fatto,  che  in  tutte  le  dimostrazioni  analitiche  di  teoremi  projettivi  si  po- 
trebbero scambiare  le  coordinate  di  punti  colle  coordinate  di  rette  o  di  piani. 

Una  teoria  più  ristretta  che  quella  della  dualità  o  delle  correlazioni,  la  teoria 
cioè  deUe  polari  reciproche  (polarità  rispetto  ad  una  curva  o  superficie  di  2^  grado), 
aveva  condotto  sul  principio  del  secolo  i  geometri  della  Scuola  politecnica  di  Parigi 
e  segnatamente  il  Poncelet,  ad  applicare  il  metodo  enunciato  per  dedurre  da  teoremi 
noti  altri  nuovi  teoremi  mediante  scambi  di  parole.  Ma  al  Gergonne  {Anncdes  de 
MatlicniatiqHes,  XVII,  XVIII,  1827  e  seg.)  spetta  il  merito  di  avere  esposta  la  legge 
di  dualità  in  tutta  la  sua  generalità,  indipendentemente  da  qualsiasi  trasformazione 
delle  figure. 


Triedrometria  e  trigonometria  sferica. 


§  58.  Siano  a  b  e  tre  rette  di  una  stella.  Esse  determinano  tre 
piani  bc  ca  ab,  che  indicheremo  con  a  3  t-  Scegliamo  le  pagine  po- 
sitive su  questi  piani,  e  quindi  le  direzioni  positive  sulle  rette  della 
stella  a' b' e'  normali  ai  piani  medesimi.  Saranno  anche  ab  e  nor- 
mali ai  piani  b'c'  cV  a'b',  che  indicheremo  con  a'  P'  t';  e  quindi  de- 
termineranno le  pagine  positive  su  questi  piani.  Il  triedro  che  ha 
per  facce  gli  angoli  bc  ca  ab,  e  quello  che  ha  per  facce  gli  angoli 
b'c'  c'a'  a'b'^  si  diranno  supplementari  o  polari.  Gli  angoli  b'c'  cV  a'b' 
saranno  misurati  dagli  stessi  numeri  che  i  diedri  pr  Tot  ap,  formati 
dalle  pagine  positive  dei  piani  a  p  t  ed  aventi  per  spigoli  a  b  o  ;  e 
gli  angoli  bc  ca  ab  saranno  misurati  dagli  stessi  numeri  che  i 
diedri  PY  fa'  a'p'  aventi  per  spigoli  a'  V  e'. 
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Consideriamo  una  sfera  che  abbia  per  centro  il  centro  S  della 
stella.  Percorrendo  le  rette  della  stella  a.  .  .  a  partire  da  8  nelle 
loro  direzioni  positive  fino  a  incontrare  la  sfera,  si  individuano  sulla 
sfera  altrettanti  punti  À  . . .  Se  una  retta  descrive  un  angolo  piano 
ab  nel  verso  positivo,  il  corrispondente  punto  della  sfera  descrive 
un  arco  di  circolo  massimo  AB  nel  verso  positivo.  Quindi  nel  trian- 
golo sferico  ABC  i  lati  BC  CA  AB  hanno  le  stesse  misure  degli  an- 
goli he  ea  ab,  facce  del  triedro  abc  corrispondente  a  quel  triangolo 
sferico. 

I  triangoli  ABC  A'B'C  si  dicono  supplementari  o  polari.  Il  se- 
condo ha  per  vertici  i  poli  dei  lati  del  primo,  e  viceversa.  I  lati 
B'C  C'A'  A'B'  del  secondo  hanno  le  stesse  misure  degli  angoli  for- 
mati dai  lati  del  primo. 


Nei  piani  p  t  tiriamo  le  rette  d  e 
normali  a  a,  sicché  gli  angoli  retti 
ad  ae  siano  positivi  (*)  ;  e  tiriamo  BD 
CE  normali  a  a.  Se  si  assume  il  raggio 
della  sfera  come  unità,  risulta 

SD  =  cosab,     DB  z=z  senab, 
SE  =  cosac,     EC  =L  senac; 


quindi  projettando  normalmente  SB  e     * 
SDB  su  e,  abbiamo 


^\ 


e   - 


cosbc  =  cosab  cosac  4-  senab  cosdc  ; 
e  projettando  SC  e  SEC  su  d,  abbiamo 

cosdc  =:  cosac .  0  -\-  senac  cosde  =:  senac  cosdo. 
Ma  de  =  pT;  quindi  sostituendo  concludiamo 

cosbc  ^  cosab  cosac  -|-  senab  senac  cos^T- 


(*)  Nella  figura  le  pagine  positive  di  $  y  si  suppongono  scelte  in  modo  che  gli 
aogoli  ab  ac  siano  positivi. 
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Otteniamo  così  le  tre  importanti  relazioni  fra  le  facce  del  triedro 
e  uno  dei  suoi  diedri  : 

cosbc  =  coseacosab  —  senca  senab  cosPt» 
cosea  iz:  cosab  cosbo  —  se n ab  senbe  cosTa, 
cosab  =  cosbe  cosca  —  senbcsencacosap. 

Dalla  prima  si  trae 

-»        cosca  cosab  —  cosbc 

cosBt  = ì: ^ 

^  sencasenab        ' 

e  quindi 

,ft  ,         '    mn  sen'ca sen'ab  —  (coseacosab — cosbc)' 

sen'By  =  1  —  cos'Bt  = r" «t: 

^  ^  sen*ca  sen'ab 

(1  —  cos'oca)  (1  —  cos'ab)  — (coseacosab  — cosbc)' 

sen'casen'ab  ' 

onde 

sen^Px  1  —  cos'bc  —  cosmea  —  cos'ab  +  2cosbc  cosca  cosab 

sen'bc  (senbcsencasenab)' 

Il  2°  membro  evidentemente  non  si  altera  permutando  a  b  e;  e  però 
.     ,  ,         sen^ra       sen'ap     t^  •  i 

esso  equivale  anche  a  — r^—  e  — 5-^.  Dunque  avremo,  m  valore  as- 
^  sen'ca      sen*ab  ^  ' 

soluto, 

senpY  senifa  sena3 

senbc        senca        senab  ' 

vale  a  dire:  i  seni  delle  facce  del  triedro  sono  proporzionali  ai 
seni  dei  diedri  opposti. 

Noi  dimostreremo  in  seguito  (§  67)  che  questa  proposizione  è 
vera  anche  quando  si  tien  conto  dei  segni  ;  ma  nella  triedrometria 
ordinaria,  essendo  le  facce  e  i  diedri  che  si  considerano  sempre  com- 
presi fra  0  e  IT,  e  quindi  avendo  i  seni  positivi,  basta  considerare 
i  valori  assoluti. 

Da'  calcoli  ora  fatti  si  ricava 

1  -j-  2cosbc  cosca  cosab — cos'bc— cos*ca— cos^ab  =z  sen^sen'ab  sen'pT- 
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Il  secondo  membro  è  il  prodotto  di  tre  sedi  quadrati,  numeri  che 
stanno  fra  0  e  1  ;  dunque  il  primo  membro  è  sempre  compreso  fra 
0  e  1  ;  e  però  la  sua  radice  quadrata  può  assumersi  come  seno  di 
un  certo  angolo.  Nulla  impedisce  di  definire  questo  angolo  come 
il  quantum  del  triedro  abo  (Staddt,  1842);  sicché  potremo  porre 

sen'abo  z=  1  -|-  2cosbccoseacosab  —  cos'bo  —  cosmea  —  cos*ab 

1  cosab  cosac 
cosba  1  cosbe 
cosca     coseb        1 

e  precisamente 

senabe  =  senbosencasenap  =  sencasenabsenpT  =  senabsenbcsenra. 

Applicando  le  esposte  relazioni  al  triedro  aVc',  e  ricordando  che 
a'b'  zz:  ap, .  . .,  ab  =  a'P', . .  •,  troviamo  le  seguenti  : 

cosPt  =:cosTacosap  —  senrasenapcosbo, 
cosTa  zn  cosapcosPr  —  senapsenpr  cosca, 
cosap  =  cosPrcosTa  —  senpTsenra  cosab. 

Qui  possiamo  porre 

sen*aPT  =  1  +  2cosPt  cosya  cosap  —  cos'Pr  -—  cos'yct  —  cos*ap, 

e  precisamente 

senaPr  =  senpr  senya  senab  :=  senra  senap  senbo  =  senap  senpr  senca . 

Si  noti  che  senabo  muta  segno  se  si  scambiano  due  delle  rette 
àbt;  onde 

senabe  =z  senbca  :=  sencab  =  —  senacb  :=  —  senbao  =:  —  sencba. 

Si  noti  inoltre  che  senabe  si  riduce  a  zero,  quando  è  zero  uno  dei 
suoi   fattori   senbo  senca  senab,   o   uno  dei  tre  senPr  senra  senap  ; 
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ossia  quando  due  delle 'rette  abo  coincidono,  e  quando  tutte  tre 
sono  di  un  fascio. 

Diviene  poi  senabe  uguale  airunità,  quando  ciascuno  di  quei  seni 
vale  1;  ossia  quando  le  rette  abo  sono  mutuamente  normali,  come 
pure  i  piani  a  p  r.  Questo  è  il  caso  del  triedro  trirettangolo. 

Lo  stesso  dicasi  di  sena^T- 

Se  il  triedro  abc  è  rettangolo,  e  precisamente  se  i  piani  p  t  sono 
perpendicolari  in  modo  che  sia  Tangolo  Py=:^;  allora  le  prece- 
denti relazioni  divengoiio 

cosbc  =:  cosca  cosab, 
senca  z=z  senbcsenya,         senab  =  senbcsenap, 
cosra  =:  —  senap  cosca,    cosap  =  —  senyacosab. 

Tutte  le  relazioni  dianzi  dimostrate  si  applicano  al  triangolo  sfe- 
rico abc;  bastando  mutare  gli  angoli  bc  ca  ab  nei  lati  BC  CA  AB  del 
triangolo.  Ma  non  intendiamo  qui  sviluppare  tutta  la  trigonometria 
sferica,  benché  in  quelle  relazioni  vi  siano  già  i  fondamenti  di  essa. 

Torniamo  a  un  triedro  qualunque.  Ed  osserviamo  che,  se  a"  è  la 
retta  comune  ai  due  piani  perpendicolari  a  e  aa',  il  triedro  rettangolo 

ir 

a"ca  dà  senca  senap  =  senapa  =:  cosaa',  potendo  supporsi  a'V  =  -^  ; 

onde  Tespressione  senbcsencasenap  di  senabo  diviene  senbc  cosaa'. 
Avremo  dunque 

senabe  =  senbo  cosaa'  =  senca  cosbb'  -=  senab  cosce'. 

Esercizio  1.  In  un  triedro  qualunque  si  ha 

co tbc  senca  +  cosca  cosa3  4-  senaPcotpy  —  0,  ecc. 

Es.  2.  In  un  triedro  rettangolo  si  ha 

—  tgab  =  tgbc  costa  =  senca  tgap, 

—  tgca  r^  tgbc  cosaP  —  senab  tgya, 
cosbc  =  cotta  cotaP. 

Es.  3.  Posto  in  un  triedro  qualunque  bc  +  ca  +  ab  =  2s,  si  ha 
sen*abc  =  4senssen(s  —  bc)sen(«  —  ca)sen(s  —  ab). 
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Es.  4.  Posto  inoltre  3y  -|-  ya  -f  ap  =  2a,  si  ha 

sen'aPt  ^=  48ena  sen(a  —  3y)  sen(a  —  ya)  8en(o  —  aP). 

„     e  «  sen'abc  .  sen'aPY 

Es.  5.  senaBT  =  — ì: ìti     seuabc  ~  — r ~ -. 

senbc  senca  senab  ^  senPY  senya  senaP 

—     -  senabc      senbc       senca       senab 

Es.    6.  —   = T—  = =r — . 

senaPY       senpy        senay       senap 

Es.  7.  Trovare  pel  triedro  e  pel  triangolò  sferico  gli  analoghi  dei  teoremi  di  Cera 
e  di  Menelao  relativi  al  triangolo  rettilineo. 


CAPITOLO  VII. 


Coordinate. 


§  50.  Per  individuare  i  punti  dello  spazio  il  sistema  di  coordi- 
nate più  in  uso  è  quello  che  dicesi  cartesiano^  non  essendo  che 
un'estensione  deiromonimo  sistema  pei  punti  di  un  piano. 

Fissiamo  un  punto  0  nello  spazio;  e  per  questo  punto  conduciamo 
tre  rette  x  y  i,  le  quali  non  stiano  in  un  piano,  e  quindi  determi- 
nino tre  piani  distinti  ji  ix  xy.  Im- 
maginiamo lo  spazio  solcato  da  una 
serie  di  piani  paralleli  a  yi,  da  una 
serie  di  piani  paralleli  a  ix,  e  da  una 
serie  di  piani  paralleli  a  xy.  Per  un 
punto  qualunque  P  dello  spazio  passa 
un  piano  di  ciascuna  serie  ;  questi  tre 
piani  secano  rispettivamente  le  rette 
X  y  I  in  tre  punti  À  B  C  ,  i  quali  in- 
dividueranno i  tre  numeri  x  y  z^ 
che  misurano  i  segmenti  DÀ  GB  OC 
riferiti  a  una  stessa  unità  lineare  (o 
anche  a  differenti  unità),  quando  su  quelle  tre  rette  si  siano  asse- 
gnate le  direzioni  positive.  Viceversa  :  dati  questi  numeri  x  y  z^ 
sono  individuati  i  punti  A  B  C,  e  quindi  i  tre  piani  per  essi,  ed  il 
punto  P  comune  a  questi  tre  piani.  I  numeri  xy  z  ^\  possono  dunque 
assumere  come  coordinate  del  punto  P,  e  diconsi  cartesiane  o  pa- 
i^llele. 

Resta  cosi  provato  che  lo  spazio  punteggiato  è  una  forma  di 
3»  specie. 
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Il  punto  0  dicesi  origine  delle  coordinate,  le  rette  x  y  z  e  i  piani 
yi  zx  xy  diconsi  assi  e  piani  delle  coordinate.  Quando  gli  assi  (e 
quindi  anche  i  piani)  sono  mutuamente  ortogonali,  le  coordinate  si 
dicono  ortogonali. 

Pei  punti  dei  piani  ya  ax  xy  è  rispettivamente  a?  =  0,  t/  =  0,  ^  =  0. 
Pei  punti  di  un  asse  sono  nulle  le  coordinate  relative  agli  altri  due 
assi.  Per  l'origine  sono  nulle  tutte  tre  le  coordinate. 

Punti  di  eguale  x  sono  in  un  piano  parallelo  a  yi,  ecc. 

I  tre  piani  coordinati  dividono  lo  spazio  in  otto  triedri.  Le  dire- 
zioni positive  degli  assi  determinano  quel  triedro  che  contiene  i 
punti  di  coordinate  tutte  positive  ;  nel  triedro  opposto  si  trovano  i 
punti  di  coordinate  tutte  negative;  e  negli  altri  sei  triedri  si  tro- 
vano i  punti  che  hanno  due  coordinate  di  un  segno  e  una  del  segno 
opposto.  I  punti  (a?,  y^  z)^  (— -^j  — I/i  —z)  sono  simmetrici  rispetto  al- 
Torigine;  e  se  gli  assi  sono  ortogonali,  i  punti  (a?, |/, 5'),  (—x^y^z) 
sono  simmetrici  rispetto  al  piano  ya,  e  i  punti  (a?,  |/,  ^),  (a?,  — j/,  —z) 
rispetto  all'asse  x;  ecc. 

I  tre  piani  coordinati  e  i  loro  paralleli  pel  punto  P  costituiscono 
un  parallelepipedo,  di  cui  0  e  P  sono  due  vertici  opposti,  il  vettore 
OP  è  una  diagonale,  e  À  B  C  sono  altri  tre  vertici.  Se  si  projetta 
il  punto  P  mediante  rette  parallele  agli  assi  x  y  a  sui  piani  ya  zx  xy 
nei  punti  D  E,F,  questi  saranno  i  rimanenti  vertici  del  parallelepi- 
pedo. I  punti  D  E  P  hanno  ciascuno  due  coordinate  comuni  con  P 
e  la  terza  nulla. 

Le  coordinate  xy  z  iìV  misurano  le  projezioni  OA  OB  OC  del  suo 
vettore  OP  sugli  assi,  fatte  parallelamente  ai  piani  coordinati.  Esse 
misurano  anche  1  lati  della  spezzata  OAFP  e  (salvo  l'ordine)  delle 
spezzate  OBFP  OBDP . . . 

§  60.  Noi  abbiamo  ridotto  la  determinazione  dei  punti  dello  spazio 
a  quella  degli  elementi  di  tre  forme  di  1*  specie,  che  sono  le  tre 
punteggiate  sulle  rette  x  y  z,  o  meglio  le  tre  serie  (fasci)  di  piani 
paralleli  a  ya  ax  xy.  Più  generalmente:  se  consideriamo  tre  fasci  di 
piani  i  cui  assi  non  concorrano  in  un  punto,  per  ogni  punto  dello 
spazio  passa  un  piano  di  ciascun  fascio;  e  scelti  ad  arbitrio  dei  si- 
stemi di  coordinate  per  i  piani  di  questi  fasci,  le  coordinate  dei 
tre  piani  suddetti  faranno  da  coordinate  per  il  loro  unico  punto 
comune. 

II  sistema  delle  coordinate  polari  è  il  seguente: 

Sia  0  un  punto  fisso  (polo)^  x  una  retta  per  esso  (asse  polare)^ 
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e  E  un  piano  per  x  (piano  polare).  Per  un  punto  qualunque  P  passa 
un  piano  del  fascio  che  ha  per  asse  x  ;  in  questo  piano  esiste  un 
fascio  di  rette  che  ha  per  centro  0  e  di  cui  una  retta  passa  per  P; 

e  su  questa  retta  esiste  una  punteggiata  di  cui  P 
fc  è  un  elemento.  È  chiaro  che,  scelti  quei  sistemi  di 
coordinate  che  più  piacciano  per  gli  elementi  del 
fascio  di  piani,  del  fascio  di  rette  e  della  punteg- 
giata, si  ottengono  tre  coordinate  per  P.  Sceglie- 
remo come  tali:  il  numero  q)  che  misura  il  diedro 
del  piano  xP  col  piano  H,  il  numero  6  che  misura 
rangole  della  retta  OP  con  x,  e  il  numero  p  che 
misura  il  segmento  OP. 
Qui  P  è  determinato  come  punto  comune  alle  seguenti  tre  super- 
ficie (mutuamente  ortogonali)  :  un  piano  per  x,  cioè  il   piano  xP  ; 
un  cono  di  rotazione  che  ha  0  per  vertice  e  x  per  asse,  cioè  quello 
che  passa  per  OP  ;  una  sfera  di  centro  0,  cioè  quella  di  raggio  OP. 


Baricentri.  Punti  di  una  retta  o  di  un  piano. 


§  61.  Siano  Pi(a?,  j/,  z^)^  Pa(^j  Vi  ^j)  due  punti,  e  m,  m,  due  nu- 
meri (pesi)  che  annettiamo  ai  due  punti.  Il  baricentro  dei  punti 
Pj  Pj  coi  pesi  mi  m,  è  quel  punto  F(x  y  z)  della  retta  PiP»,  per  cui 
PjP  :  PgP  —  —  m^  :  nii.  Ora  projettando  P,  P,  P  in  À,  A,  A  sulla  x 
secondo  il  piano  yz,  risulta  anche  A^A  :  A^A  =  —  m^  :  Wi,  oi:ide  A 
è  il  baricentro  dei  punti  A^  A,  coi  pesi  m,  m^;  e  siccome  OA,  =  a?,, 
OA,  =  a?j,  OA  =  0?,  così  avremo 


e  per  analogia 


7»!  +  ììlz 


y 


wJi  -I-m, 


mi  -|-  iWj 


Ai  valori  di  m^  :  m,  corrispondono  univocamente  i  punti  P  della 
retta  P,P,.  E  siccome  le  tre  ultime  equazioni  equivalgono  alle 


X  —  X 


X  ^^~  Xa 


1      


»«2       y  — yi  -.  __^Jh 
w>i  ^     y  —  Vt  mi 


Z —  ^1 


nix  ' 
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COSÌ,  elimiDando  —  m,  :  mi,  saranno 

a?  — a?i y  — ì/i z  ^  z^ 

x  —  Xf      y  —  Vi      z  —  z^ 

le  due  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  i  tre  punti  P  P^  P, 
siano  in  una  retta. 

È  chiaro  che  in  queste  condizioni  si  possono  permutare  comunque 
i  tre  punti. 

Ponendo  m,  +  m,  =  ft,  le  formole  precedenti  danno  le  quattro 
equazioni 

lineari  omogenee  nelle  tre  quantità  1im^m^\  prendendone  tre  per 
volta  ed  eliminandone  queste  quantità,  otteniamo  quattro  determi» 
nauti  nulli,  che  sono  quelli  estratti  dalla  matrice 

X  y  z  \ 
X,  y,  z,  1 
x^    y^    2  2    1 

sopprimendovi  una  verticale  alla  volta.  E  basta  che  si  annullino  due 
determinanti,  perchè  si  annullino  tutti  (•).  Tali  sono  sott'altra  forma 
le  condizioni  perchè  i  tre  punti  siano  in  una  retta. 

§  61>.  Sia  F{xy  z)  il  baricentro  di  tre  punti  Pi(x^  y^  ^,),  ^^(x^y^  z^)y 
P3(a?8  i/a  ^a)  coi  P^si  m,  m,  m^.  Segue  da  quel  che  abbiamo  detto  pel 
caso  dì  due  punti  che 

Se  i  tre  punti  P^  P,  Pg  individuano  un  piano,  ad  ogni  coppia  di 
valori  di  m,  :  mg,  m^  :  mg  corrisponde  un  punto  P  del  piano,  e  vi- 


(*)  Parche  rannullarsi  di  quei  due  non  provenga  dairannullarsi  dei  suddeterrai- 
nanti  di  second'ordine  formati  colle  due  verticali  che  essi  hanno  comuni. 


u  '  . 
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ceversa.  Or  togliendo  i  fratti  abbiamo  le  equazioni 


m^(a;  - 

-00,)  + 

m,(a;  - 

-3?,)  + 

m,(a; 

os,) 

=  0, 

»»i(y- 

-Vi)  + 

»»»(!/- 

-y.)  + 

m^iv- 

-V») 

=  0, 

m,(2- 

-«.)  + 

m^(z  - 

-«,)  + 

ms(z- 

-«.) 

-0; 

dalle  quali  eliminando  ì  detti  rapporti,  otteniamo 


00         *v£ 

X  —  cc^ 

y  —  Vi 

y      !/i 

Z  —  Zi 

z  —  z^ 

X 


\Ki  « 


2/  — I/: 

z  —  Z^ 


=  0 


come  condizione  perchè  i  quattro  punti  P  P^  P,  P3  stiano  in  un  piano. 

È  chiaro  che  si  possono  permutare  comunque  i  quattro  punti  in 
questa  condizione. 

Le  tre  formole  che  forniscono  le  coordinate  del  baricentro  di  tre 
punti  equivalgono  alle  quattro  seguenti  equazioni 

nx  =  m^x^  -\-  m^x^  +  ni^x^, 
hy  =  m^y^  +  m^y^  +  m^y^ , 
hz  =  m^z^  A-  m^z^  +  ^sZ^ , 
k    =  m,      +  wij      -4-  7>i8    ; 

dalle  quali  eliminando  h  m^  m,  mg,  troviamo 


X 

X, 

Xa 


X, 


y 

X 

1 

^' 

«. 

1 

Vt 

«t 

1 

y» 

«3 

1 

=  0 


come  condizione  perchè  i  quattro  punti  stiano  in  un  piano. 

Del  resto  questo  determinante  non  differisce  dal  precedente,  com'è 
facile  verificare. 

In  particolare  :  tre  punti  sugli  assi  coordinati  (p  0  0),  (0  5  0), 
(0  0  r)  individuano  un  piano,  e  ogni  punto  (x  y  z)  di  questo  piano 
verifica  l'equazione 

^  +  i^  +  -^=i. 
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§  63.  Il  baricentro  P  di  quattro  punti  P,  P^  Pg  P^  coi  pesi 
m^  m^  m^  m^  ha  per  coordinate 

//li  4-  m?  4-  ma  +  m4        ' 

^ m^^i  -h  fwygg  4-  w^^H-  ^-8^4 

/»!  4-  Wg  4-  Wj  4-  »». 

P.  es.  il  centro  delle  medie  distanze  dei  quattro  punti  è 

\(x,  +  0?,  +  a?3  +  ^4),  i^2/i  +  2/i  +  2/3  +  Va)>  i(^i  +  -3^2  +  «3  +  ^4)  ; 

ed  è  facile  vedere  che  per  esso  passano  le  quattro  rette  congiun- 
genti i  vertici  del  tetraedro  dei  quattro  punti  ai  punti  d'Interse- 
zione delle  mediane  delle  facce  opposte,  nonché  le  tre  rette  con- 
giungenti i  punti  medi  di  due  spigoli  opposti  del  tetraedro.  Le 
prime  quattro  rette  si  dividono  mutuamente  nel  rapporto  di  3  a 
1,  e  le  ultime  tre  per  metà. 

Ogni  punto  P  dello  spazio  è  baricentro  dei  quattro  punti  P^  P^ 
P3  P4  con  convenienti  pesi,  purché  i  quattro  punti  non  giacciano 
in  un  piano.  Infatti,  se  V{x  y  z)  è  dato,  abbiamo  le  quattro  equa- 
zioni 

m^Xi  +  wigO;,  -f-  m^X;^  -\-  m^x^  =  Ux^ 

mj^,  +  m^z^  +  mg^g  +  m^z^  =  hz, 
m^     +  ^j     +  ^3     +  ^4     =  ^» 

le  quali  individuano  i  rapporti  delle  quantità  incognite  m,  m,  mg  m^ 
(e  ft). 

I  rapporti  di  tre  delle  quantità  m^  m^  m^  m^  alla  rimanente  pos- 
sono perciò  assumersi  come  coordinate  dei  punti  dello  spazio  ;  e 
tutte  quattro  le  quantità  costituiscono  le  coordinate  baricentriche 
omogenee  dei  punti  dello  spazio,  riferiti  a  un  tetraedro  PjPgPgP^. 

Esercizio  1.  Perchè  un  punto  P  sia  il  baricentro  di  più  punti  P^  Pj . . .  coi  pesi 
m^  W2 . . .,  basta  che  le  projezioni  di  P  secondo  tre  giaciture  diverse  (non  parallele 
ad  una  stessa  direzione)  sopra  tre  rette  (distinte  0  no)  siano  rispettivamente  i  bari- 
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centri  delle  projezioni  di  P^  Pg  . . .  coi  pesi  mi  »^ . . .  Allora  lo  stesso  avverrà  per  le 
projezioni  secondo  ogni  giacitura  e  sopra  ogni  retta. 

Se  poi  Q  è  un  punto  qualunque,  e  sulle  QP^  QPj . . .  QP  ai  portano  segmenti 
proporzionali  a  w^.^P^,  m,.QPg, . . .,  — (m,  4-  *»«  +  •  •  OQ^»  ^^  segmenti  equipol- 
lenti ad  essi  si  può  formare  un  poligono  chiuso. 

Es.  2.  Le  coordinate  baricentriche  omogenee  di  un  punto  sono  proporzionali  alle 
distanze  del  punto  dalle  facce  del  tetraedro  dei  quattro  punti  di  riferimento,  molti- 
plicate per  le  aree  delle  facce  stesse;  ecc. 


Relazioni  angolari,  distanze,  angoli. 


§  04.  Sia  r  una  retta  per  Torigine  di  tre  assi  x  y  i.  Scelta  la 
direzione  positiva  sulla  r,  sia  P  un  punto  qualunque  della  retta, 
p  =  OP  il  vettore  di  P  ;  e  siano  x  =  OA,  y  z=  AF,  ^  =  PP  le  coordi- 
nate di  P. 

La  proiezione  normale  di  OP  su  qualunque  retta  è  egpuale  alla 
proiezione  della  spezzata  OAFP  ;  onde  projettando  successivamente 
su  xyz,  abbiamo  le  equazioni 

Ìpcosxr  z=  X  -\-y  cosxy  -|-  z  cosxa, 

pcosyr  =  X  cosyx  +  y  -|-  ^cosyz, 

pcoszr  =  ojcoszx  -f-  y  coszy  +  ^  5 

e  projettando  sulla  r  abbiamo  Tal  tra 

[2]  p  =  a?cospx  -j-  j/cospy  +  ;a;cosrz. 

Sostituendo  nella  [2]  i  valori  di  cosrx  cosry  cosrz  tratti  dalle  [1], 
troviamo 

p«  =  x(x  +  y  cosxy  -)-  jjcosxz)  -^  j/(a? cosyx  +  y  +  ;8:cosyi) 

-j-  z(xcoszx  +  y  coszy  -|-  z), 
ovvero 

[31    p*  =  0?'  +  2/*  +  ^*  +  ^y  cosxy  +  2xz  cosxz  +  2yz  cosyz  ; 

formola  che  dà  il  quadrato  del  vettore  di  un  punto,  espresso  me- 
diante le  coordinate  del  punto. 


i 


127  — 


Le  [1]  e  la  [2]  formano  un  sistema  di  quattro  equazioni  lineari 
omogenee  in  pocy  z^  e  soddisfatte  da  valori  non  tutti  nulli  di  queste; 
quindi  è 


[4] 


1 

cosrx 

cosrjr 

cosrz 

cosxr 

1 

cosxy 

cosxz 

cosyr 

cosyx 

1 

cosyz 

coszr 

coszx 

coszy 

1 

=  0. 


Questa  è  la  relazione  fra  1  coseni  degli  angoli  di  una  retta  r  con 
i  tre  assi.  Essa  sussiste  anche  se  r  non  passa  per  l'origine  ;  poiché 
per  angolo  di  due  rette  sghembe  si  definisce  Tangolo  (costante)  delle 
loro  parallele  uscenti  da  un  punto.  Si  può  anche  riguardare  questa 
relazione  come  quella  che  passa  fra'  mutui  angoli  di  quattro  rette 
di  una  stella  o  comunque  situate  nello  spazio. 

Risolvendo  le  tre  equazioni  |1]  rispetto  a  a?  :  p,  j/  :  p,  -sr  :  p,  tro- 
viamo 


[5j 


X 


y 


cosxr 

cosxy 

cosxz 

1 

cosxr 

cosxz 

cosyr 

1 

cosyz 

cosyx 

cosyr 

cosyz 

coszr 

coszy 

1 

coszx 

coszr 
P 

1 

1 

cosxy 

cosxr 

1 

cosxy 

cosxz 

cosyx 

1 

cosyr 

cosyx 

1 

cosyz 

coszx 

coszy 

coszr 

coszx 

coszy 

1 

sen'xyz 


Sia  r'  un'altra  retta.  Projettando  su  r'  il  segmento  OP  e  la  spez- 
zata OàFP,  abbiamo  la  nuova  equazione 


[6] 


pcosr'r  =  ojcosr'x  +  7/cosr'y  -f  ^cosr'z  ; 


la  quale  con  le  [1]  porge 


cosr'p 

cosr'x 

cosp'y 

cosr'z 

cosxr 

1 

cosxy 

cosxz 

cosyr 

cosyx 

1 

cosyz 

coszr 

coszx 

coszy 

1 

=  0. 
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In  questo  determinante  cosr'r  è  moltiplicato  per  sen^xyz,  e  quindi 
avremo 

0        cosr'x    cosr'y     cosr'z 

cosxr         1         cosxy      cosxz 

cosjrr     cosyx         1         cosyz 

coszp     coszx     coszy         1 


[7]         cosr'r  sen'xyz  z=  — 


equazione  che  dà  il  coseno  dell'angolo  di  due  rette  r  p',  espresso  me- 
diante i  coseni  dei  loro  angoli  con  gli  assi. 

Onde  le  due  rette  sono  ortogonali,  se  è  nullo  Tultimo  determi- 
nante. 

Se  P(a?  y  z),  P'(^'  |/'  z^)  sono  punti  di  due  rette  p  p'  per  0,  e  se 
OP  =  p,  OP'  =  p';  si  ha  dalla  [6]  e  dalle  [1]  applicate  alla  t\ 

pp'cospp'  =  x[x'  +  2/' cosxy  -|-  ai'cosxz)  +  y(a?' cosyx  +  y'  +  ^'cosyz) 

+  z(x'gos%tì  -j-  y' coszy  -|-  z*) 
ossia 

[8]  pp'cospp'  =  xx^  +  2/1/'  -\-  ^^' 

+  (ocy'  +  afy)co&xj  -{-  (xz^  -j-  a?';2;)cosxz  -\-  (yz^  4-  |/'^)cosyz. 

Quando  gli  assi  sono  ortogonali,  le  esposte  relazioni  si  semplifi- 
cano (poiché  cosxy  =  0,  .  . .),  e  divengono 


[3'] 
[4'1 

[S'I 
[7'J 
[8'] 


p  cosxr  =  0?,     pcosyp  =  |/,     pcoszpi=z, 

p*  =  a;*  +  2/*  +  ;3*, 

cos'xr  -|-  cos*yr  +  cos^zr  =  1, 


X 


cosxr 


y    _■ 

cosyr         coszr 


cospp'  =  cosxpcosxp'  -{-  cosyp  cosyr'  -\-  coszp  coszp', 
pp'  cospr'  =  xx^  +  yy*  +  -23'. 


[C5'  I  pp  cospr  =  XX'  -\-  yy  -f-  zz\ 

Queste  relazioni  sono  di  uso  frequente.  Si  aggiunga  la  seguente: 

1  cnspp' 


sen*rr'  = 


cosp'p        1 
cos'xp  4"  cos'yr  -{-  cos'zr,      cosxrcosxr'  -|-  cosyroosyr*  +  coszpcoszp' 

cosxp'cosxp  +  cosyp'cosyr  -{-  coszr'coszp,    cos*xr'  +  cos^yr'  +  cos^zr' 
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ovvero 

[9]         sen'rr'  = 

od  anche 

sen*rr'  — 

cosxr  cosjT 
cosxr'  cosyr' 

cosxp     cosyp     coszr 
cosxr'    cosyr'     coszr' 


+ 


COSXP 

COSZP 

+ 

cosxr' 

coszr' 

cosyp 
cosyr' 


coszr 

COBZP' 


Se  Fi(^i  Vi  z^)^  Pt(^8  Vt  ^s)  sono  due  punti  di  una  retta  qualunque 
r,  le  projezioni  del  segmento  P^P,  sugli  assi  x  y  z  secondo  i  piani 
y«  zx  xy  sono  a?,  —  a?^,  y^  —  y^,  z^—-  z^;  e  queste  sono  anche  le  pro- 
jezioni sugli  assi  di  un  segmento  equipollente  a  P^P,  e  uscente  dal- 
Torigine  0.  Quindi  è  lecito  in  tutte  le  precedenti  relazioni  mutare 
xy  z  in  x^  —  a?i,  y^  —  y,,  z^  —  z^  e  p  in  PiP«,  conservando  gli 
angoli. 

Ci  dispensiamo  dallo  scrivere  le  nuove  relazioni.  Solo  notiamo 
la  seguente,  che  dà  la  distanza  di  due  punti,  e  che  si  deduce 
dalla  [3]: 

[10]         P,P,*  =  (X,  -  x,r  +  (y,  -  y,)'  +  {z,  -  z,)^ 

+  2(07,  —  x^)  (y,  —  yjcosxy  -\-  2(07,  —  07j  (-2;,  —  ;af Jcosxz 

+  2(2/,  —  y^)  (z^  —  5 J  cosyz, 

e  in  assi  ortogonali 


[IC] 


P,P,*  =  {X,  -  X,)'  -f  (y,  -  y,Y  +  {z,  -  z,)\ 


Analogamente  :  nella  [8]  p  p'  possono  indicare  due  segmenti  su 
due  rette  qualunque  p  p',  e  xy  z^  x'  y'  z'  le  projezioni  di  questi 
segmenti  sulle  tre  rette  x  y  z. 

I  65.  Il  secondo  membro  della  [3]  è  una  ("*)  forma  quadratica 
di  X  y  z,  che  incontreremo  sovente,  e  che  perciò  indicheremo  con 
0(x  y  z). 


(*)  Una  funzione  algebrica  razionale  intera  omogenea  di  più  variabili  dicesi  forma 
algebrica  dì  quelle  variabili.  Secondochè  le  variabili  sono  due,  tre,  ecc.,  la  forma  dì- 
cesi  bmariOj  ternaria^  ecc.  E  secondochè  il  suo  grado  nelle  variabili  è  uno,  due,  tre, 
ecc.,  la  forma  dicesi  Untare,  quadratica,  cuìnca,  ecc. 


B.  D*Otidio  —  Forme  geometricho  fondamentali. 


9 
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I  secondi  membri  delle  [1]  sono  forme  lineari  di  xy  z\  e  sic- 
come esse  sono  le  semi-derivate  parziali  della  ^(x  y  z)  rispetto  a 
xy  z,  così  le  indicheremo  con  <J>Ja? y  z)^  ^^(x  y  z),  ^^(x  y  z). 

Insomma  porremo 

0(a?  y  z)  =x*  -{-y^  -\-  z*  -\-2xyco6xj  +  2a?-2roosx«  -j-  2yzcosjZy 

0^(0?  y  z)  =  x  -{-  j/cosxy  +  ;2?cosxz, 
<t>^(x  y  z)  =i  a?cosyx  +  y  -\-  zcosy^, 
<J>3(^  y  z)  =  a?cos2x  +  ycoszy  +  z. 

Quindi  le  [1]  potranno  scriversi 

pcosxr  =  (t>^(xy  z)y  pcosyr  =  0,(0?  y  z)^  p cosar  =  03(0?  y  2r), 

e  la  [3] 

p«  =  0(07  y  z), 
e  la  [10] 

P,P,«  =  0(07,  —  0?,,  y^  —  y,,  z^  —  z^). 

II  secondo  membro  della  [8]  è  una  forma  bilineare  Ai  x  y  z  e 

fx  y  z\ 
x'y'  z'.   Noi  l'indicheremo  con  0     ,   .   ,   ,  cioè  porremo 

\x'  y'  z'J 

(X  y  z\ 
\z=xa/  +  yy'  +  zz' 
x'  y"  z^l 

+  (xy^  +  xfy)  cosxy  +  (07^  +  07^^)  cosxb  +  (y^  -f-  y^z)  cosyi  ; 
ed  è  facile  verificare  che  si  ha 

\x'y':^l         \x  V  z  I'       \x  y  z  I         ^     "     " 


C!oD  questo  la  [8]  diviene 


pp'cosrr' 
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Un'altra  forma  ternaria  quadratica  che  ci  occorrerà  sovente  è 


0 

u 

V 

w 

u 

1 

cosxy 

cosxz 

V 

cosyx 

1 

cosyz 

w 

coszx 

coszy 

1 

^(U  t?  M?)  =  — 


che  si  sviluppa  in 

V(u  vu))  =  (l  —  cos*yz)u*  +  (1  —  coB*xa)t?*  +  (1  —  C08*xy)M?* 

+  2(co8x«  cosyz  —  co8xy)ut?  +  2(co8xy  coszy  —  cosxz)uu? 
+  2(cosyx  coszx  —  cosyz) tno. 

Denotando  con  ir]l  ì  piani  yz  zx  xy,  e  con  x'  y'  z'  le  rette  normali 
per  0  a  questi  piani,  otteniamo  (§  58) 

V(ut?u?)  =M*sen*y«  + v*sen*zx  -t-w?*sen'xy-f-2t*t?senyzsenzxcos5r| 
+  2tn(?senzxsenxycosTii:  +  ^^^  senxysenyzcosZg 
=  w*sen*yz  +  .  . .  +  2ut?senyzsenzxcosx'y'  + . . . 

Indicheremo  con  ^^(u  v  u?),  Vj(u  v  m?),  ^^(u  v  w)  le  semiderivate 
parziali  della  V(u  v  w)  rispetto  b,  uvw. 
E  considereremo  anche  la  forma  bilineare 


VI 


0 

u' 

V' 

to' 

u 

V 

1 

cosyx 

cosxy 

1 

cosxz 
cosyz 

w 

coszx 

coszy 

1 

=  (1  —  cos*y«)wu'  +  . . .  +  (cosxz  cosyz  —  cosxy)  (ut?'  +  u'v)  +  . . . 
=  uu' sen*yz  +  •  • .  +  (uv*  -\-  u't?)  senyz  senzx  cosEn  +  . . . 
=  uu!  sen*y»  -{-...+  {uv*  +  u'v)  senyz  senzx  cosxY  +  .  •  •  ; 

per  la  quale  si  verilSca  similmente  che 

fu  V  w\         (u'v'to'\        fu  V  w\         ,  . 

\wv^w  j         \u  V  wj        \u  V  w) 
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Con  Taiuto  di  queste  notazioni,  la  [4J  diviene» 


e  la  [7] 


V(co8rx  cosrjr  cosrz)  =  sen*xyz, 


1  /cosrx   cosry   cosrz 

cosrr'  =  — 5 —  \u{  , , 

sen'xyz  ^  \^cosr'x  cosr'y  cosr'z/ 


e  le  [5]  si  riducono  a 


X 


^^(cosrx  cosry  cosrz)       VjC^osrx  cosry  cosrz)        M'3(oosrx  cosry  cosrz) 

_,       P 

sen-'xyz  * 


Esercizio  1.  Si  ha 


onde 


X  cosxx'  =  p  cosrx',  ycosyy'  =  pcosry',  £rcoszz'  =  pcosrz'  ; 

_  cosrx'     cosry'     cosrz'    ^ 
^         ^       cosxx'     cosyy'     coszz' 

=  senryz  :  senrzx  :  seorxy  :  senxyz 

_  senrE     senni     senrZ     - 
""  senxH  *  senyyj  *  senz2[ 
Es.  2.  Se  si  pone 

<|)'(x  y  z)  =  rc^  4- . . .  +  2icycos'x'y'  +  ...=:  a;'  +  ...  +  2xyeMlr\  +  .  • . ,  ecc., 

la  relazione  [4]  può  scriversi 

.  0'(oo6rx  senyz,  cosry  senzx,  cosrz  senxy)  =  sen^xyz, 

e  la  [7] 

(cosrx  senyz,  cosry  senzx,  cosrz  senxy 
cosr'x  senyz,  cosr'y  senzx,  cosr'z  senxy. 

Es.  d.  Nel  piano  punteggiato  e  in  coordinate  cartesiane,  si  presentano  due  forme 
quadratiche  analoghe  alle  due  qui  introdotte,  cioè 

Q        u         V 
u        1      cosui 
V      cosui      1 

n  lettore  ne  &ccia  applicazione,  con  la  scorta  del  §  30. 

Es.  4.  Per  due  coppie  di  punti  nello  spazio  PF'  e  QQ',  si  ha  {Carnoi) 

0  1         1 
2PP'.  QQ' cos(PP',  QQ')  =    1    PQ*    PQ'« 

1  P'Q«    F'Q" 


^'  +  y'  +  2a:ycosui,  — 


tt'  4- 1?'  —  2IWC0SUI. 
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Area  del  triangolo. 

%  66.  Siano  P^ììt^  y^  z^),  P,(a?,  y^  ^,),  ^s(x^  1/3  ^3)  i  vertici  di  un 
triangx>lo.  Projettiamoli  secondo  x  sul  piano  yz  in  B^  B,  B3.  Se  x'  y'  z' 
sono  le  normali  per  0  ai  piani  yz  zx  xy,  è  evidente  che  i  due  trian- 
goli B^B^By  PiP^Pg  hanno  la  stessa  projezione  secondo  x  sul  piano 
y'z',  cioè  la  stessa  projezione  normale  su  yV;  onde  questa  proje- 
zione è  espressa  (§  54)  cosi  da  B^BgBgCOsxx'  come  da  P^P^PgCosxr, 
se  r  è  la  normale  al  piano  P^P,P3;  e  quindi 

BjBjBjCOSxx'  =  P^PjPgCOSxr. 

Ma  nel  piano  yi  le  coordinate  dei  vertici  del  triangolo  B^B^Bg  es- 
sendo (Vi  z,),  (l/a  ^«)i  {y^  ^3)1  possiamo  applicare  la  formola  del  trian- 
golo nel  piano  punteggiato,  ed  abbiamo 


»i 


B,B,B3  =  Jsenyz 


sarà  dunque 


Vi    ^i     1 
Pi    2;,     1 

1/3    ^3     1 


=  i  (!/i«4l)senyz  (per  brevità)  ; 


(l/i2tl)senyzcosxx'  =  2F^F^F^  cosxr; 


e  ricordando  (§  58)  che  senyzcosxx'  =  senxyz, 


e  per  analogia 


2P4P,Pg  cosxp  =  (PiZ^l)  senxyz  ; 


2P|P,P3  cosyp  =  {z^ 07, 1)  senxyz,  2P4P,P3  coszr  =  (x^y^  1)  senxyz. 

Sostituendo   queste    espressioni   di  2P4PjP3COsxp ,   2P4P,P3Cosyp, 
2P^PsP3008sr  nel  determinante  [4] -§64,   dopo  averne  moltiplicata 

la  !•  orizzontale  e  la  1*  verticale  per  — i-^~2    otteniamo 

*^        senxyz  ' 


*^^f  (vi-^*!)  (^i«?.i)  (a^iy.i) 

{yi  ^1  1)  1.  cosxy   cosxz 

{z^  x^l)  cosyx  1     cosyz 

(^i  Vt  1)  coszx  coszy     1 


=  0; 
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ed  estraendo  il  1"*  elemento  da  questo  determinante,  troviamo 


4(P,P,P3)*  =  - 


0 

{Vi.  ^1 1) 

(Z^  Xt  1) 

(dJ,  y^  1) 

(Vi  Zi  1) 

1 

cosxy 

cosxz 

{Z,  07,  1) 

cosyx 

1 

cosyz 

K  y*  1) 

cossx 

cossy 

1 

dalla  quale  equazione  si  ricava  Tarea  del  triangolo  PiP^Fs  espressa 
mediante  le.  coordinate  de'  vertici. 
Può  scriversi  anche  (§  66) 

4(P,P,P3)*:=Ui((y,  ^,1)    {z,x^\)    (co,y,\)). 

Nell'ipotesi  di  coordinate  ortogonali,  si  ha  immediatamente 

P.PjPjCOSxr  =  D,D,D3  =  Kl/,  z^  1), 
P.P^PgCOsyr  =  K^,  x^  1), 
PjPjPjCOSzr  =  K^,  j/,1); 

quadrando  e  sommando  queste  tre  eguaglianze,  e  ricordando  che 


troviamo 


cos'xp  -|-  cos*jrp  +  costar  =  1, 
4(P,P,P3)^  =  {y,  z,  \r  +  (^i  ^,  ir  +  (^i  i/t  1)*. 


Si  noti  l'analogia  fra  la  formola  che  nello  spazio  punteggiato 
esprime  Tarea  del  triangolo  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei 
vertici,  e  la  formola  che  nel  piano  (od  anche  nello  spazio)  punteg- 
giato esprime  la  distanza  di  due  punti  mediante  le  coordinate  car- 
tesiane dei  due  punti. 

Esercizio.  Se  Qi  {x  y  z),   Qj  (^  V'  ^)»   Qa  (^'  tf"  ^1  ^^^^  i  vertici  di  un  altro 


triangolo,  si  trova  analogamente,  scrìvendo   (ys^l)  in  luogo  di 


y 

g 

1 

y 

s^ 

1 

y" 

«" 

1 

f  ecc.  • 


4  P^P^j.  (t,<t,(t,co8(P,P,P3,  Q,Q,Q3)  =  V 

(y/1)  (ir*-!)   (asyi)/ 
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Per  assi  ortogonali 

4P,P^3.QtQ2Q3Cos(P,P8P3,  q^As) 

^i  —x-s    y^  —  2/3 
ajg  —  aJs    y2  •"  ys 


, . . . ,  il  2*  membro  di  qnest^nltima  relazione 


X  —  af'     y  —  y"    z  —  s^' 


Poiché  (a?]y2l)  = 

si  trasforma  in 

a?i  —  X2    y\  —  5^3    ^i  —  Z2 

«j  —  a;s    y«  —  ys    ^2  —  ya 
e  moltiplicando  per  orizzontali  diviene 

P.PsQiQs cos(P,P3,  QiQs)     P2P3 ièiQa cosCPjPs,  QiQ,) 

PlPaQsQa  C08(PiP3,  QjQg)   P^Ps  QjQs  C09(PjP3,  Q2Q3) 

e  quindi  (§  65,  Es.  4) 

P.Q3»  +  PaQi*  -  PiQi^  ~  PaQa*    P2Q3*  +  P3Q,»  -  PtQi*  -  PsQs» 

PiQa'  +  P3Q2*  -  P1Q2'  -  PaQa*    P2Q3»  +  P3Q2*  -  PaQa'  -  P2Q2* 

dunque  finalmente  {BeUaviUs^  Staudt,  Sylvester) 


1 
7 


16  P,P,P3 .  QiQjQa  cosCPjP^Pg,  QiQeQs)  ==  - 


1 


1 


1     PiQi»    PiV    PiQa' 
1    P,Q,«    P,Q,«    P,Q3« 

1       P.Q,»      PsQ,»      P3Q3* 


Volume  del  tetraedro. 


S  67.  Siano  À  B  C  D  i  vertici  di  un  tetraedro,  e  ìndichi  ÀBGD  il 
numero  che  misura  il  volume  del  tetraedro  rispetto  a  una  certa 
unità  di  volume.  Per  un  osservatore  disposto  lungo  lo  apigolo  AB 
col  capo  in  A  e  i  piedi  verso  B,  la  direzione  CD  potrà  apparire 
destrorsa  e  sinistrorsa;  e  noi  nel  primo  caso  assumeremo  il  numero 
ABOD  positivo,  nel  secondo  negativo  (0  viceversa).  Da  questa  con- 
venzione segue  immediatamente 

ABCD  =  —  ABDC  =  —  BACD  =  BADO  , 
e  ABCD  =  ACDB  =  ADBC  ; 


i  chiaro  che  a  quelle  12  permutazioni  di  A  B  C  D  che  sono  della 
classe  di  ABCD  corrisponde  uno  stesso  Eeg:Do,  e  alle  12  permuta- 
zioni dell'altra  classe  corrisponde  il  segno  opposto. 

Questa  convenzione  mostra  che,  se  un  vertice  passa  da  una  al- 
Taltra  banda  del  piano  della  faccia  opposta,  il  segno  del  volume 
muta;  e  se  il  perimetro  di  una  faccia  si  percorre  in  verso  opposto, 
ancora  il  segno  muta.  Quindi  nell'applicare  il  teorema  <  la  misura 
del  tetraedro  è  la  terza  parte  del  prodotto  delle  misure  di  una 
faccia  e  dell'altezza  corrispondente  »,  noi  dobbiamo  dare  ai  due  fat- 
tori il  segno  che  loro  compete,  per  poter  poi  porre  iu  relazione, 
quando  occorra,  vari  tetraedri. 

Siano  8  A  B  C  i  vertici  di  un  tetraedro,  n  b  o  le  rette  cui  appar- 
tengono  gli  spigoli  SA  SB  SC,  e  a'  b'  e'  le  normali  per  8  ai  piani 
bo  ea  ab,  giusta  le  convenzioni  del  §  58. 

Il  volume  del  tetraedro  SABC  è  la  terza  parte  del  prodotto  del- 
l'area del  triangolo  SAB  per  la  distanza  fra  C  e  il  piano  SAB;  ora 
quell'area  vale  iSA.SBsenab,  e  quella  distanza  vale  SC cosce'; 
dunque 

SABC  =  1  SA.SB.SO  senab  cosec. 
Analogamente 

SBCA  =;  I  SB.8C.SA  aenbc  cosa»-, 

SCAB  —  i  SC.Si.SBsenoacosbb'. 

Ma  SABC  =  SBCA  =  SCAB;  quindi  rimane  dimostrata  altrimenti  la 
proposizione  : 

eenab  cosco'  =^  senbo  cosa»'  =  senca  cosbb'. 


già  data  nel  %  58.  La  presente  dimostrazioue  ha  il  vantaggio  i 
tener  conto  anche  dei  segni  dei  seni  e  coseni  che  Sgurano  nell'e- 
DUQoiato. 
La  medesima  proposizione,  applicata  al  triedro  o'bV,  porgOj 


4 

lenti  la 

rgiooi   I 


senb'o'oosa'a  :=  senoV  cosVb 


e  quindi  dividendo  membro  a  membro  risulta 
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ovvero 


senab senbc  senoa 

senap       BenPx        senTa 


oon  ohe  il  teorema  dei  seni  esposto  al  §  58  rimsDe  dimostrato 
anche  quando  si  tien  conto  dei  segni  dei  vari  seni. 
Da  queste  relazioni  segue  poi 

SÀBC  =  \  SÀ.SB.SG.senabo. 

Cerchiamo  ora  il  volume  del   tetraedro,  date  le  coordinate  dei 

vertici  Pi(a?iyiO,  Pi(a?«!/i*iK  ^'3(^8  2/3  «sX  P*  (^4  2/4^4)- 

Prendiamo  per  base  del  tetraedro  il  triangolo  PiP^Ps,  e  per  altezza 
la  distanza  fra  il  vertice  P4  e  il  piano  del  triangolo.  Questa  distanza 
è  la  projezione  normale  del  segmento  P^P^  sulla  direzione  r  normale 
a  quel  piano,  e  quindi  vale  (§  65) 

(a?4  —  x^  cosxp  -\-  (y^  —  yj  cosyr  -\-  (z^  —  -3:,)  coszr. 

Moltiplicandola  per  PiPtP»,  si  ha  il  triplo  del  volume  del  tetraedro; 
dunque  SP^P^PgP^  varrà 

'(a?4— a?,)P,P,P3  COSXP + (y,  —  i/JP.PjPj,  cosyr  -f-  {z^  — ^JP^P^P,  coszr. 

Qui  sostituendo  a  PjPjPaCosxr,...  le  loro  espressioni  trovate  nel 
§  66,  risulta  6  P^P^PgP^  espresso  da 

senxyz  j(a?,  —  x,)  (f/^z^l)  +(1/4  —  2/1)  (^ì^ì1)  +  (^4  —  ^iX^iI/»!)!» 


ovvero 


P^PjPyP^  =  —  i  senxyz 


X» 
X, 


Vi 
Vi 


1 
1 
1 


—  ^1     Va  —  2/1     ^4  -  -1     0 


o  infine 


PiPjPaP*  =  —  è  senxyz 


che  è  la  formola  cercata. 


^'^i  Vi  ^1  i 

oot  1/4  z^  1 

*^3  2/3  ^d  ^ 

^4  2/4  -4  1 


^1 


;f 

•  • 
f 


I 


:; 


i>  Id 


i 
i! 
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ÀDuullando  il  volume  del  tetraedro,  si  ritrova  la  condizione 
perchè  quattro  punti  stiano  in  un  piano. 

Il  volume  del  tetraedro  che  ha  per  vertici  l'origine  0  e  tre  punti 
P^  P,  P3  è  espresso  da 


OP^PjPg  =  i  senxyz 


^i    2/1    Zi 
x^    2/»    z^ 

*^3       Vz       ^9 


> 

I 


Si  noti  l'analogia  della  formola  che  esprime  il  volume  del  te- 
traedro nello  spazio  punteggiato  mediante  le  coordinate  cartesiane 
dei  vertici,  con  la  formola  che  esprime  l'area  del  triangolo  nel 
piano  punteggiato  mediante  le  coordinate  cartesiane  dei  vertici  ($  31), 
e  con  la  formola  che  esprime  la  distanza  di  due  punti  in  una  retta 
punteggiata  mediante  le  ascisse  dei  due  punti. 


Esercizio  1.  Per  due  teme  di  rette  abo  pqr  si  ha  la  relazione  (Staudt) 


senabcsenpqr  = 


cosap  cosaq  cosar 
cosbp  cosbq  cosbr 
coscp     coscq     coscr 


Si  può  dimostrare  supponendo  le  sei  rette  passare  per  rorigine  0  di  tre  assi  orto- 
gonali X  y  z  :  allora  senabc  misura  il  sestuplo  volume  del  tetraedro  che  ha  un  ver- 
tice in  0  e  gli  altri  tre  vertici  suUe  a  b  e  a  distanza  1  da  0 ,  i  quali  vertici 
avranno  per  coordinate  i  coseni  delle  a  b  e  con  gli  assi;  sicché 


senabc 


cosax  cosay  cosaz 
cosbx  cosby  cosbz 
coscx     coscy    coscz 


,  senpqr  = 


cospx    cospy    cospz 
cosqx    cosqy    cosqz 


cosrx     cosry    cosrz 


moltiplicando,  ed  osservando  che 


♦■• 


cosax  cospx  4-  cosay  cospy  -f  cosaz  cospz  =  cosap,  ecc.» 

si  ottiene  la  relazione  enunciata. 

Es.  2.  L*analogo  determinante  per  due  quaterne  di  rette  è  nullo.  Infatti,  quel 
determinante  di  i'^  ordine  si  può  considerare  come  U  prodotto  per  orizzontali  di  due 
matrici  a  4  orizzontah'  e  S  Terticali. 
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Es.  3.  Per  due  tetraedri  sì  ha 


288.P,P,P3P,.Q,Q,Q3Q,= 


0 
1 
1 
1 
1 


1 


1 


1 


PiQi'  P1Q2'  P.Q3'  P,Q4* 

PiQi»  P2V  P2Q3*  P.(Ì4» 

PsQi'  P3V  P3P8'  P3Q4' 

P4Q1'  PlQs'  P4Q3'  P4Q4» 


Si  dimostra  in  modo  analogo  all'Es.  5  §  81. 
In  particolare 


1 


1 


1 


1 

0        PjP.»    P.P3» 

PiP*' 

288(P,P,P3P,)»  = 

1 

PA'       0        P,P,' 

P.P4' 

1 

PsP.»    P3P,»       0 

PsP*' 

I 

P4P,«      P«P,«      P4P3» 

0 

Es.  4.  n  determinante  analogo  a  quest'ultimo,  formato  per  cinque  punti  dello 
spazio,  è  nullo;  il  che  dà  una  relazione  fra  i  quadrati  delle  mutue  distanze  di  cinque 
punti  [Cayley). 


Trasformazione  di  coordinate. 


§  68.  Siano  ocy  z  \e  coordinate  di  un  punto  rispetto  a  tre  assi; 
e  siano  X  Y  Z  \e  coordinate  dello  stesso  punto  rispetto  a  tre  nuovi 
assi  paralleli  ai  primitivi,  e  passanti  per  quel  punto  che  ha  per 
coordinate  ai) e  rispetto  ai  primitivi  assi.  Si  ha  manifestamente 
(come  al  %  32) 


11] 
e  viceversa 


xz=:  X-\-a^     y  z=z  Y  -^-b^     z  =:  Z -\-  e  \ 


X=x  —  a,     Y 


-  &,      Zz=i 


*a    ~~~   C» 


Siano  invece  x  j 


X  V  7.  due  terne  di  assi  aveuti  la  stessa  ori- 
gine 0;  e  le  coordinate  di  un  punto  P 
siano  ce  V  z  rispetto  alla  prima  terna, 
A'  Y  Z  rispetto  alla  seconda.  Tracciate 
le  due  apezzate  OAFP  OA'F'P,  che 
hanno  i  lati  misurati  rispettivamente 
dalle  coordinate  ù:  y  z  e  X  V  Z;  sap- 
piamo che  le  projezioni  normali  delle 
due  spezzate  su  una  retta  qualunque 
sono  eguati.  Se  i'  j' z'  sono  le  normali 
per  0  ai  piani  jt  z\  \j,  projettando  su 
esse  avremo 


ìTCOSXX 

= 

A'cosXx' 

T 

ycosYx 

-\-  ZcosZs'. 

ycosjj' 

= 

.YcosXjr 

+ 

3'cosTj' 

+  ^cosZy'. 

5C0S7Z' 

— 

.VcosXr' 

■h 

l'COSTz- 

+  2cosZ«'; 

I 


le  quali  equazioni  costituiscono  la  sostituzione  atta  ad  esprimere 
x  y  z  mediante  X  Y  Z  (*). 

Che  se  la  2'  terna  di  assi  qui  considerata  avesse  invece  per  ori- 
gine il  punto  [a  h  e),  basterebbe  nei  secondi  membri  delle  [2]  ag- 
giungere a  b  e;  come  provano  le  (1|, 

Le  sostituzioni  ora  trovate  pel  passaggio  da  un  sistema  di 
coordinate  cartesiane  ad  un  altro,  sono  lineari;  e  però  mediante 
esse  ogni  funzione  di  a;  y  :  si  trasforma  in  una  funzione  di  ,Y  Y  Z, 
di  forma  in  generale  diversa  dalla  prima  ;  ma  (come  al  §  'SS.)  è 
chiaro  che,  se  la  prima  funzione  è  di  un  certo  grado  ia  X  y  z,  li 
seconda  san\  dello  stesso  grado  in  X  l' Z. 

I  nove  coefficienti  di  X  Y  Z  nelle  equazioni  [2]  non  sono  indi- 
pendenti; poiché  i  tre  coelficienti  di  X,  essendo  1  coseni  degli  an- 
goli delta  retta  X  con  le  -x'  f  z\  sono  legati  da  una  relazione 
analoga  alla  [4]  §  64  applicata  a  X,  e  quindi  dipendono  da  due 
soli  parametri  indipendenti;  e  lo  stesso  dicasi  dei  tre  coefficienti 
di  F  e  dì  quelli  di  Z.  Onde  la  sostituzione  [2]  dipende  da  sei  pa- 
rametri arbitrari. 


(*)  Indìcaudu 
mtri>durre  de'  sei 


m  ir\l  i  pialli  yz  x\  xy,  nelle  [2j  ìdv6ì«  dei   cownì  si  (MaMM 
,  tìsseado  coasx'  ^=  scnsE.  fosXs'  =  senX£,  i 


J 
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E  ovvio  il  caso  che  cosi  i  primitivi  come  i  nuovi  assi  siano  orto- 
gonali. Allora  x'  y'  z'  coincidono  con  x  y  a,  e  le  [2]  divengono 

X  =  XcosXx  +  FcosYx  -f-  j^cosZx, 
[3]  y  =  JTcosXy  -[-  rcosYy  +  j^cosZy, 

z  =  XcosXz  +  FcosYb  -f-  jg'cosZ». 

Fra  i  nove  coseni  che  qui  entrano  passano  molte  relazioni.  In- 
fìatti,  riferendo  ciascuna  delle  X  T  Z  ai  tre  assi  ortogonali  x  y  z,  si 
ha  (S  64) 

cos'Xx  +  cos*Xy  -\-  cos*Xz  =  1, 

cos'Yx  +  cos*Yy  -\-  cos* Yz  =  1 , 

COS*Zx  -f    cos'Zy  -f-  cos*Zz  ==  1  ; 

ed  essendo  le  X  Y  Z  mutuamente  ortogonali,  si  ha 

cosYx  cosZx  +  cosYy  cosZy  +  cosYz  cosZz  ==  0, 
cosZx  cosXx  -|-  cosZy  cosXy  -j-  cosZz  cosXz  =  0, 
cosXx  cosYx  -f  cosXy  cosYy  -j-  cosXz  cosYz  =  0. 

Del  pari,  riferendo  ciascuna  delle  x  y  z  agli  assi  ortogonali  X  Y  Z, 
si  ha 

cos*xX  +  cos*xY  -j-  cos*xZ  =  1 , 

cos*yX  -j-  cos*yY  4-  cos*yZ  =  1, 

COS*zX  +  COS^zY   +  C08*zZ  rr=  1  ; 

ed  essendo  le  x  y  z  mutuamente  ortogonali,  si  ha 

cosyX  coszX  -j-  cosyY  coszY  -j-  cosyZ  coszZ  =  0, 
coszX  cosxX  -j-  coszY  cosxY  -j-  coszZ  cosxZ  =  0, 
cosxX  cosyX  -f-  cosxY  cosyY  -j-  cosxZ  cosyZ  =  0. 

E  chiaro  che,  di  queste  12  relazioni,  le  prime  6  esprìmono  tutte 
le  condizioni  imposte  e  sono  indipendenti  ;  mentre  le  altre  sono 
conseguenza  di  quelle.  Avendosi  6  relazioni  indipendenti  fra  i  9 
coseni,  la  sostituzione  [3]  dipende  solo  da  3  parametri. 

Esercizio  1.  Se  Torigine  non  sì  cambia  e  i  triedri  xyz  XYZ  sono  egaali  (con- 
groenti},  andie  senza  essere  trirettangolì;  allora  i  piani  rispettivamente  perpendi- 
colari ai  piani  degli  angoli  xX  y  Y  zZ  lungo  le  bisettrici  di  questi  angoli  hanno  co- 
mime  una  retta;  intomo  alla  quale  facendo  rotare  il  triedro  xyz  di  un  certo  angolo, 
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esso  viene  a  coincidere  con  XYZ.  In  qaesto  caso  la  sostituzione  dipende  da  tre  pa- 
rametri, quali  sarebbero  gli  angoli  del  piano  xj  coi  dae  xX  yX  e  Tangolo  di  xX 
con  XY. 

Es.  2.  Quando  si  passa  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali  con  la  stessa  origine  ; 
detta  x^  la  retta  dei  piani  xy  XY,  si  possono  assumere  come  parametri  della  sosti- 
tuzione i  tre  angoli  <p  =  xx^,  i|i  =  Xx^,  e  =  zZ.  Allora  i  triedri  xXx^,  xYXi,... 
forniscono  i  nove  coseni  cosXx,  cosYx,...  in  unzione  di  cp  v  ^  ;  ^  sostituendo,  si  ot- 
tengono le  formole  di  Eulero: 

X  =  X(cos6sen<p  senili  -|-  cosq)  cosmi)  +  F(co8esenq)Cosv  —  cos(p  sentii)  +  ^senOsencp. 
y  =  X(co89cosq)senv  —  sencp  cosqi)  -|-  F(cosecosq)Cosv  +  senq)  senv)  +  ^senS  cosq), 

;?  =  —  XsenOseuMi  —  FsenO  cosy  +  ZcosS. 

Alle  stesse  si  perviene  passando  dagli  assi  x  y  z  a  x^  yi  z,  essendo  nel  piano  xy 
y^  la  normale  a  x^;  poi  da  questi  agli  assi  x^Y^Z,  essendo  Y^  normale  a  x^  nel 
piano  XY;  ed  infine  agli  assi  XYZ;  pei  quali  tre  passaggi  servono  le  formole  del 
§  32  (prima  deUe  [5]  ). 

Es.  3.  La  sostituzione  [2]  trasforma  la  nota  funzione 

ic*  -f  y'  +  «*  -|-  2a;ycosxy  +  2a?-?cosxz  +  2y«cosyz 
nell'analoga 

X»  -f  r*  4-  Z*  +  2XrcosXY  +  2XZcosXZ  +  2rZco8YZ. 
E  la  sostituzione  [3]  trasforma 

a;'  +  y*  +  z^    in    X«  +  Y"*  +  Z». 
Es.  4.  Dicesi  ortogonale  una  sostituzione  lineare  omogenea 

a:  =  a,X  +  ò^r  +  qZ,    y  =  a^X  +  b^Y  +  c^Z,    e  =  a^X -^  b^Y  +  c^Z, 

se  trasforma  ic'  -f  y»  +  -er»  in  X«  +  F*  +  Z\ 
Fra'  9  coef&cienti  passano  molte  relazioni.  P.  es.: 

ai*  +  at>H-a3*  =  l,    6i' +  6.»  +  V  =  1,    q« -f  c,«  +  C3*  =  1, 
«1^1  +  ««^i  +  «3^3  =  0,    aiCi  -^  OtC^-^  asCs  =  0,    6iCi  +  b^  -f  b^^  =  0. 

Da  queste  si  ricava  la  sostituzione  inversa 

X  =  «la;  +  Ojy  +  agiP,     Y  =  b^x  ^  b^  +  b^z,    Z  =  CiX  +  e^  +  (^  ; 
dalla  quale  sì  hanno  le  relazioni  analoghe 

«1*+  V  +  Ci»=:l,    V-f  6,*  +  C8«=l,    a3>  +  V  +  Cs»  =  l, 
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Dicendo  g  il  modulo  della  sostituzione,  si  ha 


H  = 


ai    bi    Cj 

Oj      Òg      Cg 


=  ±1, 


«8       ^      C3 

ògCa  —  63C2  =  Saj,.... 
Es.  5.  In  generale  una  sostituzione  lineare  omogenea 

«r  =  «riyi  +  «r»y2  +  •  •  •  +  «««yn      (per  f  =  1,  2,  .  .  .  n) 

dlcesi  or^OMofe,  se  in  virtù  di  essa  sì  ha  identicamente 

a^i*  +  «2*  +  • . .  +  a?,*  =  yi'  +  yj*  +  . . .  +  a?„'. 
Allora  si  hanno  le  relazioni 

«ir*  +  V  +  .  .  .  +  a,r'  =  1,      «1^.  +  Og^Og,  +  .  .  .  +  a^r»».  =  0  {«   ^  f), 

yr  =  «Ir^l  +  «2f^  +  .  .  .  +  a^„, 
«ri*  +  art*  +  ...  4-  a^«*  =  1,     «rl^fl  +  «re«rt  4-  . . .  +  ar»«,n  =  0, 


modulo  = 


«11 


a 


In 


•  • 


«ni    •      «n, 


Or  +  1,  r  +  1 


«n,r  +  l 


«r.+  1,  n 


On,  n 


=  zb 


=  ±1, 


«il      •      « 


Ir 


•  • 


«ri      •      «rr 


}  ecc« 


Es.  6.  Il  determinante  o  modulo  della  sostituzione  [2]  equivale  a 

senXYZ  seux^z' 
oosxx'  cosyy'  coszz'  ' 

e  poiché  il  denominatore  equivale  a  senxjzsenx'y'z',  il  detto  modulo  si  riduce  a 

senXYZ 
senxyz  * 

I  89.  Siano  xy  z  tre  assi  ortogonali;  e  consideriamo  il  sistema 
polare  che  ha  Torigine  0  per  polo,  la  z  per  asse,  e  xz  per  piano 
polare.  Se  coy z  e  qQ<p  sono  le  coordinate  cartesiane  e  le  coordi- 
nate polari  di  uno  stesso  punto  P  riferito  a  quei  tre  assi  ed  a  quel 
sistema  polare,  projettando  normalmente  OP  sul  piano  xy  in  OF,  si 
ha  OF  =  OPsenG  ;  e  quindi   eguagliando  le  projezioni  di  OP  e  OF 


-A.  ■ 
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SU  X  e  SU  y,  risulta 
y  x  =  p  sene  cosqp,    y  =  9  sen9  senqp. 

Proiettando  poi  OP  su  z,  si  ha 

:3r  =  pcose. 
Cosi  si  esprimono  a?  2/  ^  in  p  9  qp.  Viceversa: 

■  P  =  l/^*  +  2/'  +  z\    cose  =  ^7^==^, .    tgcp=|-. 


Equazioni  di  luoghi  (superficie  e  linee). 


§  70.  Fra  le  tre  coordinate  di  un  punto  dello  spazio,  p.  e.  fra 
le  coordinate  cartesiane  xy  z^  pongasi  una  equazione.  Ogni  coppia 
di  valori  reali  Ai  x  q  y  individua  un  punto  nel  piano  xy.  Suppo- 
niamo che,  per  quelle  coppie  che  individuano  punti  di  una  data 
porzione  del  piano,  Tequazione  determini  uno  0  più  valori  per  z^ 
e  quindi  un  punto  0  un  gruppo  di  punti  discreti.  Se,  variando  x 
e  y  con  continuità,  anche  i  detti  valori  di  z  variano  con  continuità, 
noi  avremo  altrettante  serie  doppie  continue  di  punti,  le  quali  for- 
meranno una  0  più  superficie  ;  e  queste  costituiranno  il  luogo  dei 
punti,  le  cui  coordinate  soddisfanno  la  data  equazione. 

Viceversa  :  se  i  punti  di  una  0  più  superficie,  e  solo  essi,  veri- 
ficano una  condizione,  che  possa  venir  tradotta  in  una  equazione 
fra  le  tre  coordinate  di  un  punto;  questa  è  Tequazione  del  luogo 
di  quei  punti. 

Se  neirequazione  non  figura  una  coordinata,  p.  e.  z\  allora  nel 
piano  xy  i  punti  soddisfacenti  air  equazione  formano  una  linea;  e 
z  essendo  libera,  tutti  i  punti  di  quelle  rette  ohe  sono  parallele  al- 
Tasse  z  e  si  appoggiano  alla  detta  linea  formeranno  il  luogo. 
Questo  è  dunque  un  cilindro^  con  le  generatrici  parallele  all'asse  z. 

Se  neirequazione  entra  una  sola  coordinata,  p.  e.  x\  allora  essa 
determina  un  gruppo  di  valori  di  x^  e  quindi  il  luogo  si  compone 
di  un  gruppo  di  piani  paralleli  al  piano  yz. 
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Qoando  fra  le  tre  coordinate  si  hanno  due  equazioni  ;  se  ciascuna 
determina  come  luogo  una  superficie,  il  loro  insieme  determinerà 
la  linea  comune  alle  due  superfìcie  ;  e  questa  sarà  il  luogo  dei  punti 
le  cui  coordinate  soddisfanno  ad  entrambe  le  equazioni. 

Viceversa:  se  i  punti  di  una  linea,  ed  essi  soli,  verificano  delle 
condizioni  che  si  possano  tradurre  in  due  equazioni  fra  le  coordi- 
nate di  un  punto  qualunque  della  linea,  queste  due  equazioni  rap- 
presenteranno analiticamente  la  linea  (*). 

Conviene  classificare  e  denominare  i  luoghi  (superficie  e  linee),  a 
seconda  dei  caratteri  delle  loro  equazioni  in  coordinate  cartesiane. 
I  primi  che  si  presentano  sono  i  luoghi  superficiali  rappresentati 
da  equazioni  algebriche  di  T  2**  3\  . .  grado,  e  che  perciò  si  dicono 
superfìcie  algebriche  di  i°  2*  3° . . .  grado;  nonché  le  linee  rap- 
presentate da  due  di  tali  equazioni. 

Tre  equazioni  fra  le  tre  coordinate  determinano  in  generale  una 
o  piti  terne  di  valori  delle  coordinate,  e  quindi  uno  o  più  punti. 
Questi  sono  reali^  se  i  valori  corrispondenti  delle  coordinate  sono 
reali  ;  e  sono  immaginari,  se  qualcuna  delle  coordinate  è  immagi- 
naria. 


U  piano  come  luogo  di  l""  grado. 

§  71.  L'equazione  generale  di  P  grado  in  coordinate  cartesiane  è 

[1]  ax-^-ìyy  -{-cz  -\-  d  =  (^\ 

ove  ai)  e  d  sono  numeri  dati,  che  supponiamo  reali,  e  che  possono 
in  parte  annullarsi. 

Se  e  non  è  zero,  per  ogni  data  coppia  di  valori  reali  di  a;  e  y  la 
equazione  individua  un  valore  di  ;2;  e  quindi  un  punto  del  luogo. 


(*)  Può  accadere  però  che  una  linea  non  si  possa  ottenere  che  come  parte  della 
intenezioiìe  di  due  superficie:  allora  essa  non  si  potrà  più  rappresentare  con  due 
equazioni,  ma  bensì  con  tre  equazioni  di  superficie  passanti  per  essa. 

E.  D*OviDto  —  Forme  geometriche  fondamentali.  10 


X, 
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Se  Pi(a?,  1/4  5;j),  Pgf^sl/i^i)»  ^3(^3  2/3  ^3)   sono  tre  di  questi  punti, 
si  ha 

ax^  +  by^  -f-  c^,  +  rf  =  0, 
ax^  +  &2/2  +  cz,  +  d  =  0, 
ax^  +  ^2/3  +  ^^3  +  ii  =  0; 

le  quali  equazioni  e  la  [1]  sono  lineari  omogenee  in  aì>  ed  e  coe- 
sistono per  valori  non  tutti  nulli  di  queste  ;  onde  sarà 


[2] 


X 

a?, 
a?, 

X-i 


y 

z 

1 

Vi 

«1 

1 

Vi 

•^* 

1 

Vi 

«. 

1 

=  0. 


Ora  scegliendo  nel  piano  xy  i  tre  punti  [x^  yj,  (x^  y,),  (a?g  1/3)  non 
in  una  retta,  neanche  i  tre  punti  P^  P,  P3  saranno  in  una  retta;  e 
Tultima  equazione  esprimerà  la  coudizione  perchè  il  punto  (a?  y  z) 
stia  nel  piano  individuato  dai  tre  punti  P^  P,  P,  (§  62).  In  altre 
parole,  essa  sarà  Tequazione  del  piano  per  questi  tre  punti. 

Dunque  :  il  luogo  determinato  dalla  equazione  di  f  grado  [1] 
è  un  piano,  E  viceversa. 

L'asse  x  ha  comune  col  luogo  il  punto  per  cui  y  =:  0  e  jj  =  0, 

e  quindi  aa?  +  (l  =  0,  x^ ;  Tasse  y  il  punto  (z=:0,  a?=0, 

1/  =  —  y  I ,  e  Tasse  z  il  punto  (a?  =  0,  y  =  0,  ;2:  =  —  ~j. 
Posto 


d        _  d  d 


onde 


a 


a=z , 


d 


r  ' 


la  [1]  diviene,  se  d  non  è  zero. 


13] 


—  -U^+±=  1  • 
p  q         r  ' 


ed  è  l'equazione  del  piano  che   determina  sugli  assi  i  segmenti 
p  q  r. 
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L'equazione  generale  [1]  non  dipende  da'  quattro  coefficienti 
a  b  e  d^  ma  dai  rapporti  di  tre  di  essi  al  rimanente.  Quindi  un 
piano  può  essere  assoggettato  a  condizioni  tali,  che  possano  tradursi 
in  non  più  di  tre  equazioni  fra'  rapporti  di  tre  coefficienti  al  ri- 
manente, ossia  in  tre  equazioni  omogenee  nei  quattro  coefficienti. 

11  piano  avente  per  equazione  la  [1]  ha  comune  col  piano  xj  una  ^ 

retta;  pei  punti  della  quale  ;?  =  0,  e  quindi  ax-^by  -{-d^O. 

E  la  equazione  ;. 

ao?  -f-  &j/  +  d  =  0  *  -^ 

rappresenta  il  piano  passante  per  quella  retta  e  parallelo  airasse  z, 
poiché  essa  non  contiene  la  z  (o  anche  perchè  per  questa  equa- 
zione r  riesce  infinito). 

Analogamente  per  le  equazioni  aa)-\'CZ-\'d^Oyì)y-\-oz-^d  =  0. 

L'equazione  ax  +  d  =  0  rappresenta  un  piano  parallelo  a  yz.  E 
così  via. 

Se  nell'equazione  [1]  manca  il  termine  noto  d,  il  piano  passa  per 
l'origine. 

Se  un  piano  passa  per  un  punto  dato  (x^  y^  ^J,  la  sua  equazione 
può  ricevere  la  forma 

a(x  —  X,)  +  b(y  —  y,)  -f-  c(.3r  —  ;?,)  =  0; 

«  variando  i  coefficienti  ab  c^  o  meglio  i  rapporti  di  due  di  essi 
al  rimanente,  questa  equazione  può  rappresentare  i  !|ingoli  piani 
pel  punto  (x^  y^  .sj,  i  quali  formano  una  stella. 

Se  nella  [1]  i  coefficienti  ab  e  decrescono  indefinitamente  mentre 
d  resta  finito,  i  segmenti  p  qr  crescono  indefinitamente,  cioè  tre 
(non  in  linea  retta)  e  quindi  tutti  i  punti  del  piano  vanno  a  di* 
stanza  infinita.  Ciò  si  esprime  dicendo  che,  per  ab  e  nulli,  la  [1]  è 
l'equazione  del  piano  all'infinito. 


Fascio  di  piani. 

§  72.  1  punti  della  retta  comune  a  due  piani  TT  TT'  di  equazioni 
ax-\'by '\'CZ'\-d'=zO^    a^x -^Vy  +  c'z  +  e^'  =  0, 


SODO  quelli  le  cui  coordinate  soddìsranno  a  queste  due  eqQSEÌoui. 
Tali  punti  soddisfanno  anche  ad  una  qualunque  combinazione  U- 
neare  delle  due  date  equazioni,  qual  è 

X(fla;  -|-  6y  +  C3  -t-  d)  +  t^ia'js  -|-  b'y  -j-  i^s  +  rf'i  =:  0 

ovvero 

{\a  +  na-)x  +  (Kb  -h  nb'ìì/  +  {\c  4-  jic')=  +  (Art  +  nd")  =  0."1 

Qualunque  siano  X  e  n,  questa  equazione  rappresenta  un  piano;  e 
variando  il  rapporto  X  :  ^,  può  rappresentare  i  singoli  piani  del  fa- 
scio determinato  da  TT  e  TT'. 

Per  un  piano  mobile  n"  del  fascio  il  corrispondente  valore  di  X  :  m 
è  uguale  al  rapporto  senTT'TT'  :  senlT'n  moltiplicato  per  un  fattore 
che  non  varia  col  variare  di  TT". 

A  valori  opposti  di  X  :  n  corrispondono  due  piani  del  fascio  armo- 
nici con  TT  e  TT'. 

Per  X  =  0  e  M  5  0,  si  ha  n'.  Per  X  5  0  e  ^i  =  0,  si  ha  n. 

Passa  per  un  punto  dato  (af  y'  z')  quel  piano  del  fascio  per  cui 


\[aaf  ■\-  b 


-  Ci'  +  d)  "H  ^(a'i^'  +  ^'y'  -f  C2'  +  *^')  ^  0, 


e  che  quindi  ha  per  equazione 

inc  +  ^  +  '^  +  '^  a*»  -f-  t'y  4-  e'*  -1-  J 

«c'+fi#'  +  M'+ii~aV  +  6'y'-|-c'r'  +  (f* 

É  parallelo  all'asse  delle  x  quel  piano  del  fascio  per  cui 

a\  4-  a'M  =-  0. 
ossia  il  piano 

\ba:\j  +  \ca-\z  +  \da'\  =  0. 

Similmente  eono  paralleli  agli  assi  ni  due  piani 

lab']x  +  \cb']z  +  [db']  —  0,     \ao'\x  +  [&c']y  -\-  [d&]  =  1 

I  punti  comuni  a'  due  piani  TT  TI'  sono  all'infinito,  quando  nelle 
ultime  tre  equazioni  sono  nulli  i  ooeffioientì  delle  coordinate  (poiché 

solo  allora  esse  rappresentano  il  piano  all'infinito)  ;  dunque  i  due 
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piani  SODO  paralleli  quando  ai  verifioano  le  due  condizioni 

a  h  e 

cìoh  quando  i  coefflcienti  delle  coordinate  nelle  loro  equazioni  sono 
proporzionali. 

Ciò  si  vede  anche  osservando  che  due  piani  paralleli  ataccano 
dagli  assi  segmenti  proporzionali.  (Se  Torigine  è  in  uno  dei  due 
piani,  occorre  prima  portamela  fuori  mediante  una  semplice  tras- 
lazione degli  assi). 

Di  qui  segue  che  i  rapporti  di  due  dei  tì*e  coefflcienti  a  &  e  al 
rimanente  individuano,  non  questo  piano,  ma  la  sua  giacitura;  e 
si  possono  quindi  chiamare  le  due  coordinate  di  quella  giacitura. 
Od  anche  possiamo  assumere  al) e  come  le  tre  coordinate  omogenee 
della  giacitura. 

I  due  piani  TT  TT'  coincidono  quando 

a  ì)  e  d 


Equazioni  di  una  retta. 


§  73.  Le  equazioni  di  due  piani  TT  e  TT^  o  anche  due  combina- 
zioni lineari  di  esse,  considerate  come  coesistenti,  sono  soddisfatte 
da  tutti  e  soli  i  punti  di  una  retta  ;  e  quindi  sono  le  equazioni 
della  retta  come  luogo  di  punti. 

In  particolare  :  se  una  retta  è  individuata  da  due  punti  {x^  y^  z^)^ 
<^2  Vt  ^sK  è  chiaro  che  passano  per  la  retta  e  sono  paralleli  agli 
assi  X  y  z  i  seguenti  piani 

a?8  — a:^       y«  — yi' 

e  quindi  due  di  queste  si  possono  assumere  come  equazioni  della 
retta.  Scriveremo  più  brevemente 

x—x^  —  y— yi  — .  z  —  Zj 


y    yi—  ^     fi 

Z        Z^  ^^    X       x^ 

Ui    yi     ^2     ^i' 

B^  — ~  Z^           .Bj  ""^  X^ 

'  I 
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Di  qui  segue  che  le  equazioni  di  una  qualunque  retta  r  pel  punta 
(^i  t/i  ^i)  possono  ricevere  la  forma 


ì  m  n      ' 


e  variando  2  m  n,  o  meglio  i  rapporti  di  due  alla  terza,  si  hanna 
le  singole  rette  della  stella  che  ha  per  centro  il  punto  (^^  y^  z^). 

Se  gli  assi  sono  ortogonali,  detta  p  la  distanza  dal  punto  fissa 
(^i  Vi  ^i)  ftl  punto  mobile  {x  y  z)  di  r,  si  ha  dalle  [5']-§  64  e  dalla 
osservazione  fatta  in  fine  di  quel  §, 


x--x^  _  y  —  Vi  _  g  — gj 


cosxr 


cosyr 


coszr 


=  p; 


onde,  paragonando  con  le  equazioni  precedenti,  risulta 


cosxr cosyr coszr 

/  m 


?=±i/ 


cos^xr  -|-  cos'jT  +  cos'zr 


Z*  4-  w*  4-  n' 


±  yp  +  m*  +  n' 


Se  gli  assi  sono  obliqui,  si  ha  invece  dalle  [5]-§  64 


X  —  a?4 

cosxr 

cosxy 

cosxz 

cosyr 

1 

cosyi 

coszr 

coszy 

1 

y  —  Vi 

1    cosxr 

cosxz 

cosyx  cosyr 

cosyz 

coszx  coszr 

1 

A>  4»^ 

P   . 

1 

cosxy 

cosxr 

sen'xyz  ' 

cosyx 

1 

cosyr 

coszx 

coszy 

coszr 

e  quindi  l  m  n  sono  proporzionali  a  questi  tre  determinanti,  che 
sono  lineari  e  omogenei  in  cosxr  cosyr  coszr. 

Viceversa:  essendo  Imn  proporzionali  a  x  —  Xi  y  —  y^  z  —  z^y 
si  ha  dalle  [l]-§64 

cosxr  :  cosyr  :  coszr 
=  l  -\-  rwcosxy  +  ncosxz  :  icosyx  +  m+  ncosyz  :  /coszx  +  mcoszy  -}-  w. 
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Possiamo  scrivere  più  brevemente,  giusta  il  §  65, 

l:m:n=z vji^(cosxr  cosyr cosir)  :  vjig(cosxp  . . .)  :  vji3(cosxr  . . .) , 
e 

cosxr    cosyr    coszr     senxyz 

(t>i{lmn)       (t>i(ìmn)       <Pa(lmn)       iy^opmn)' 

Per  un  sistema  di  rette  parallele  non  variano  cosxr  cosjr  coszr; 
e  quindi  Imn  mantengono  costanti  i  mutui  rapporti.  Dunque i  rap- 
porti di  due  dei  numeri  Imn  al  terzo  si  possono  definire  come  le 
due  coordinate  di  una  direzione,  e  Imn  come  le  tre  coordinate 
omogenee  della  direzione  stessa. 


Stella  di  piani. 


§  74.  Tre  piani  TT  TT'  TT''  di  equazioni 

ax-^by  '\'CZ-{-d  =  0,    a'x  +  . . .  =  0,    a^a?  +  -  •  •  =  0, 

hanno  comune  il  punto  le  cui  coordinate  soddisfanno  le  tre  equa- 
zioni, cioè  il  punto  di  coordinate 

_  ___  [d  V  d'\  __  _  [g  6!  (i'\       ^  __  _  \aV^ 

^~       [aì/d'Y     ^~"        [ab'd'Y     "  ""        [aU d'Y 

Se  il  denominatore  è  nullo,  'mÈ  se 

[a  b'  e"]  =  0  ; 

il  punto  va  airinfinito,  le  tre  rette  in  cui  si  tagliano  i  piani  a  due 
a  due  sono  parallele,  e  i  tre  piani  formano  la  superficie  laterale  di 
un  prisma. 

Se  oltre  al  denominatore  sono  nulli  i  numeratori  (per  il  che  basta, 
sotto  certe  restrizioni,  che  sia  nullo  uno  di  essi);  xyz  sono  inde- 
terminate, e  ogni  terna  di  valori  di  esse  che  soddisfi  due  delle  tre 
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equazioni  soddisfa  pure  la  rimanente;  e  però  la  retta  comune  a  due 
piani  sta  sul  rimanente,  ossia  i  tre  piani  appartengono  a  un  fascio. 
Il  criterio  analitico,  perchè  i  tre  piani  TT  TT'  TT"  appartengano  a  un 
fascio,  consiste  dunque  neirannuUarsi  del  determinante  [a  b'&']  e  di 
un  altro  determinante  di  3^  ordine  della  matrice  (*) 


a 

b 

e 

d 

a' 

V 

d 

d' 

a" 

ì)" 

e" 

d" 

e  quindi  degli  altri  due. 

Del  resto,  lo  stesso  risulta  dairosservare  che,  nel  caso  in  cui  i  tre 
piani  formino  fascio,  l'equazione  di  uno  di  essi  deve  ridursi  ad  una 
combinazione  lineare  di  quelle  degli  altri  due. 

Caso  più  particolare  ancora  è  quello,  in  cui  ogni  terna  di  valori 
ài  xy  z  soddisfacente  una  delle  tre  equazioni  soddisfa  le  altre  due. 
Allora  i  tre  piani  coincidono,  e  i  coefficienti  omologhi  delle  tre  equa- 
zioni sono  proporzionali. 

Se  i  tre  piani  TT  TT'  TT''  hanno  un  sol  punto  comune,  è  chiaro  che 
una  combinazione  lineare  delle  loro  equazioni,  cioè 

\{ax  +  ...)  +  M(a'a?  +  ...)-!-  \{a!^x  +...)  =  0, 

rappresenta  un  piano  che  passa  pel  punto  comune  ai  tre  dati  piani; 
e,  variando  i  due  rapporti  X  :  v,  \JL:yf^  può  rappresentare  i  singoli 
piani  della  stella. 

Fra  questi  si  può  cercare:  quello  che  passa  per  una  retta  indi- 
viduata sia  da  due  punti  sia  da  due  piani;  quello  che  è  parallelo  a 
un  piano  dato,  ecc. 

§  75.  Quattro  piani  TT  TT' TT"  TT'",  le  cui  equazioni  siano 
ait?  + . . .  =  0,     a'a?  + . . .  =  0,     a!*x  -|- . . .  =  0,     a"^x  -f . .  .  =  0, 


(*)  Se  il  determinante  che  si  annulla  insieme  con   [a  ì/  e"]  è  p.  e.  [a  b'  (f '],  ci 
vnole  questa  restrizione:  che  non  siano  nulli  i  determinanti  di  2®  ordine  della  ma- 

a    a'     a" 
trice    j^     jj     jjt  f  ^^^  ^^^  seguirebbe  che  [a  V  e"]  e  [a  y  d"]  sono  nulli,  ma  non 

[ad  dT]  e  \b  e'  (?"]  in  generale. 
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non  appartengono  ad  una  stella,  ossia  non  hanno  un  punto  comune, 
se  non  quando  si  verifica  la  condizione 

[a  V  &'  d'"]  =  0. 

Se  i  quattro  piani  non  appartengono  a  una  stella,  una  combina- 
zione lineare  delle  loro  equazioni,  cioè 

\(ax  +  ...)  +  \i{a!(Xi  +...)  +  v(a"a?  + .  . .)  +  Tr(a'"a?  -f-  . . .)  =  0, 

al  variare  dei  rapporti  di  tre  delle  quantità  X  jii  v  n  alla  rimanente, 
può  rappresentare  tutti  i  piani  dello  spazio.  Poiché,  ordinata  que- 
st'equazione rispetto  ^  xy  z^  noi  possiamo  identificarla  con  quella 
di  un  piano  arbitrario  a^x  -j- . . .  =  0,  stabilendo  le  seguenti  propor- 
zioni 

ai  ~  ^     &i 

_  cX  -h  c^M  +  C'y  +  c'^it  _  dX  -f  (f^  -f  cP\  -h  éP^iT 
—  e,  -  d,  '^ 

le  quali  si  riducono  a  tre  equazioni  lineari  nei  tre  rapporti  suddetti, 
e  servono  quindi  a  determinarli. 


Equazione  normale  del  piano. 


I  76.  Sulla  normale  n  condotta  per  Torigine  0  ad  un  piano  TT 
scegliamo  la  direzione  positiva  da  0  verso  il  piano  ;  e  chiamiamo  a  p  r 
gli  angoli  di  tale  direzione  con  gli  assi,  p  la  distanza  ON  fra 
Torigine  e  il  piano.  Indicando  con  p  qr  ì  segmenti  che  il  piano 
stacca  dai  tre  assi,  avremo  p  =  pcosa,  p  =  g'cosp,  p  =  rcosT,  ovvero 

1   cosa        1   cosp        1   C08Y  , 

onde  Tequazione  del  piano,  che  è  (§  71) 
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diverrà 


^cosa  +  t/cosp  +  .srcosT  —  p  =  0. 


Questa  dicesi  l'equazione  normale  del  piano. 
Fra  cosa  cos^  cosr  passa  la  nota  relazione  (§  64) 


1  cosa  cosp  cosT 

cosa        1  cosxy  cosxz 

cosp  cosyx  1  cosyz 

COST  C0SJ5X  coszj        1 


=  0 


(per  assi  ortogonali  cos*a  -f-  cos*p  -j-  cos*t  =  !)• 
L'equazione  generale  di  un  piano 

deve  potersi  ridurre  a  forma  normale,  moltiplicandola  per  un  fat- 
tore (T  da  determinarsi;  avremo  quindi  le  equazioni 

cosa=:a(j,    cosp  =  &(j,    cost  =  C(J,    pzz  —  dQ. 

Sostituiamo  queste  espressioni  dei  coseni  nella  citata  relazione  fra 
essi  :  dividendo  la  1'  orizzontale  e  la  T  verticale  del  determinante 
per  (T,  avremo 


ovvero 


1 


sen*xyz 


4- 


0* 

a 

b 

e 

a 

1 

cosxy 

cosxi 

b 

cosyx 

1 

cosyz 

e 

cossx 

coszy 

1 

0 

a 

b 

e 

a 

1 

cosxy 

cosxz 

b 

cosyx 

1 

cosyz 

e 

COSBX 

coszy 

1 

=  0, 


=  0; 
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onde 


0  = 


Benxjz 


-f-<  — 


0 

a 

b 

e 

a 

1 

cosxy 

cosxz 

b 

cosyx 

1 

cosyz 

e 

coszx 

coszy 

1' 

li' 


Il  segno  =p  posto  innanzi  alla  radice  quadrata  aritmetica  è  contrario 
al  segno  ±  di  d  (poiché  p  e  senxyz  sono  positivi  per  ipotesi,  e 
quindi  il  prodotto  —  d(j  =  p  è  positivo). 

Trovato  cosi  (T,  son  noti  immediatamente  cosa  cosp  cost  e  p. 

Adottando  la  notazione  del  §  65,  può  scriversi  più  brevemente 


a  =  zi: 


senxyz 


]/ V(a  b  e) 


Per  assi  ortogonali  si  ha 


a=  - 


-h  ]/a'  -f  6«  -f  e* 


Distanza  fra  punto  e  piano. 

§  77.  Cerchiamo  Tespressione  della  distanza  PTT  fra  un  dato  punto 
"Plxy  z)  e  un  dato  piano  TT,  pel  quale  a  p  t  P  abbiano  il  significato 
di  dianzi. 

Sia  M  la  projezione  normale  di  P  su  TT.  La  spezzata  OÀFP  delle 
coordinate  di  P  e  la  spezzata  ONMP  hanno  projezioni  normali  eguali 
Bu  r;  quindi 


onde 


0?  cosa  +  y  cosp  +  ^  cosT  =  p  +  0  +  MP  =  P  +  ^^j 


TIP  =  0?  cosa  +  y  cosp  +  z  COST  —  p. 


Questa  è  la  formola  cercata. 

Supponendo  che  P  cada  in  TT,  ossia  TTP  =  0,  si  ritrova  l'equa- 
zione normale  del  piano  (con  un  metodo  che  non  esclude  più  il  caso 
in  cui  TT  passi  per  l'origine). 


—  156  — 

Se  poi  Tequazione  del  piano  n  è  data  nella  forma  generale 
ax-\-  ...  =  0;  conservando  a  cr  lo  stesso  significato  che  nel  §  prec, 
avremo 

Pn  =  —  0  {ax  +  &!/  +  c;r  +  rf). 


Àngolo  di  due  piani. 


§  78.  L'angolo  di  due  piani  TT  TT',  le  eui  equazioni  normali  siano 
OS  cosa  +  y  cosp  +  z  cost  —  p  =  0,  a?  cosa'  +  . . .  —  P'  =  0, 
equivale  a  quello  delle  loro  normali  r  r';  e  però  è  dato  dalla  formola 


0  cosa     cosp      cosT 

cosa'        1       cosxy    cosxa 


cosTTTT'  =  — 


sen'xyz 


cosP'    cosyx        1 


cosyz 


cost'    coszx    coszj        1 
/  cosa     cosS     cost 

—      \  cosa'    cosp'    cost' 
sen*x3ri 

Quindi,  se  le  equazioni  date  dei  due  piani  sono 

oo?  +  &t/  +  c^  +  d  =  0,    a'x.-j-  Vy  +  c';r  +  d'  =  0; 

chiamando  d  la  funzione  di  a^V  d  analoga  alla  funzione  a  di 
a  &  e,  e  sostituendo  a  cosa  cosp  cost,  cosa'  cosP'  cost'  le  espressioni 
trovate  nel  §  76  e  le  analoghe,  si  ottiene 


cosnrr  =  — 


QCf 


sen'xyz 


0 


o! 


a 


1 


COSXjT     COSXZ 


V     cosyx   1 


COSXZ 


d     coszx  coszy    1 


(5(^yif 


a    b    e 
a'  V  e 


sen^xyi 
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ossia 


cos  un' = 


0 


a 


a        1 

&     COSJX 


0 
a' 


a 


1 


COSXjT     cosxz 


V     cosyx        1       cosya 
e*     cossEx    cosiy         1 


ì) 

e 

cosxy 

cosxz 

1 

coszy 

cosyi 
1 

• 

0 


a' 


V 


a'       1       cosxjT     cosxz 
V    cosyi        1         cosyB 

e'     COSJJX     cossj  1 


li 


e  più  brevemente 


cosTTn'  = 


^\a>  b'  c'ì 


±[/^{abc).vf{a'b'd) 


I  due  piani  sono  ortogonali  se  il  numeratore  è  nullo,  cioè  se 


{ a    ^    c\ 
Aa'b'o')'='- 


Per  assi  ortogonali  si  ha 


cosTTTT'  UT 


aal  ^bì/  +  ecf 


y  (a«  -f  6*  +  c«)  (a'«  +  &"  +  C»)  ' 


ed  anche,  giusta  la  [9]-§  64, 


sen'mT'  = 


a    b    e  ^ 
a'  V  e' 


(a*  +  &'  +  c«)  (a'*  +  y^  +  e'») 


La  condizione  di  ortogonalità  è  allora 


aa'  -{-W  +  CC'  =  0; 
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e  Tespressione  di  sen'TTTT'  ci  mostra  che  la  condizione  di  paralle- 
lismo dei  due  piani  è 

a     b     e   * 

=  0, 
a'    b'    & 

onde 

a  :  &  :  e  =  a'  :  &'  :  e', 

<5ome  già  avevamo  trovato  (§  72). 

Esercizio  1.  Equazione  del  piano  pei  centri  di  tre  stelle,  oi^ero  pel  centro  di  una 
stella  e  per  Tasse  di  un  fascio. 

Es.  2.  Forinola  della  distanza  fra  due  piani  paralleli. 

E 8.  3.  Tra  i  piani  di  un  fascio  determinare  quello  che  è  perpendicolare  a  un  dato 
piano. 

Es.  4.  Tra  i  piani  di  un  fascio  determinare  quello  che  è  parallelo  a  ima  retta 
data. 

Es.  5.  Tra  i  piani  di  una  stella  determinare  quello  che  è  perpendicolare  a  una 
data  retta. 

Es.  6.  Estendere  allo  spazio  la  notazione  abbreviata  esposta  al  §41. 

Es.  7.  Determinare  gli  angoli  di  un  piano  ax  +  by  +  ce-^-dz^O  con  i  piani 
<;oordinati. 

Es.  8.  Il  volume  del  tetraedro  di  quattro  piani  a^x  +  . . .  =  0,...,  a^  +  , . ,  =  0  è 

igenxTZ [ai&aC3(?4]3 

®  '  [«2 V J  [fli^scj  [aiòjC4]  [aiòjcj  * 

Es.  9.  Le  equazioni  di  una  retta  si  possono  sempre  ridurre  alla  forma 

x  =  ìg+Pf  yz=mZ'\-q, 

Significato  geometrico  di  Imp  q. 

Es.  10.  Equazioni  della  perpendicolare  da  un  dato  punto  a  un  dato  piano. 

Es.  11.  Equazioni  della  perpendicolare  da  un  dato  punto  a  una  data  retta. 

Es.  12.  Equazione  della  sfera,  come  luogo  dei  punti  aventi  una  distanza  assegnata 
da  un  punto  fisso.  È  di  2®  grado. 

Es.  13.  Estendere  allo  spazio  i  luoghi  considerati  negli  Esercizi  che  seguono  il  §  45. 

Es.  14.  Luogo  dei  punti ,  le  cui  distanze  da  tre  punti  fissi  siano  proporzionali  a 
dati  numeri  (o  eguali  fra  loro).  È  un  circolo  (o  risp.  una  retta). 

Es.  15.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  un  pxmto  e  un  piano  fissi  siano  in  dato 
rapporto  (o  eguali). 

Es.  16.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  fìssi  siano  in  dato  rapporto 
(o  eguali). 
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Spazi  omografici. 


§79.  Si  considerino  due  spazi  punteggiati  (S),  (S')  C").  Riferendoli 
a  due  date  terne  di  assi  cartesiani,  siano  xy z  le  coordinate  di 
un  punto  P  di  (S),  a/  y'  z*  quelle  di  un  punto  P'  di  (S');  e  si  sup- 
pongano queste  coordinate  legate  dalle  equazioni 

M-1  ^  _  a,a?  +  \y  +  CjZ  +  d, 

^  ^  ax  +  by  +  cz  +  d' 

_  a^x  +  \y  +  c^z  +  d^ 

flw?  +  ^y  +  ^^  +  ^   ' 
ax -\- by  -[- cz -\-  d    ' 

in  cui  i  coefficienti  non  mutino  variando  P  o  P'.  Queste  equazioni 
sono  analoghe  alle  già  trattate  (§  46  e  seg.)  per  due  piani  omo- 
grafici. Esse  stabiliscono  tra  i  punti  P  e  F  dei  due  spazi  una  corri- 
spondenza, di  cui  si  ottengono  le  seguenti  proprietà,  procedendo 
appunto  come  per  due  piani  punteggiati. 

Se  nel  determinante  [abiC^d^],  supposto  non  nullo,  s'indicano  con 
A  B ...  A^...  ì  suddeterminanti  complementari  di  a&...  a^...;  sarà 
viceversa 

_A^x'  +  A^y'  +  A^z'-{-A 
^-'D.x'-^-D.y'  +  D.z'+D' 

B,oo' +  B,y' +  B,^-{- D 
^       b,x'+D,y''+D,z'-{-D' 

_  c,x'  +  cy  +  c,z'  +  e 

D^x'-\-D^y'+D,z'-\-D' 


(*)  L'uomo  può  concepire  rette  o  piani  e  stelle  differenti;  ma,  come  essere  a  tre 
dimensioni,  non  può  concepire  due  spazi  (a  tre  dimensioni)  indefiniti  e  differenti,  i 
suoi  sensi  dandogli  il  concetto  di  un  unico  spazio.  Tuttavia,  quando  si  considerano 
nello  spazio  due  o  più  diverse  figure,  e  se  ne  studiano  quelle  mutue  relazioni  che 
non  dipendono  dalla  loro  reciproca  posizione,  si  trova  spesso  conveniente  di  parlare 
di  due  o  più  spazi  in  cui  esse  siano  contenute,  astraendo  dal  fatto  che  questi  spazi 
coincidono. 
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La  corrispondenza  tra  i  punti  P  e  P'  è  univoca. 

Ai  punti  P  di  un  piano  di  (S)  corrispondono  in  (S')  i  punti  P  di  un 
piano;  ai  punti  P  comuni  a  due  piani,  cioè  appartenenti  a  una 
retta,  corrispondono  i  punti  T'  di  una  retta;  a  piani  o  rette  di  un 
fascio  0  di  una  stella  nell'uno  spazio  corrispondono  piani  o  rette 
di  uD  fascio  0  di  una  stella  nell'altro  spazio.  Due  quaterne  di  punti 
corrispondenti  di  due  punteggiate  corrispondenti  hanno  egual 
doppio  rapporto,  come  anche  due  quaterne  di  rette  o  di  piani  corri- 
spondenti di  due  fasci  corrispondenti.  Insomma:  ciascuna  forma  di 
l*"  0  2*  specie  contenuta  nell'uno  spazio  è  omografica  alla  forma 
corrispondente  nell'altro  spazio. 

Dati  nell'uno  spazio  cinque  punti  di  cui  non  quattro  in  un  piano, 
e  nell'altro  scelti  come  corrispondenti  cinque  punti  di  cui  non 
quattro  in  un  piano;  posto  inoltre  che  ad  ogni  punteggiata  corri- 
sponda una  punteggiata  omografica;  la  corrispondenza  tra  i  due 
spazi  godrà  di  tutte  le  proprietà  testé  accennate,  e  sarà  rappresen- 
tata analiticamente  da  tre  equazioni  del  tipo  delle  [1|  ed  afiiatto 
determinate  tra  le  coordinate  di  due  punti  corrispondenti.  I  due 
spazi  si  diranno  omografici  o  collineari,  od  anche  progettivi. 

A  una  superficie  di  grado  n  corrisponderà  punto  per  punto  una 
superficie  di  grado  n,  ecc. 

Poiché  i  due  spazi  omografici  sono  di  lor  natura  sovrapposti,  si 
possono  sempre  cercare  quei  punti  che  coincidono  coi  loro  corri- 
spondenti, cioè  i  punti  uniti.  Supponendo  i  punti  dei  due  spazi 
riferiti  a  una  stessa  terna  di  assi,  un  punto  {xy  z)  sarà  punto 
unito,  se  verificherà  le  equazioni  [1]  in  cui  in  luogo  di  af  y^  :^  si 
ponga  xy  z^  cioè  se  verificherà  le  equazioni 


[2] 


txz=: 

ty  = 
tz  = 

t  = 


a^iz? +  &,«/  + c^z  +  d„ 
a^x  +  l)^y  +  c^z  +  d„ 
a^x -{- b;,y -^  c^z  +  d^, 

ax  -\-  by  -\-  cz  -{-  d. 


Queste  quattro  equazioni  lineari  in  x  y  z  danno 


[3] 


a,  —  < 

6, 

e,          d, 

a. 

&,  — < 

e,          d. 

«3 

h 

Ci  —  t       d. 

a 

b 

e       d  —  t 

=  0; 
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equazione  di  4*  grado  in  t^  dalla  quale  si  ricaveranno  in  {generale 
quattro  valori  per  ty  ciascuno  dei  quali,  sostituito  in  tre  delle  dette 
equazioni  lineari,  farà  sì  che  la  loro  risoluzione  dia  le  coordinate 
di  un  punto  unito.  Vi  sono  dunque  in  generale  quattro  punti  uniti. 
I  piani  che  li  congiungono  a  tre  a  tre  saranno  i  quattro  piani 
uniti. 

Esercizio  1.  Se  Tequazione  [3]  ha  una  radice  doppia  o  tripla  o  quadrupla,  accadrà 
in  generale  che  due  o  tre  o  quattro  punti  uniti  vengano  a  coincidere. 

Es.  2.  Però  se  vi  è  un  valore  di  ^  per  cui  s*annulli  non  solo  il  determinante  [3], 
ma  anche  i  suoi  suddeterminanti  di  3®  ordine  (e  non  tutti  quelli  del  2*  ordine);  al- 
lora, sostituendo  quel  valore  nelle  [2],  esse  si  ridurranno  non  più  a  tre,  ma  a  due 
sole  equazioni  lineari  indipendenti  in  x  y  e;  e  queste  equazioni  individueranno  cosi 
una  retta  r  tutta  composta  di  punti  uniti.  Quel  valore  di  t  sarà  radice  doppia 
della  [3];  le  altre  due  radici  corrisponderanno  a  due  punti  uniti  non  posti  su  r' 
Dicendo  8  la  retta  congiungente  questi  due  punti,  è  chiaro  che  tutti  i  piani  pas- 
santi per  8  si  potranno  riguardare  come  congiungenti  tre  punti  uniti,  e  quindi  sa- 
sanno  piani  uniti.  Ne  segue  che  Tomografia  godrà  di  questa  proprietà  particolare: 
che  la  congiungente  di  due  punti  corrispondenti  qualunque  taglia  una  retta  fissa  s. 

Es.  3.  Se  vi  sono  due  valori  di  t  che  annullino  tutti  i  suddeterminanti  di  3®  or- 
dine del  determinante  [3],  essi  saranno  radici  doppie  di  queirequazione  ;  e  sostituiti 
in  due  delle  equazioni  lineari  [2],  determineranno  due  rette  r  s,  ciascuna  delle  quali 
conterrà  infiniti  punti  uniti  e  sarà  Tintersezione  di  infiniti  piani  uniti.  La  corrispon- 
denza omografica  sarà  in  tal  caso  determinata  dalle  condizioni  :  che  la  congiungente 
due  punti  corrispondenti  qualunque  tagli  r  e  8,  e  che  i  due  punti  d'incontro  formino 
con  qneUi  un  doppio  rapporto  fisso. 

Es.  4.  Se  vi  è  un  valore  di  t  che  annulli  tutti  i  suddeterminanti  di  2*  ordine 
del  determinante  [3]  (e  quindi  anche  quelli  di  3*  ordine),  esso  sarà  radice  tripla 
dell'equazione  [3]  ;  e  sostituito  nelle  equazioni  lineari  [2],  le  ridurrà  tutte  equivalenti 
ad  una  sola  di  esse,  la  quale  rappresenterà  dunque  un  piano  y  tutto  composto  di 
punti  uniti.  Àiraltra  radice  della  [3]  corrisponderà  un  altro  pxmto  unito  C  posto 
fuori  di  quel  piano;  ed  è  chiaro  che  tutti  i  piani  passanti  per  C  saranno  piani  uniti. 
L'omografia  sarà  determinata  dalle  condizioni:  che  i  piani  corrispondenti  si  taglino 
su  y,  e  che  le  coppie  di  punti  corrispondenti  stiano  in  linee  rette  passanti  per  C  . 
e  quindi  che  il  doppio  rapporto  di  due  punti  corrispondenti  qualunque  con  C  e  col 
punto  in  cui  la  loro  cong^ungente  incontra  y»  ahbia  un  valore  costante  dato. 

Questo  caso  particolare  assai  importante  dell'omografia  dicesi  omologia:  C  dioesi 
centro  e  y  piano  d'omologia. 

Es.  5.  Se  in  un'omologia  il  piano  d'omologia  è  all'infinito,  i  piùii  corrispondenti 
sono  paralleli,  e  la  corrispondenza  è  definita  da  ciò:  che  due  punti  corrispondenti 
qualunque  sono  in  linea  retta  con  un  centro  fisso,  ed  hanno  da  questo  distanze  le  quali 
serbano  un  rapporto  fisso  dato.  Tale  corrispondenza  dicesi  omotetia.  È  chiaro  che 
il  rapporto  delle  lunghezze  di  due  segmenti  corrispondenti  qualunque  è  pure  costante 
ed  uguale  al  detto  dato  rapporto. 

E.  D'Ovidio  —  Fornxc  geometrie  ha  fondamentali.  11 
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Due  figure  omotetiche  sono  simili  e  similmente  disposte.  Quando  il  rapporto  fìsso 
vale  — 1,  esse  si  riducono  a  due  figure  simmetriche  rispetto  a  un  centro. 

Es.  6.  Se  in  un'omologìa  il  centro  va  alFinfinito  in  una  determinata  direzione, 
si  ottiene  Vaffinità,  La  corrispondenza  è  determinata  da  ciò  :  che  il  segmento  com- 
preso tra  due  punti  corrispondenti  qualunque  ha  la  direzione  fissa  ed  è  diviso  dal 
piano  fisso  y  in  lui  rapporto  fisso.  Il  piano  all'infinito  è  un  piano  unito  ;  quindi  due 
punteggiate  corrispondenti  qualunque  sono  simili,  e  due  piani  corrispondenti  sono  af- 
fini. Ma  due  figure  affini  qualunque  non  sono  in  generale  simili. 

Come  caso  particolare  dell'affinità  si  ha  la  simmetria  rispetto  a  un  piano. 

£s.  7.  Se  di  due  figure  affini  si  sposta  Tuna  in  modo  qualunque,  alcuni  dei  ca- 
ratteri che  presentava  la  loro  corrispondenza  cesseranno  di  valere.  Però,  siccome  il 
piano  all'infinito  non  cesserà  di  corrispondere  a  so  stesso,  le  punteggiate  corrispon- 
denti saranno  ancora  simili,  e  i  piani  corrispondenti  saranno  ancora  affini;  quindi 
le  due  figure  si  potranno  ancora  chiamare  affini  In  generale,  cioè,  si  può  chiamare 
affinità  ogni  omografia  di  cui  il  piano  all'infinito  sia  un  piano  unito.  Su  questo  sta- 
ranno tre  dei  quattro  punti  uniti,  ed  il  quarto  starà  fuori.  Se  le  rette  che  congiun- 
gono questo  punto  unito  a  distanza  finita  agli  altri  tre  si  assumono  come  assi  car- 
tesiani di  riferimento  dei  punti  dei  due  spazi,  le  equazioni  [1]  dell'omografia  prendono 
la  forma  semplice 

af  =^ìx,    y'  =  my,    gf  ssne. 

Mediante  queste  formolo  si  dimostra  facilmente  che  i  volumi  di  due  tetraedri  cor- 
rispondenti in  due  spazi  affini  stanno  in  un  rapporto  costante. 

In  particolare  :  se  le  tre  costanti  ì  m  n  sono  eguafi,  si  hanno,  come  caso  partico- 
lare di  figure  affini,  figure  simili.  In  queste  non  solo,  come  nelle  figure  affini,  due  pun- 
teggiate corrispondenti  qualunque  sono  simili;  ma  inoltre  il  rapporto  di  similitudine 
è  lo  stesso  per  tutte  le  coppie  di  punteggiate  corrispondenti  Quando  si  spostano 
comunque  l'una  rispetto  all'altra  due  figure  omotetiche,  esse  cessano  in  generale  di 
essere  omotetiche,  ma  rimangono  sempre  simili 


.« 


CAPITOLO  Vili. 


Spazio    di    piani. 


Coordinate  di  piani. 


%  80.  Per  individuare  un  piano  nello  spazio,  possiamo  procedere 
in  modo  analogo  a  quello  tenuto  per  individuare  una  retta  nel  piano 
rigato. 

Consideriamo  tre  rette  fisse  x  y  2  di  una  stella  (non  appartenenti 
ad  un  fascio)  :  un  piano  seca  le  tre  rette  in  tre  punti,  i  quali 
individuano  il  piano  ;  e  però  tre  numeri,  che  individuino  rispetti- 
vamente questi  punti,  faranno  da  coordinate  del  piano.  P.  e.  si  pos- 
sono assumere  come  tali  le  ascisse  p  qr  de'  tre  punti,  contate  dal 
punto  0  comune  alle  tre  rette. 

Consideriamo  lo  spazio  anche  come  punteggiato,  e  prendiamo  le 
stesse  rette  x  y  s  come  assi  cartesiani.  Se  xy  z  sono  le  coordinate 
di  un  punto  del  piano  IT  da  individuare,  Tequazione  del  piano  come 
luogo  avrà  la  forma 

ax  '\-by  -}-  cz  -}-  d=0; 

onde  potremo  definire  come  coordinate  del  piano  TT  i  rapporti  di 
tre  fra'  numeri  ab  e  d  al  rimanente,  e  potremmo  anche  chiamare 
i  quattro  numeri  ab  ed  coordinate  omogenee  del  piano  n. 

Se  d  non  è  nullo ,  assumiamo  come  coordinate  {Plùckeriane) 
del  piano  i  tre  rapporti 

d  o  *      d  a  'd  r 
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L'equazione  del  plano  può  scriversi  allora 

ux  +  vy  -^  wz  -{- 1  =  0, 

e  cosi  contiene  simmetricamente  xy  z  e  uv  w. 

Se  xy  z  son  dati,  quest'equazione  è  soddisfatta  dalle  coordinate 
uvw  di  ciascun  piano  passante  pel  punto  (x  y  z);  e  quindi  essa  è 
Vequazione  del  punto  (x  y  z),  considerato  come  centro  di  una  stella 
di  piani. 

Mentre  un  piano  si  move  parallelamente  a  se  stesso ,  i  rapporti 
delle  uvw  non  si  alterano. 

Quando  il  piano  viene  a  passare  per  0^  le  uvw  divengono  infinite. 
Dicendo  soltanto  che  per  un  piano  le  coordinate  uvw  sono  infinite 
(o  ohe  le  pqr  sono  nulle),  non  s'individua  il  piano;  ma  si  viene 
solo  a  significare  che  esso  passa  per  0.  Per  individuarlo  basta  dare 
inoltre  i  rapporti  che  hanno  \e  u  vw  per  piani  paralleli  ad  esso  (o, 
come  si  può  convenire  di  dire,  pel  piano  stesso). 

Per  un  piano  parallelo  all'asse  x  è  nulla  la  coordinata  u  ;  per  un 
piano  parallelo  al  piano  xj  son  nulle  u  e  v;  infine  pel  piano  al- 
l'infinito son  nulle  tutte  tre  le  coordinate. 

Pel  piano  xj  uv  sono  indeterminate  e  w  è  infinita  ;  ecc. 


Alcune  applicazioni. 


§  81.   Due  piani  (uvw)^  (u^  v' w*)  determinano   un  fascio;  un 
piano  qualunque  del  fascio  è 


( 


X  +  M   '         X  +  M   '         X  +  M    j' 


e  varia  col  rapporto  X  :  jli. 

Tre  piani  (u  v  io),  (u'  vi  m?')^  (u"  t?"  m?")  in  generale  determinano 
una  stella;  un  piano  qualunque  della  stella  è 

/  Xti  +  ^t/  -4-  vu^^       Xp  +  fAt/  +  vp^^       Xtg  +  \kuf  4-  vii/^  \ 
\      X  +  M-f-v     '  X-l-M-l-v     '  X  +  liv         j- 

Quattro  piani    {u  v  to),  (u'  i?'  to'),  (w"  t?"  to"),  (w'"  t?"'  io'")  appar- 


tengono  a  una  stella,  se 


■  165 

,  se 

u 

V 

w 

1 

tt' 

v' 

u>' 

1 

u" 

V" 

w" 

1 

tt'" 

v'" 

w'" 

1 

0. 


Facendo  variare  il  primo  piano,  mentre  gli  altri  tre  rimangono 
fissi,  questa  è  l'equazione  del  punto  comune  ai  tre  piani. 

Se  i  quattro  piani  non  sono  di  una  stella,  le  coordinate  di  un 
piano  qualunque  dello  spazio  potranno  scriversi 


( 


X  +  M  +  V-hTT 


X  +  M  +  v  +  TT       '  XH-mH-vH-tt 


)■ 


ossia  è 


e  si  potranno  assumere  i  numeri  X  jii  v  tt  come  coordinate  omogenee 
del  piano  riferito  ai  quattro  dati. 

L'equazione  lineare  in  coordinate  di  piani  u  v  w 

au-\-bv-{'CW  +  d  =  0 

determina  il  punto  di  coordinate  cartesiane  (4-    -j    4-), 

l'equazione  di  questo  punto. 

Se  fra  le  uvw  passa  una  data  equazione  soddisfatta  da  una  serie 
continua  (doppiamente  infinita)  di  piani,  questi  costituiscono  un 
inviluppo,  B  se  si  hanno  due  equazioni  soddisfatte  da  una  serie 
continua  di  piani,  questi  costituiscono  una  sviluppabile.  Ol'invi- 
luppi  e  le  sviluppabili  danno  di  nuovo  origine  a  quelle  serie  di 
punti  che  chiamammo  Superficie  e  curve;  ma  qui  non  possiamo 
addentrarci  in  tali  argomenti. 

Tre  equazioni  fra  le  u  t;  to  in  generale  determinano  per  uvw 
un  gruppo  discreto  di  terne  di  valori  reali  o  immaginari,  e  quindi 
un  gruppo  discreto  di  piani  reali  o  immaginari. 

S  82.  Ponendo  fra  le  coordinate  uv  w  e  u'  v'  w'  di  due  elementi 
di  due  spazi  di  piani  equazioni  analoghe  alle  [1]  §  79,  concludiamo  : 

Dati  nell'uno  spazio  cinque  piani  di  cui  non  quattro  di  una 
stella,  scelti  nell'altro  spazio  come  corrispondenti  cinque  piani 
di  cui  non  quattro  di  una  stella,  e  posto  che  a  piani  di  un  fascio 
corrispondano  piani  di  un  fascio  ed  omograficamente;  allora  a  ogni 
forma  di  1*  e  2^  specie  ne  corrisponderà  una  omonima  e  omografica, 
e  quindi  i  due  spazi  saranno  omografici. 


L'omografia  di  due  spazi  può  sempre  esprimersi  mediante  tre 
equazioni  del  tipo  qui  considerato. 


Spazi  correlativi. 


4 


§  83.  Fra  g*!!  elementi  di  uno  spazio  di  punti  (S)  e  di  uno  spazio 
di  piani  (Z)  si  può  stabilire  una  corrìspoudeuza,  ponendo  tra  le 
coordinate  x  y  z  di  un  punto  di  (S)  e  quelle  u'  v'  to'  di  un  piano 
di  (!)  le  equazioni 


[1] 


se  +  b,y  +  e,e  +  d, 

tx  +  by  +  M  +  d    ' 


tC 


_^*+jj 


le  quali,  se  il  determinante  [a  ì),  e,  d^]  non  è  nullo, 
alle  seguenti: 


_  C,m'  +  ■ .  - 
'  —  !>,«'  +  ...• 


Da  queste  equazioni  concludiamo: 

Siano  dati  cinque  punti  di  uno  spazio  (8)  di  punti,  in  modo  che 
non  siano  quattro  dì  essi  in  un  piano  ;  e  scelgansi  come  corrispon- 
denti in  uno  spazio  (Z)  di  piani  cinque  piani,  di  cui  non  siano 
quattro  di  una  stella.  Sarà  allora  determinata  tra  ì  punti  di  (S)  e 
i  piani  di  (Z)  una  corrispondenza  univoca  tale,  che  ad  ogni  pun- 
teggiata di  (S)  corrisponda  un  fascio  projettivo  di  piani  in  (Z).  Ai 
punti  in  un  piano  di  (S)  corrisponderanno  i  piani  per  un  punto 
di.(Z);  il  che  stabilisce  una  corrispondenza  univoca  fra'  piani  dì 
(8)  e  i  punti  di  (Z),  dotata  delle  stesse  proprietà  che  la  corrispon- 
denza considerata  fra'  piani  di  (Z)  e  ì  punti  di  (8).  Inoltre,  alle  rette 
per  un  punto  {o  in  un  piano)  di  (8)  corrisponderanno  le  rette  nel 
piano  (o  pel  punto)  corrispondente  di  (Z);  a  un  fascio  di  rette  in  (8) 
corrisponderà  un  fascio  projettivo  di  rette  in  (Zi;  ecc.  Insomma: 
ad  ogni  forma  di  1"  o  2*  specie  contenuta  nell'uno  spazio  corri- 
sponderà nell'auro  una  forma  reciproca  di  quella.  Due  spazi  corri- 
spondeutisi  in  questo  modo  diconsi  reciproci  o  correlativi,  e  la 
corrispondenza  che  lì  lega  dicesi  reciprocità  o  correlazione. 

Una  tale  corrispondenza  può  sempre  tradursi  in  equazioni  del 

tipo   [1]   0   [l'J.  *" 
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Due  spazi  reciproci  di  un  terzo  sono  omografici  tra  loro. 

Cerchiamo  i  punti  (x  y  z)  che  appartengono  ai  piani  corrispon- 
denti, ovvero  i  piani  (u'  v'  to')  passanti  pei  punti  corrispondenti. 
Riferiti  i  due  spazi  a  uno  stesso  sistema  cartesiano,  dovrà  essere 
per  un  tal  punto  e  un  tal  piano 

u'x  +  t?'y  +  '^^  +  1  =  ^; 
ossia,  applicando  le  [1]  o  le  [1'], 
[2J    («1^?+  ,..)x-\'(a^X'\-  ,,,)y'\-  (agir -{-•••.)'2r  +  (aa7 +  •••)=  ^i 

La  [2]  mostra  che  il  luogo  di  quei  punti  è  di  2**  grado;  la  [3J  mo- 
stra ohe  rinviluppo  di  quei  piani  è  di  2^  grado. 

L'equazione  [2^  si  riduce  a  0  =  0  quando 

«1  =  &2  =  ^8  =  ^  =  ^1   +  ««  =  ^1  +  «3 

=  d,  +  a  =  e,  +  ^3  =  rfj  +  ò  =  dg  -I-  e  =  0; 

nel  qual  caso  anche  la  [2']  si  riduce  a  0  =  0,  e  le  [1],  [1']  prendono 
la  forma 

,        ny  —  mz  —  a         ,        U  —  nx  —  ò  ,        mx  —  ìy  —  e 

ctx  •\-  hy  -^  cz  cuc  +  by  •\-  cz^  aa;  -f-  fty  -f-  cìt' 

af  —  hvo*  —  l  aw*  —  ci/  —  m  bu'  —  ai/  —  n 


*^  —  1.J  I  .^-j  I  . f  »    y  —  j^j  1  —- ./  I  — _fi     '*'  — 


Allora  ciascun  punto  sta  nel  piano  corrispondente,  e  ciascun  piano 
passa  pel  puntocorrispondente;  ai  punti  di  una  retta  corrispondono 
i  piani  che  li  projettano  dalla  retta  corrispondente,  e  ai  punti  di 
questa  i  piani  che  li  projettano  da  quella;  ecc.  ecc. 

Questa  particolare  corrispondenza  è  molto  notevole  ;  poiché  s'in- 
contra, oltre  che  in  geometria,  anche  in  questioni  importanti  di  ci- 
nematica e  di  statica.  Essa  fu  scoperta  quasi  simultaneamente  dal 
MóBius,  che  la  chiamò  Nullsystem  {Statih^  1837),  e  dallo  Chasles. 

La  corrispondenza  in  esame  è  involutoria;  cioè  tale,  che  ad  un 
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elemento  qualunque,  sia  che  si  consideri  nell'uno  spazio,  sìa  ohe 
si  consideri  neiraltro  spazio,  corrisponde  uno  stesso  elemento. 

Vi  è  un  altro  caso  in  cui  la  reciprocità  presenta  tale  carattere  ; 
ed  è  quando  il  determinante  [a^  b^  c^  d]  è  simmetrico,  cioè  quando 
tra  i  coefficienti  delle  [1]  passano  le  relazioni 

a2  =  &i,    ag  =  c<,    a  =  d^,    b^  =  c^,    l)  =  d^,    c  =  d^, 

supponendo  riferiti  i  due  spazi  a  una  stessa  terna  di  assi.  Nel  caso 
presente  la  [2]  e  la  [2']  diventano 

a^a;*  -f-  ò^y*  +  c^^  +  ^b^xy  -{-  2c^xz  +  2cjy-?  +  2ax  +  2by  +  2cz  +  <?  :=  0, 
^lU" + B^u!^  -h  C3M/* + 2B^u'v'  +  2Cyvf  +  2Ciffti/+  2Ai^  +  25t/+  2Ct(/+ 2>=0  ; 

e  non  è  qui  il  luogo  di  mostrare  che  i  due  spazi  sono  polari-re- 
ciproci  rispetto  alla  superficie  di  2^  grado  rappresentata  dall'una 
0  dall'altra  di  queste  due  equazioni. 

Esercizi.  Estendere  allo  spazio  di  piani  gli  esercizi  del  §  52. 

Definendo  come  equazioni  di  una  retta  le  equazioni  di  due  punti  di  essa,  svilup- 
pare ciò  che  corrisponde  per  dualità  al  contenuto  del  §  73. 


CAPITOLO  IX- 


Spazio    x^igato* 


Coordinate  di  rette  nello  spazio. 


§  84.  Una  retta,  considerata  come  luogo  dì  punti,  prende  il  nome 
di  raggio^  ed  è  individuata  da  due  punti.  Scegliendo  i  punti  in  cui 
essa  seca  due  piani  fìssi,  ciascuno  dei  due  punti  è  individuato  da 
due  coordinate,  e  quindi  si  hanno  quattro  numeri  per  individuare 
la  retta  ;  ma  tre  di  essi  non  basterebbero. 

Dunque  lo  spazio  rigato  è  una  forma  di  4*  specie  o  a  4  coordinate. 

Scelti  tre  assi  cartesiani,  e  dette  x^  y^  z^,  x^  y^  z^  le  coordinate  di 
due  punti  P^  P,  di  una  retta  r,  consideriamo  i  sei  binomi 

che  sono  i  determinanti  di  2*'  ordine  estratti  della  matrice 

X,    y^    z,    1 
07,    y,    z^    1 

Se  con  le  coordinate  di  due  altri  punti  della  retta 

\    x+n  '     x  +  M  '     x-hn   JM    V  +  ^'   '     V  +  m'  '  ~Ynr] 
formiamo  i  binomi  analoghi  ai  precedenti,  noi  otteniamo  (com'è  fa- 

Xu'  —  X'u 

Cile  verificare)  i  precedenti  moltiplicati  per    ,^  ^  ^.^  _7  ,.  ;   e  però  i 
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mutui  rapporti  dei  detti  binomi  non  si  alterano,  mentre  i  due 
punti  P^  P,  cambiano  posizione  sulla  retta  r. 

Inoltre  fra  i  sei  binomi  passa  evidentemente  la  relazione  quadra- 
tica e  omogenea 

• 

Data  una  retta  r,  non  sono  determinati  i  due  punti  P^  P,  di  essa  ; 
ma  sono  individuati  i  mutui  rapporti  dei  sei  binomi  formati  con  le 
coordinate  dei  due  punti.  Anzi  i  rapporti  di  cinque  binomi  al  ri- 
manente non  sono  indipendenti  fra  loro;  poiché  la  relazione  prece- 
dente (divisa  pel  quadrato  di  uno  dei  binomi)  mostra  come  uno  qua- 
lunque di  tali  rapporti  si  esprima  in  funzione  degli  altri  quattro. 

Viceversa:  dati  solamente  i  rapporti  di  quattro  fra'  sei  binomi  a 
uno  degli  altri  due,  è  noto  il  rapporto  fra  questi  due.  Ciò  non  basta 
a  individuare  le  sei  coordinate  x^  y^  z^  e  x^  y^  z^  ;  ma  fra  le  infinite 
coppie  di  punti,  per  cui  i  sei  binomi  hanno  i  rapporti  che  abbiam 
supposto  dati,  possiamo  individuarne  una,  composta  di  un  punto 
nel  piano  xz  e  un  punto  nel  piano  yz.  Infatti  per  y^  =  0  e  a?,  =  0 
i  sei  binomi  divengono 

ora,  se  son  dati  i  loro  mutui  rapporti,  i  rapporti  del  6**  e  4**  al  2®  in- 
dividuano x^  e  ^1,  e  quindi  un  punto  nel  piano  xz;  e  i  rapporti  del 
6**  e  5®  al  P  individuano  |/,  e  ^„  e  quindi  un  punto  nel  piano  yz. 
Conosciuti  così  due  punti,  è  individuata  la  retta  r  per  essi;  e  questa 
retta  contiene  tutte  le  coppie  di  punti,  per  cui  i  sei  binomi  hanno 
i  rapporti  assegnati. 
Segue  da  queste  premesse  che,  se  un  gruppo  di  sei  numeri 

l  m  n  L  M  N 
soddisfa  la  condizione 

iL  +  milf+niV=0, 

i  rapporti  di  quattro  di  tali  numeri  a  uno  degli  altri  due  si  possono 
assumere  come  coordinate  di  una  certa  retta  r  nello  spazio,  per  la 
quale  quei  numeri  sono  rispettivamente  proporzionali  ai  sei  binomi 
considerati.  Anzi  nulla  vieta  di  chiamare  quei  sei  numeri  le  coor- 
dinate omogenee  della  retta-raggio  r. 
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Per  ogni  coppia  di  punti  P^P,  della  retta  r  si  ha  dunque 

Xj—x^  _  yj  — yg  _  ^i  — ^8  __  yi^a  —  y^gj  _  ^i^t  —  jp,a?|  _  x^y^—x^^ 
ì       ~      m      ~      n      ~         L        ""-flf~         N 

Per  rette  parallele,  fu  già  osservato  che  i  rapporti  delle  l  m  n 
sono  rispettivamente  eguali  (§73).  In  altri  termini:  fra  le  s*ei  coor- 
dinate omogenee  di  una  retta  r,  le  tre  Imn  sono  le  coordinate 
omogenee  della  direzione  della  retta  r. 

%  85.  Una  retta^  considerata  come  sostegno  di  un  fascio  di  piani, 
prende  il  nome  di  asse^  ed  è  individuata  da  due  piani.  Siano 
u^  v^  w^  e  u,  v^  w^  le  coordinate  pliìckeriane  di  due  piani  TT^  TT,  per 
la  retta  r:  allora  i  sei  binomi 

cioè  i  determinanti  di  2''  ordine  estratti  dalla  matrice 

Mi    v^    w^    1 

serbano  rapporti  costanti,  mentre  TT^  e  TT,  variano  nel  fascio  che  ha 
per  asse  r;  e  son  legati  dalla  relazione 

Dati  questi  sei  binomi,  è  determinata  la  retta  (ad  esempio:  mediante 
i  due  piani  che  la  projettano  parallelamente  a  due  dei  tre  assi  coor- 
dinati); cosicché  i  sei  binomi  si  possono  assumere  come  coordinate 
omogenee  della  retta-asse  r. 

Anzi  queste  coordinate  non  differiscono  in  sostanza  da  quelle  testé 
definite  per  la  retta-raggio.  Infatti  :  se  P^  P^  sono  due  punti  della 
retta  r  dei  piani  TT^  TT,,  riferendo  punti  e  piani  agli  stessi  assi  coor- 
dinati, si  hanno  le  quattro  equazioni 

Mi^i  +  ^iVi  +  ^o^z^  +  1  =  0,    u^x\  -f-  v^v,  +  w^z  i-f  1  =  0, 
u^x^  +  v^l/j  +  ic\z^  +  1  =  0,    u^o?,  +  t?2i/,  +  w^z^  +  1=0. 

Eliminando  dalle  prime  due  x^  e  dalle  altre  a:,,  si  ha 

{u,i\  —  u^v,)  V,  +  {u,w^  —  u^w,)  z,  +  (m,  —  w,)  =  0, 
(u,i?2  —  u^i;,)  y^  +  {u^tv^  —  u^w^  z^  +  (m,  —  u,)  =  0  ; 
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e  da  queste  eliminando  ad  esempio  (u^t^s  — tCs^i),  si  ha 
ossia 

Confrontando  questa  relazione  colle  analoghe,  che  si  potrebbero 
ottenere  con  eliminazioni  nello  stesso  modo,  si  ha  immediatamente 

W^  —  U^      P|  —  t?t       W|  —  ITj 


a;^  —  iCj  yi  —  y*  -«^1  —  ^» 

le  quali  eguaglianze  esprimono  appunto  che  le  coordinate  di  una 
retta  considerata  come  asse  sono  proporzionali  alle  coordinate  (prese 
in  un  certo  ordine)  della  retta  stessa  considerata  come  raggio. 

É  facile  scorgere  che  è  reale  la  retta  per  due  punti  (o  in  due 
piani)  immaginar!,  se  le  coordinate  omologhe  di  questi  sono  com- 
plesse coniugate. 

À  valori  immaginari  dei  rapporti  di  cinque  fra'  sei  numeri 
Imn  L  M  N  9,\  rimanente  (con  IL  -{-mM  +  nN  :=>(ì)  diremo  che 
corrisponde  una  retta  immaginaria. 

Il  primo  ad  usare  il  concetto  di  coordinate  di  una  retta  nello  spazio  fa  il 
Cayley  (1859),  il  quale  si  servì  a  tal  fine  di  coordinate  omogenee  di  punti  e  piani, 
come  si  vedrà  in  seguito.  Ma  al  Pìiicker,  che  introdusse  le  coordinate  della  retta 
definite  come  ora  abbiam  fatto,  spetta  il  gran  merito  di  esser  partito  da  questo 
concetto  per  fondare  (1865)  una  nuova  Geometria  dello  spazio,  in  cui  la  retta  è  (per 
cosi  dire)  Telemento  primordiale,  da  cui  tutti  gli  altri  enti  geometrici  derivano;  in 
altri  termini,  una  Geometrìa  dello  spazio  rigato.  (Veggasi  specialmente  la  Neu£ 
Geometrie  dea  Eaumes  del  Plucker,  pubblicata  nel  1868). 


Angolo,  momento  e  distanza  di  due  rette. 


§  86.  Siano  Imn  L  M  N  le  coordinate  di  una  retta  r,  e  V  w!  n' 
V  M'  N'  quelle  di  un'altra  retta  r';  vale  a  dire,  indicando  con 
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^iia^iViZi)   P«(^2t/8^«)  due  punti  di  r,  e  con  V^ioc^y^^^)  F^{xJ/^z^)  due 
punti  di  r',  poniamo 

Xj  —  x^  _  yj  —  yt  _  ^i  — ^g  _  yi^g  —  yg^i  _  ^iXj  —  gjXi  _  gj^g  —  x^i 
l       '^      m      ~       n       ~         L         ~"         M        ~         JV' 

Xj^Xj ys  —  y4 ^3  —  ^4 y8^4  —  y4^3 ^:^A  —  ^aXs a?sy4  —  x^ys 


mi 


fi 


U 


M 


W 


La  condizione  perchè  le  due  rette  r  r'  stiano  in  un  piano,  ossia 
perchè  abbiano  un  punto  comune  (a  distanza  finita  o  infinita),  si 
ottiene  esprimendo  che  i  quattro  punti  P^  P,  P3  P4  sono  in  un  piano, 
cioè 


X, 

X 

X, 


3 


Vi 

•"1 

1 

Vt 

'^ 

1 

Vi 

«3 

1 

y* 

^4 

1 

=  0. 


Sviluppando  questo  determinante  secondo  i  prodotti  de'  determi 
nauti  complementari  delle  due  matrici  che  Io  conipong'ono 


^i    Vi 


Xt 


Vt    ^1 


1 
1 


«3  y»  «»  1 


si  ha 


Xa  y*  «4  1 


(a;,  —  a;,)(y,J4  —  y«?3)+(l/i  —  l/»X2.aj4  - 
+(l/i5»— I/j^iX^s— a?*)4-(-iaJ,— «,a;,Xl/3- 
che  può  scriversi 


IL'  +  mM'  +  nN'  +  LI'  +  Mm!  +  Nn'  =  0. 

II  coseno  dell'angolo  di  due  rette  r  r'  si  determina,  osservando 

che  si  ha  dalla  [8]-§65 

„„    »™  ,         /a;,  — a;,,  y^-Vt,  z^  —  zA 

P,P, .  P3P,  cosrr'  =  0  ; 

Va;,  — oj^,  1/8  —  1/4,  z^ — zj 

ma  dalla  [10] -§65 


PjPj*  =  <t>(a;,  —  a;,,  y,  — 1/„  z^  —  Zt), 
P^p;' =  0(a;,  -  a;,,  y»  — 1/4,  z^  —  z^); 
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quindi  sostituendo  a  x^  —  x^,  Vi  —  Vt^  ^i  —  ^2  ^^  quantità  pro- 
porzionali i  m  n,  a  a?3  —  a?4,  f/3  —  ^4,  ^3  —  ^a  le  proporzionali 
/'  m'  n',  otteniamo 

/l     m  n 

\V    w!  n' 

COSIx'  ^""  — 

|/<D(nnn).0(rm'n')' 
e  in  assi  ortogonali 


Zf  +  mm'  +  nn' 


Di  qui  si  trae  la  condizione  d'ortogonalità  delle  due  rette  r  r'. 

Il  seno  dell'angolo  di  due  rette  r  r'  si  ottiene  facilmente,  suppo- 
nendo per  poco  che  le  due  rette  abbiano  un  punto  comune  V{x  y  z). 
Infatti,  se  P^  è  un  altro  punto  di  r  e  P,  un  altro  punto  di  r',  si 
ha  (§  66) 

PP,«.PP,«  sen'rr'  =  4(PP,P,)«  =  ip ( [yz^  [zx,\\ ,  \xy,\]^  ; 


ma 


[l/^il]  = 


1/1  —  1/    ^i—^ 

Vt—y  ^i  —  z 

PP^«=<D(a?~rp,  i/i— 1/,  z^—z),  PP,*=<D(a?,— ^,  1/,— 1/,  z^--z)\ 


quindi  sostituendo  a  x^  —  x^  !/i  — V»  ^i  —  ^  le  proporzionali  Imn, 
a  x^  —  x^  1/2  —  1/?  ^t  —  ^  le  V  m!  n\  si  trova 

«pn W  —  y(^w'  —  ^%  nf  —  n%  Im'  —  Vm) 
~  <t>{lmny  0(f  m' n') 

Se  le  due  rette  r  r'  non  s'incontrano,  basterà  sostituire  ad  esse 
due  loro  parallele  condotte  da  uno  stesso  punto;  sicché  è  chiaro  che 
questa  formola  vale  anche  nel  caso  generale. 

In  assi  ortogonali  essa  diventa 

_  (mW  —  m'ny  +  {ni  —  n'Q»  +  {Im'—  Vm)^ 


sen*rr'  = 


(l*  +  m'  +  n«).(f  *  -f-  m'»  +  w'>) 
l     m     n 


(i«  +  m*  +  n«)  (r«  +  m'*  +  n'«) 
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S  87.  Vogliasi  determinare  quello  che  il  Cayley  chiama  momento 
di  due  rette  r  r',  ossia  il  prodotto  del  seno  del  loro  angolo  per  la 
loro  distanza  (contata  sulla  retta  r^  perpendicolare  comune  a  r  r'). 
Se  P^Pg  e  P,P4  sono  due  coppie  di  punti  rispettivamente  su  r  e 
r',  per  un  teorema  di  Chasles  (*)  avremo  in  valore  assoluto 


P^Pj.PgP^.momrr'  =  9;?;?^'^^^z=z%qxìts%. 


X, 
Xfì 


X, 


Vi 

^i 

1 

Vt 

Z% 

1 

Va 

«s 

1 

Vt 

^4 

1 

onde  si  deduce,  sóegliendo  convenientemente  i  segni, 


momrr^ 
e  quindi 
momrr^ 


1=  senxjz 


=  senxjz 


VZ*  +  . . .  +  2/wcosxy  +  ...)(?'  +  .-.  +  Sj'm'  cosxy  -f .. .) 


L^annuUarsi  del  momento  è  la  condizione  perchè  r  e  r'  siano  in  un 
piano;  e  cosi  ritroviamo  la  condizione  già  ottenuta  nel  §  prec. 

La  distanza  fra  due  rette  r  r'  vale  momrr'  :  senrr'  ;  e  però  potremo 
assumere 


dist  n/  = 


e  in  assi  ortogonali 


i|/Y(wn'  —  m%  ni  —  «7,  7w'  —  ìm) 


,.  ^__,      W  +  mM'  +  niV'  +  LV  +  Mm'  +  Nn' 
aistrr  = . 

n 


m     n 
m*    rC 


(*)  Tirando  P^Q  QB  equipollenti  a  P^P,  PaP4,  si  detennina  il  prisma  di  basi 
P^QB  PtP8P4;  il  quale  (com'è  noto)  è  triplo  del  tetraedro  P^PgPsP^.  Qnesto  prisma 
è  metà  del  parallelepipedo  che  ha  per  base  il  parallelogrammo  QP3P4B  e  per  altezza 
la  distanza  fra  P^  e  il  piano  del  parallelogrammo.  Ora  QP3P4B  è  misurato  da 
P|Pt.P3P486nrr'  (essendo  QP3  equipollente  a  PiP2);  e  la  distanza  suddetta  non  ò 
che  la  distanza  fra  r  e  r'.  Dunque  (in  valore  assoluto) 

GPìPjPsPa  =  P1P8.P3P4  senrr'  distrr'  =  P4P2.P3P4  momrr'. 
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Per  determinare  le  coordinate  ^o  ^o  ^o  ^o  ^o  ^a  ^^^^&  ^^^^  ^o 
perpendicolare  comune  alle  r  r',  si  osservi  che,  essendo  r^  ortogonale 
a  r  e  r',  si  ha  (§  prec.) 


dalle  quali  equazioni  lineari  omogenee  in  l^  m^  n^,  coordinate  della 
direzione  di  Fq,  si  ricavano  ^o  *^o  ^o  *  meno  di  un  fattore  arbitrario. 
Inoltre,  incontrando  r^  le  r  r',  si  ha 

IL,  +  mMo  +  nN,  +  LI,  +  Mm,  +  Mio  =  0, 
VL,  +  m'Afo  +  nWo  +  L'I,  +  M'm,  +  iSTn^  =  0; 

dalle  quali  equazioni  e  dalla 

lineari  in  L,  M,  N,^  si  ricavano   quindi  L,  M,  N,  a  meno  di  quel 
medesimo  fattore. 
In  assi  ortogonali 

l,:m,:n,=:  mn'  —  yn'n  :  nV  —  rCl  :  Im'  —  Vm, 


Angolo  fra  una  retta  e  un  piano. 

§  88.  L'angolo  di  una  retta  r  con  un  piano  TT(u  t?  te;)  è  il  com- 
plemento delFangoIo  di  r  con  la  normale  n  al  piano  TT;  per  la  quale  n 
si  ha,  supponendo  gli  assi  ortogonali  (§  76) 

V  :  m!  :  n'  =  u:  V  :w. 

Avremo  dunque  in  tale  ipotesi,  applicando  le  formolo  del  §  86, 

ìu  +  mv  -{-  nw 

senrn  =  cosrn  =  y^^^,^^,^^.^^^^.) 

cos'rn  =  sen^n,  =  ^""^  "  "!'  +  ^"  "  i^^  tl^'T  "**)•. 

(Z*  +  m'  4-  n*)(w* + 1;*  4-  w*) 
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La  retta  è  parallela  al  piano,  se 

lu  +  wit?  +  nto  =  0  ; 
ed  è  perpendicolare  al  piano,  se 

ì  m n 

Se  gli  assi  sono  obliqui,  si  ottengx)no  con  lo  stesso  procedimento 
forinole  più  complicate,  che  lasciamo  al  lettore  di  scrivere. 


Distanza  fra  una  retta  e  un  punto. 


§  89.  La  distanza  Pr  fra  un  punto  F{x  y  z)  e  una  retta  T{lmn 
L  M  N)  si  deduce  dalla  relazione 

P,P,«.Pr«  =  4(PP,P,)«  =  Mi([i/^,1],  [^^,1],  [a?i/,l]), 
osservando  che 

[yz^l]  =  y{z,  —  z^)  +  z{y^  —  y,)  +  (y,z^  —  y^z,)  , . . .  , 
P,P,«  =  0(07,  —  0?,,  y,  — 1/„  z,  —  z^). 

In  causa  dell'omogeneità,  si  può  sostituire  a  a?,  —  ^2i"-i  l/i'S^»— y«^iv 
le  quantità  proporzionali  2 . . .  L . . .  ;  e  si  trova 

p  , V(yn  —  2m'\-L,  zi  —  xn-\-My  xm  —  yl  '\'  N) 

<t>(2  m  n) 

Esercizio  1.  Determinare  le  coordinate*  cartesiane  del  ponto  comune  alla  retta 
(Imn  L  M  N)  e  al  piano  [uvto),  nonché  le  due  condizioni  perchè  la  retta  giaccia 
nel  piano. 

Es.  2.  Determinare  le  coordinate  pliìokeriane  del  piano  che  passa  per  la  retta 
(ìtnn  L  M  N)  e  pel  ponto  {xy  z),  nonché  le  dne  condizioni  perchè  la  retta  passi 
pel  punto. 

Es.  3.  Posto  che  due  rette  di  date  coordinate  stiano  in  un  piano,  ossia  ahhiano 
un  punto  comune,  determinare  le  coordinate  di  questo  punto  e  di  questo  piano. 
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Es.  4.  Determinare  le  coordinate  della  direzione  che  biseca  Tangolo  di  due  date 
direzioni  (ì  m  n),  (ì  m'  n'), 

Es.  5.  Se  u  t?  sono  le  coordinate  plùckeriane  di  una  retta  nel  piano  rigato  xy,  le 
coordinate  pltlckeriane  della  stessa  retta  nello  spazio  rigato  sono 

l:m:N=  —  «:u:l,    n  =  L=zM  =^0. 

Es.  6.  Calcolare  le  coordinate  della  perpendicolare  da  un  punto  (xy  e)  a  un  piano 
(u  V  w), 

Es.  7.  Calcolare  le  coordinate deUa  perpendicolare  da  un  punto  {xy  z)  a  una  retta 
{ìmn  LMN). 

Es.  8.  Calcolare  le  coordinate  della  retta  perpendicolare  a  una  retta  Qmn  LMN) 
e  giacente  nel  piano  (u  v  w). 


Complessi,  congruenze,  rigate. 


§  90.  Qui  sorge  spontanea  la  domanda:  quaPè  il  significato  geo- 
metrico di  una  equazione  omogenea  nelle  coordinate  Imn  LMN 
di  una  retta  variabile  r?  Accenneremo  la  risposta,  senza  entrare 
in  molti  particolari. 

L'equazione  data,  accompagnata  dall'altra  IL  -f  mM  +  nN  =  0, 
è  soddisfatta  da  oo^  sistemi  di  valori  de'  rapporti  di  cinque  fra  le 
quantità  variabili  Imn  LMN  alla  rimanente;  e  però  vi  sono  oo' 
rette  soddisfacenti  la  data  equazione.  Il  loro  insieme  dicesi  com- 
plesso. 

In  particolare  :  sia  la  data  equazione  lineare 

■ 

[1]  Al-\-Bm-\-Cn-\-aL  +  hM+cN=0, 

ove  ABC  ab  e  sono  quantità  date.   In  questo  caso  il  complesso 
si  dirà  di  P  grado  o  lineare. 
Se  i  coefficienti  della  equazione  [1]  verificano  la  relazione 

[2]  a.4  +  &S  +  cC  =  0, 

ossia  se  essi  sono  coordinate  di  una  certa  retta,  il  complesso  consta 
di  tutte  le  rette  che  a  questa  si  appoggiano.  Allora  il  complesso 
dicesi  speciale^  e  questa  retta  direttrice. 
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Id  generale  :  considerando  la  r  come  raggio  per  due  punti  {xy  z), 
{jcf  !/'  ^) ,  e  sostituendo  nella  [1]  a  2 . . .  Z ...  le  proporzionali 
j)  —  jf^...^  yz*  —  y'z^ . . . ,  abbiamo 

A{x  -  .r')  +  B(y  -  y')  +  C(z  -  ^0 
+  aiyz*  —  y^z)  +  Hz^  —  -'*^)  +  ^(^  —  ^^V)  =  0« 

Dato  il  punto  {af  y'  z'),  questa  equazione  lineare  in  xy  z  rappre- 
senta un  piano.  Dunque  :  per  ogni  dato  punto  dello  spazio  passano  oo 
rette  del  complesso,  le  quali  fanno  fascio  intorno  al  punto  in  un 
piano  determinato.  Cosicché  a  ogni  punto  corrisponde  un  piano  pas- 
sante pel  punto. 

Del  pari,  considerando  la  r  come  asse  in  due  piani  (u  v  to),  {u'  v'uy\ 
e  sostituendo  nella  [IJ  a  L  • . .  2 . . .  le  proporzionali  u  —  u', . . . , 
tno'  —  v'io, . .  . ,  si  vede  che  :  in  ogni  dato  piano  esistono  oo  rette  del 
complesso,  le  quali  fanno  fascio  nel  piano  intorno  a  un  punto  deter- 
minato. A  ogni  piano  corrisponde  cosi  un  punto  che  sta  nel  piano. 

In  conseguenza:  a'  punti  di  una  retta  corrispondono  i  piani  per 
un'altra  retta,  e  la  punteggiata  e  il  fascio  sono  proiettivi.  Ai  punti 
della  seconda  retta  corrispondono  i  piani  per  la  prima.  Onde  le  rette 
dello  spazio  sono  a  due  a  due  coniugate  in  una  corrispondenza  uni- 
voca e  reciproca. 

Insomma  :  la  corrispondenza  in  esame  non  è  altro  che  quel  caso 
particolare  della  correlazione  fra  due  spazt^  che  abbiamo  accennato 
in  fine  del  §  83,  e  che  MObius  chiamò  Nullsystem. 

Le  rette  del  complesso  sono  le  rette  coniugate  a  sé  stesse. 

Una  retta  del  complesso,  se  seca  una  retta  data,  secherà  anche  la 
coniugata.  Ed  ogni  retta  che  sechi  due  rette  coniugate  appartiene 
al  complesso. 

I  rapporti  di  cinque  de'  sei  coefficienti  ABC  abc  sì  rimanente 
possono  assumersi  come  le  coordinate  del  complesso,  e  i  sei  coef- 
ficienti come  coordinate  omogenee  del  complesso. 

Un  complesso  lineare  è  individuato,  quando  sono  date  cinque 
rette  di  esso. 

Nel  piano  airinfinito  esistono  oo  rette  del  complesso,  che  fauno 
fascio  intorno  a  un  punto  airinflnito,  il  quale  corrisponde  a  quel 
piano.  A  piani  di  data  giacitura  (ossia  aventi  la  stessa  retta  all'in- 
finito) corrispondono  punti  di  una  retta  (reciproca  di  quella  all'in- 
finito), che  è  diretta  verso  il  punto  all'infinito  suddetto,  e  che 
dicesi  diametro  del  complesso. 
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Diconsi  principali  ì  piani  normali  alla  comune  direzione  de'  dia- 
metri. Ai  piani  principali  corrisponde  un  particolare  diametro,  che 
dìcesi  diametro  principale  o  asse  del  complesso. 

Ci  limitiamo  ad  enunciare  qualche  proprietà  metrica  del  com- 
plesso lineare: 

É  costante  il  rapporto  dei  momenti  di  una  retta  qualunque  del 
complesso  rispetto  a  due  rette  coniugate  fisse.  Questo  rapporto  di- 
cesi modulo  del  complesso  rispetto  alle  due  rette  coniugate. 

La  retta  perpendicolare  comune  a  due  rette  coniugate  è  tale  anche 
all'asse.  É  costante  il  prodotto  della  distanza  fra  una  retta  arbi- 
traria dello  spazio  e  Tasse  del  complesso  per  la  tangente  dell'an- 
golo fra  la  retta  coniugata  a  quella  e  Tasse.  Ed  è  eguale  al  pro- 
dotto della  distanza  fra  una  retta  qualunque  del  complesso  e  Tasse 
per  la  tangente  dell'angolo  fra  la  stessa  retta  e  Tasse. 

Questo  prodotto  costante  dicesi  parametro  del  complesso. 

Per  ogni  traslazione  secondo  Tasse,  e  per  ogni  rotazione  intorno 
all'asse,  il  complesso  si  trasforma  in  sé  stesso  ;  ossia  ogni  retta  del 
complesso  viene  a  coincidere  con  un'altra  retta  del  complesso,  ecc. 

§  91.  Due  complessi  hanno  di  comune  cx)'  rette,  le  quali  si  di- 
cono formare  una  congruenza. 
Se  le  equazioni  di  due  complessi  di  P  grado  sono 

Al-^.  ..+cN=0,    A'l  +  ...+&N=0, 

Tinsieme  delle  due  equazioni  rappresenta  la  congruenza  delle  rette 
comuni  ai  due  complessi.  Una  combinazione  lineare  di  esse,  come 

\{Al  +  . . .  +  cN)  +  ii{An  +  . . .  +  &N)  =  0, 

rappresenta  un  altro  complesso  di'  l""  grado;  e  variando  X  :  jii  si  ha 
una  serie  semplice  o  fascio  di  complessi,  i  quali  a  due  a  due  hanno 
comune  appunto  quella  congruenza. 

Fra  questi  complessi  sono  speciali  quelli  che  verificano  la  condi- 
zione 

ossia 

{aA  +  Ì)B  +  cC)\'  +  {aA'  +  bB'  +  cC  +  Aa'  +  Bb'  +  C&)\ii 

+  {a' A'  +  VB'  +  c'C')^^  =  0, 
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che  è  una  equazione  di  2°  grado  in  X  :  jii.  I  complessi  speciali  del 
fascio  sono  dunque  due. 

Le  direttrici  di  questi  due  complessi  speciali  si  dicono  direttrici 
della  congruenza;  esse  possono  essere  reali  distinte,  reali  coinci- 
denti, immaginarie.  Ma  noi  ci  asteniamo  dall'esaminare  partita- 
mente  i  tre  casi. 

Tutte  e  sole  le  rette  della  congruenza  si  appoggiano  alle  due 
direttrici . 

La  congruenza  è  individuata,  quando  ne  son  date  quattro  rette. 

I  piani  che  corrispondono  a  un  punto  rispetto  ai  complessi  della 
serie,  fanno  fascio  intorno  a  una  retta  della  congruenza;  retta  cor- 
rispondente al  punto  nella  congruenza. 

E  i  punti  corrispondenti  a  un  piano  rispetto  ai  complessi  della 
serie,  formano  una  punteggiata  su  una  retta  della  congruenza  ;  retta 
corrispondente  al  piano  nella  congruenza. 

Se  il  punto  è  su  una  direttrice  (o  se  il  piano  passa  per  una  di- 
rettrice), la  retta  corrispondente  è  indeterminata. 

Tre  complessi  hanno  comuni  cx>  rette,  che  si  dicono  formare  una 
superficie  rigata  (Regelschaar).  Se 

Al-{-  .  ,.  =  0,    il'i  +  .  .  .  =  0,    A'n  -f  .  . .  =  0 

sono  le  equazioni  di  tre  complessi  di  P  grado,  una  loro  combina- 
zione lineare 

\(^^  +  ...)  +  K^'^  +  ...)  +  v(^"^  +  ...)  =  0 

rappresenta  un  altro  complesso  di  V  grado  ;  e  variando  i  rapporti 
X:  V,  ji:  V  si  ottiene  una  serie  doppia  o  rete  di  complessi,  i  quali 
hanno  comune  a  tre  a  tre  la  stessa  rigata. 

Fra  questi  complessi  ve  ne  ha  oo  speciali,  e  le  rette  della  rigata 
si  appoggiano  alle  direttrici  di  essi. 

Quattro  complessi  non  hanno  comune  che  un  gruppo  discreto  di 
rette. 

Quattro  complessi  di  !•  grado  hanno  comuni  due  rette;  le  quali 
possono  essere  reali  distinte,  reali  coincidenti,  immaginarie. 

Una  combinazione  lineare  delle  equazioni  dei  quattro  complessi 
rappresenta  un  individuo  della  serie  tripla  di  complessi  di  P  grado 
che  passano  per  quelle  due  rette. 
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Se  ì  quattro  complessi  dati  si  suppongono  speciali,  si  conclude 
che:  esìstono  due  rette  (reali  distinte,  reali  coincidenti,  immagi- 
narie), le  quali  si  appoggiano  a  quattro  rette  date  comunque  nello 
spazio. 

Cinque  complessi  non  hanno  in  generale  alcuna  retta  comune. 

La  importantissima  teoria  dei  complessi  è  dovuta  al  Pìiicker;  il  quale  introdusse 
anche  le  denominazioni  di  complesso,  congruenga,  ecc.  {Neue  Qtomeirie  des  Baumes). 
Notevoli  sistemi  dioo*  rette  (Strahknsystemé)  erano  già  stati  studiati  da  Monge, 
MaiuSf  Dupifiy  StunUt  HamiUon,  Mòhius,  Transon,  e  segnatamente  da  Kummer 
(Giom.  di  CreUe,  1859  ;  Acc.  di  Berlino,  Monatsherichte  1864  e  65,  AbhandL  1866). 

Esercizio  1.  Date  le  coordinate  di  un  punto  o  di  un  piano  o  di  una  retta,  calcolare 
le  coordinate  del  piano  o  del  punto  o  della  retta  corrispondente  rispetto  a  un  dato 
complesso  lineare. 

£s.  2.  Un  complesso  lineare  è  individuato,  se  son  date  due  rette  corrispondenti  e 
una  retta  del  complesso. 

Es.  3.  Due  piani,  che  passino  per  una  retta  di  una  congruenza  comune  a  due 
complessi  lineari^  sono  punteggiati  omograficamente  dalle  rette  della  congruenza.  E 
se  si  considerino  due  stelle  aventi  i  centri  su  quella  retta^  si  corrispondono  omogra- 
ficamente quei  piani  delle  due  stelle  che  projettano  le  rette  della  congruenza. 

Es.  4.  I  teoremi  inversi  di  questi  ultimi. 


CAPITOLO  X. 


OoordLlnate     o  m  o  s  o  n  e  e. 


Concetto  di  coordinate  omogenee. 


§  92.  Sovente,  per  individuare  ciascun  elemento  di  un  sistema  o 
varietà  d'infiniti  elementi,  si  fa  uso  dei  rapporti  di  alcuni  numeri 
a  un  altro  numero^  in  modo  che  ad  ogni  gruppo  di  valori  di  questi 
rapporti  corrisponda  un  elemento,  e  viceversa.  Allora  quei  numeri 
e  questo  si  dicono  coordinate  omogenee  di  queirelemento.  Coor- 
dinate, perchè  servono  a  individuare  Telemento;  omogenee^  perchè 
moltiplicando  questi  numeri  per  uno  stesso  numero  i  loro  rapporti 
non  si  alterano,  e  però  non  cessano  d'individuare  lo  stesso  ele- 
mento; cosicché,  dato  relemento,  non  sono  determinati  essi  nu- 
meri, ma  solo  i  loro  mutui  rapporti. 

Facendo  uso  di  coordinate  omogenee,  si  viene  a  introdurre  una 
coordinata  più  del  necessario;  ma  Tomogeneità  e  la  simmetria 
che  le  formolo  acquistano  compensano  questa  complicazione.  Che 
anzi  talora  per  ottenere  Tomogeneità  e  la  simmetria  sMntrodu- 
cono  due,  tre....  coordinate  oltre  il  necessario;  ed  allora  fra  le 
coordinate  bisogna  stabilire  una,  due  ...  relazioni  omogenee. 

Nei  precedenti  capitoli  ci  si  sono  presentati  spontaneamente  dei 
sistemi  di  coordinate  omogenee  per  individuare  gli  elementi  delle 
singole  forme  geometriche  fondamentali.  Cosi:  per  la  retta  pun- 
teggiata, il  piano  punteggiato  e  lo  spazio  punteggiato  abbiamo 
definito  le  coordinate  omogenee  baricentriche  (§§  5,  29,  63),  ed 
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abbiamo  accennate  le  analoghe  coordinate  per  le  altre  forme  di 
1%  2%  3*  specie  (§§  21,  24,  40,  53,  75).  Inoltre  per  lo  spazio  rigato, 
forma  di  4^  specie,  abbiamo  in  due  modi  stabilito  un  sistema  di 
sei  coordinate  omogenee,  ma  legate  da  una  relazione  quadratica 
omogenea  (§§  84,  85). 

Del  resto,  senza  uscire  dal  sistema  cartesiano,  ci  è  occorso  di 
esprimere  le  due  coordinate  cartesiane  di  un  punto  in  un  piano 
mediante  i  rapporti  di  due  numeri  a  un  terzo  (§  51)  ;  sicché  questi 
tre  numeri  si  possono  assumere  come  coordinate  omogenee  del 
punto.  E  ci  è  anche  occorso  di  esprimere  le  tre  coordinate  carte- 
siane di  un  punto  nello  spazio  come  rapporti  di  tre  numeri  a  un 
quarto  (§81);  onde  questi  quattro  numeri  sono  coordinate  omogenee 
del  punto. 

Del  pari,  le  coordinate  plùckeriane  di  una  retta  in  un  piano  ci 
si  sono  presentate  come  rapporti  di  due  numeri  a  un  terzo  (§  49), 
e  le  coordinate  pltickeriane  di  un  piano  nello  spazio  come  rapporti 
di  tre  numeri  a  un  quarto  (§  80). 

Aggiungasi  che  abbiamo  introdotto  la  nozione  di  due  o  tre  coor- 
dinate omogenee  di  una  direzione  (§§  49,  73),  e  quella  di  quattro 
coordinate  omogenee  di  una  giacitura  (§  72). 

Ora  esporremo  per  le  singole  forme  fondamentali  un  sistema  di 
coordinate  omogenee,  le  quali  comprendono  come  casi  particolari 
quelle  già  incontrate,  e  si  chiamano  proiettive. 

Nei  duo  secoli  precedenti  al  nostro  la  geometria  analitica,  usando  quasi  esclusiva- 
mente le  coordinate  cartesiane  (e  in  talune  ricerche  le  coordinate  polari),  aveva  avuto 
per  principale  scopo  di  applicare  il  grande  concetto  di  Descartes  a  risolvere  sempre 
nuove  questioni  spettanti  a  tutti  i  rami  della  matematica  pura  ed  applicata.  Fatta 
eccezione  per  pochi  scienziati,  segnatamente  per  Lagrcmge,  non  si  era  badato  ad  in- 
trodurre eleganza,  simmetria  e,  come  conseguenza  di  questa,  concisione  nei  calcoli. 
Nella  prima  metà  del  nostro  secolo  invece  il  desiderio,  anzi  per  qualche  riguardo  la 
necessità  di  acquistare  ai  ragionamenti  ed  ai  calcoli  della  geometria  analitica  queste 
doti,  e  nello  stesso  tempo  lo  sviluppo  della  geometria  proiettiva,  condussero  natu- 
ralmente airintroduzione  delle  coordinate  omogenee. 

Il  primo  sistema  di  coordinate  omogenee  di  punti  nel  piano  e  nello  spazio  fu  il 
sistema  baricentrico  dovuto  a  Mòbius  {Der  harycentrische  Cakul,  1827).  Quasi  nello 
stesso  tempo  la  notazione  abbreviata,  introdotta  anzitutto  dal  BobiUier  (Annales  de 
Mathématìques  di  Cferganne,  t.  XVIII,  1827)  per  le  equazioni  della  retta  nel  piano  e 
del  piano  nello  spazio,  e  poi  ripresa  ed  estesa  dal  PÌUcker  (AnalyUsch-geometrische 
Entwickélungen,  1828-31)  mediante  l'introduzione  delle  coordinate  della  retta  e  del 
piano  e  dell'equazione  del  ponto,  conduceva  il  Plucker  ad  altri  sistemi  di  coordinate 
omogenee,  trìmetriche  nel  piano  e  tetrametriche  nello  spazio,  pei  punti,  per  le  rette 
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e  pei  piani  (loc.  cit.).  Questo  scienziato  assunse,  ad  esempio,  come  coordinate  omo- 
genee di  mi  punto  nel  piano  i  valori  che  i  primi  membri  delle  equazioni  di  tre  rette 
(non  di  un  fascio)  del  piano  riferite  a  due  assi  cartesiani  prendono  quando  yi  si  so- 
stituiscono le  coordinate  di  quel  punto  riferito  a  questi  stessi  assi.  È  chiaro  che  tali 
coordinate  differiscono  per  fattori  costanti  dalle  distanze  fira  il  punto  e  le  tre  rette,' 
e  quindi  (§  94)  coincidono  con  un  sistema  generale  di  coordinate  projettive  ayentc 
le  tre  rette  considerate  per  rette  fondamentali. 

In  seguito  VHesse  mostrò  come,  senza  cessare  in  sostanza  di  usare  le  coordinate 
cartesiane  di  punti,  si  potesse  introdurre  omogeneità  nelle  formolo^  rappresentando 
queste  coordinate  come  i  rapporti  di  due  o  di  tre  numeri  ad  un  altro.  Con  questo 
metodo  ingegnoso  e  semplicissimo,  VHesse  raggiunse  quasi  tutti  i  vantaggi  che  pro- 
vengono dall'uso  di  coordinate  omogenee;  anzi  fu  il  primo  a  mettere  in  piena  luce 
l'eleganza  che  acquistano  i  calcoli  fatti  mediante  queste,  e  l'appoggio  mutuo  che  pos- 
sono rendersi  la  geometria  projettiva  e  l'algebra.  Le  sue  ricerche  contengono  cosi  il 
germe  di  quella  nuova  scienza  che  lega  tra  loro  queste  due,  cioè  la  teoria  degli 
invarianti  o  algebra  deUe  trasformazioni  lineari. 

Dopo  il  Pliicher,  altri  scienziati  ritornarono  sulle  coordinate  projettive  generali,  e 
ne  fecero  applicazioni:  citeremo  soltanto  Chasìes  e  Clebsch»  Oggidì  esse  costituiscono 
il  sistema  più  usato  nelle  ricerche  analitiche  di  geometria  projettiva.  La  teoria  che 
noi  ne  abbiamo  esposta,  basata  sui  doppi  rapporti,  è  dovuta  sovratutto  al  Fiedler 
(Viertejfahrsschrift  der  Naturforsch,  OeseUschaft  zu  Ziirich^  Bd.  15,  oppure 
DarsieUende  Geometrie  §§  138-145),  il  quale  ritornò  sulla  definizione  geometrica  delle 
coordinate  omogeneo  projettive  della  retta  nello  spazio  introdotte  dal  Cayìey  (come 
già  dicemmo  al  §  85),  studiandone  anche  la  trasformazione. 

Ma  è  da  notare  che  già  il  Mòbitis,  sotto  il  titolo  di  calcolo  baricentrico  abbre- 
viato, aveva  introdotto  come  coordinate  di  un  punto  (in  una  retta  o  in  un  piano  o 
nello  spazio)  i  rapporti  delle  sue  coordinate  baricentriche  a  quelle  di  un  punto  fisso; 
i  quali  rapporti  non  sono  che  le  coordinate  projettive  del  punto  (il  punto  fisso 
essendo  il  punto  unità).  Il  Móbius  aveva  anche  osservato  che  tali  coordinate  si 
posaono  definire  come  doppi  rapporti,  ne  aveva  rilevata  l'utilità  per  lo  studio  di  quelle 
proprietà  che  non  si  alterano  per  collincazioni,  e  ne  aveva  fatte  applicazioni,  mo- 
strando di  riconoscerne  la  grande  importanza. 

Nei  vari  trattati  ìitWHesse  i  giovani  studiosi  potranno  trovare  molte  applicazioni 
facili  ma  notevoli  della  notazione  abbreviata  e  delle  coordinate  omogenee.  In  questi 
trattati,  in  quelli  del  Sahnon,  nelle  «  TriUnear  Coordinates  >  del  FerrerSy  essi 
potranno  acquistare  una  conoscenza  più  completa  della  teoria  e  delle  applicazioni 
delle  coordinate  omogenee. 


Forme  di  1*  specie. 

%  93.  1^  In  una  retta  punteggiata,  dati  tre  punti  A^  A,  B,  si  può 
assumere  come  coordinata  di  un  punto  qualunque  P  il  doppio  rap- 


I 

r 
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porto  determinato  da  F  con  A^  A,  B  in  un  ordine  assegnato  (§  9), 
p.  es,  (A^A,BF)  ;  e  però,  chiamando  ^^  x^  due  numeri  tali  che 

si  possono  definire  x^  x^  come  coordinate  omogenee  projettive  del 
punto  P.  Esse  sono  eguali  o  proporzionali  a'  rapporti  ^g ,  j^  , 

cioè  alle  misure  dei  segmenti  À,P  e  A^P  riferiti  risp.  a  A,B  e  A,B. 

Pel  punto  A,  si  ha  x^i  a?,  =  0,  cioè  ^^  =  0  e  a?,  arbitrario  (ma 
non  zero).  Per  A,  si  ha  a?^  :  a?,  =  co ,  cioè  x^=zO  e  x^  arbitrario 
(ma  non  zero).  Per  B  si  ha  a;^  :  ^,  =3 1,  a?^  =  x^. 

A^  A,  diconsi  punti  fondamentali  e  B  punto  unità.  Tutti  tre  di- 
consi  punti  di  riferimento. 

Se  B  è  medio  fra  A^  e  A„  x^^  x^  divengono  le  coordinate  bari- 
centriche  (§  5). 

Se  A4  va  all'infinito,  x^:  x^  =  A,P  :  A,B  diviene  Tascissa  di  P  ri- 
spetto a  A,  come  origine  e  A,B  come  unità  lineare. 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  punti  (x^x^),  (|/,i/,),  (z^z^)^  {tj^)  è 

{x^g^  —  xts^)  iyih  —  yjti) 
(x^t^  —  xtti)  iViet  —  Vi^iY 

2*  In  un  fascio  di  rette  siano  a^  a,  b  tre  rette  date  ;  e  per 
coordinate  omogenee  projettive  di  una  retta  qualunque  r  assu- 
miamo due  numeri  x^  x^  tali  che 

xr.x,  =  («,.,br)  =  ??H^  :  ?»    (§  21). 
*        *       VII/        senajD     senaiD     ^^       ' 

È  facile  vedere  che  x^  x^  sono  eguali  0  proporzionali  ai  numeri 
che  misurano  le  distanze  di  un  punto  qualunque  di  r  da  a,  e  a^, 
riferite  risp.  alle  distanze  di  un  punto  di  b  da  a,  e  a^. 

Per  a,  ^4:0?,  =  0,  per  a^  j?^  :  ^j  =  00,  per  b  a?^  :  ìT,  =  1  ; 
a^  e  a,  diconsi  rette  fondamentali^  b  retta  unità. 

Se  b  biseca  Tang^k)  a^a,,  x^  :  07^=1  sena,r  :  senra^,  e  x^^x^  di- 
vengono le  analoghe  alle  coordinate  baricentriche  della  punteggiata. 

3"*  Pel  fascio  di  piani  si  ripeta  quanto  si  è  detto  pel  fascio  di 
rette,  cambiando  la  parola  retta  in  piano. 
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Forme  di  2""  specie. 


§  94.  r  In  un  piano  punteggiato  siano  1^  1,  A3  B  quattro  punti^ 
di  cui  tre  qualunque  non  in  una  retta.  Sono  allora  determinati  tre 
fasci  di  rette  co'  centri  in  1^  1,  A3;  e  in  ciascun  fascio  son  date  tre 
rette,  cioè  quelle  che  uniscono  À,  a  A,  A,  B,  e  cosi  via.  Per  un 
punto  qualunque  F  del  piano  passano  tre  rette,  una  per  fascio,  e 
bastano  due  a  individuare  P.  Àdopraudo  pei  fasci  coordinate  omo- 
genee proiettive,  possiamo  trovare  tre  numeri  x^  x^  x^  tali  che  (•> 

x,:x^  =  A,  (A.AgBP),    x^:x^  =  A^  (A,A3BP), 

e  quindi  definire  ^^  x^  x^  come  coordinate  omogenee  projettive  del 
punto  P. 
Indicando  con  a^a,a3  le  rette  A, A3  A3A^  A^A,,  si  ha  facilmente 

onde  x^  x^  x^  sono  eguali  0  proporzionali   ai  tre  rapporti   di   di- 

«♦^''''^  Sì;  '  sS  '  sS-  ^  '•  ^*  P"''^ 

A.  (A,A.BP)  =  1^;  :  Il  =  ^.  :  or,. 

Pei  punti  di  a^  si  ha  a?4  =  0;  e  così  via.  Pel  punto  A,  si  ha 
x^  =  0,  ^8  =:  0,  x^  arbitrario  (ma  diverso  da  zero)  ;  e  cosi  via.  Per 
B  si  ha  x^=.  x^z^  x^, 

A^  A,  A3  é  a^  a^  a3  si  chiamano  punti  e  rette  fondamentali^  B  punto 
unità. 

Le  presenti  coordinate  sogliono  anche  chiamarsi  trilineari  o 
trimeiriche ^  particolarmente  quando  per  B  si  scelga  il  centro  del 


(*)  Se  A  B  C  D  £  sono  punti  di  un  piano,  la  notazione  A(BCD£)  sta  pel  doppio 
rapporto  delle  rette  AB  AC  AD  AE. 
Analogamente  per  cinque  rette  a  b  e  d  e. 
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circolo  iscritto  nel  triangolo  k^k^k^;  nel  qual  caso  le  coordinate 
x^x^x^  sono  proporzionali  alle  distanze  del  punto  P  dai  lati  del 
triangolo. 

Se  per  B  si  sceglie  il  punto  d'intersezione  delle  mediane  del 
triangolo  l^igAg;  allora  dette  B^  P^  le  projezioni  di  B  P  da  1,  su  a^, 
si  ha  x^  :  x^  =  À^  (ÀjijBP)  =  (ÀjÀgB^PJ  =  Àg^i  '-  ^i^i»  e  così  via; 
dunque  x^^  x^  x^  divengono  le  coordinate  baricentriche  (§  29).  É 
facile  vedere  che  esse  sono  eguali  o  proporzionali  ai  prodotti  delle 
distanze  di  P  dai  lati  del  triangolo  per  le  lunghezze  dei  lati  mede- 
simi, od  anche  alle  aree  dei  triangoli  PAs^s  PAsA^  ^K^  \  ^  P^^^ 
diconsi  anche  coordinate  triangolari. 

Anche  il  sistema  cartesiano  è  caso  particolare  del  proiettivo. 
Poiché,  se  A^  A,  vanno  airinfinito  sulle  a,  a^,  i  fasci  corrispondenti 
sono  sistemi  di  rette  parallele  alle  a,  a^,  e  si  ha 

x^:x^  =  (A^AjBjP,)  =  A3P, :  A3B,,  x^xx^^zn  (A^AsB^PJ  =  A3P,  :  A3B,; 

sicché,  se  si  sceglie  AgB^  =  A^B^  =  1,  i  rapporti  x^  :  a7g,  x^  :  x^  non 
sono  ohe  le  ovvie  coordinate  cartesiane  di  P  rispetto  alle  rette 
a,  a^  come  assi. 

2^  In  un  piano  rigato  siano  date  quattro  rette  a^  a^  ag  0,  di 
cui  tre  qualunque  non  di  un  fascio.  Si  hanno  allora  tre  punteg- 
giate su  a^  a,  as,  di  ciascuna  delle  quali  sono  dati  tre  punti.  Una 
retta  r  del  piano  ha  un  punto  in  ciascuna  delle  tre  punteggiate, 
e  due  di  essi  la  individuano.  Adoperando  coordinate  projettive  per 
quelle  punteggiate,  definiamo  per  coordinate  omogenee  projettive 
della  retta  r  tre  numeri  u,  u^  u^  tali  che  sia 

Wi  :  W3  =  a^ta^agcr),    u^:u^  =  a^(a2a3or). 

Chiamando  A^  Aj  A3  i  punti  a^as  aga^  a^a^,  si  ha 

t4,:w3  =  a,(a,a3or)  =^:^,     U3  :  w,  =z  a,(a3a,or)  =  0  :  ^; 

onde  u^  u^  u^  sono  eguali  0  proporzionali  ai  rapporti  di  distanze 

AjF      AoF      AqF     — ,j    V 

ì:^'  è'  ó-  ^^  ^  P"'^ 

/  V       Afr    kxT 
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Per  ogni  retta  del  fascio  1^  si  ha  u^  =  0,  ecc.  Per  a^  si  ha 
lij  =  0,  Ug  =  0  e  Ui  arbitrario  ;    ecc.    Per  e  si  ha  u^  =  le,  =  w 

a^  a^  ag  e  1^  k^  A3  si  chiamano  rette  e  punti  fondamentali^  0  retta 
unità. 

Se  per  0  si  sceglie  la  retta  all'infinito  del  piano,  u^  u,  u^  diven- 
tano uguali  0  proporzionali  alle  distanze  di  r  da  1^  A^  I3,  e  si  chia- 
mano coordinate  tripunte  0  trimetriche  di  r. 

Supponendo  che  b^  sia  la  retta  alPinfinito  del  piano,  e  indicando 
con  G^  R^...  i  punti  ca^  ra^...,  si  ha 

w,  :  U3  =  a,  (a,a3or)  =  A3C,  :  A3B, ,     u^:u^  =  a^Ca^agCr)  =  AjC^  :  AgR^  ; 

e  quindi,  se  si  prende  AgC^  :=  A3O2  =:  —  1,  u^  :  u^  e  u^:u^  diven- 
gono —  1  :  AjB^  e  —  1  :  A3R4,  cioè  (§  49)  le  coordinate  plùckeriane 
della  r  rispetto  agli  assi  a^  b^. 

3""  Per  definire  un  sistema  di  coordinate  omogenee  projettive 
in  una  stella  di  rette  0  di  piani,  basta  ripetere  quanto  si  è  esposto 
pel  piano  punteggiato  0  rigato,  sostituendo  ai  punti  ed  alle  rette 
del  piano  le  rette  e  i  piani  della  stella. 
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Applicazioni. 

§  95.  Consideriamo  ora  un  piano  punteggiato  e  un  piano  rigato 
sovrapposti,  anzi  riferiti  a  uno  stesso  triangolo  A^A2A3  0  trilatero 

*  1*2*3* 

Conservando  le  indicazioni  precedenti,  si  ha  pei  teoremi  di  Ceva 
e  di  Menelao  (§  29,  es.  1  e  2) 

^2^     ^?2*      ''^1^3 1        AgC|      A3C2      A^Ca  , 

BjA3     B2A1     B3A2         '      ^lAa     (ji^i     C3A2 

onde  dividendo 

(A2A3C,B0.(A3A,C2B2).(A,A2C3B3)  =  -  1  ; 

e  però  potremo  determinare  tre  numeri  k^  k^  k^  tali  che 

K:h^  =  —  (A2 A^C.B J,  k,:h,  =  -  (^3^1^28,),  ft,  :  ^2  =  ~  (^i^^Cs^s)- 
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Avremo  quindi 
—  A,  x^  u,  :  ftj  a?,  Ua  =  (A,A3CjBJ.(A,AsBjPJ.(A,43B,C,)=  (A^ljB.P,), 

6  analogamente 

—  n^x^u^'.  ^3  a?3  W3  =  (l.lsRjPj)  ; 
onde 

.  —  (^1  ^1  w,  +  Aj  ìTj  Wj)  :  ^3  a?3  W3  =  (A^AjR.P,)  +  (l.igRjPj). 

Ora  se  P  sta  su  r,  e  solo  allora,  projettando  da  P  su  a^  si  ha 

(i,Ì3B,P,)  =  (P,A3RA)  =  (A,R,A3PJ, 
onde 

(A,A3R,P,)  +  (A,A3R,P,)  =  (A,A3R,P,)  +  (kJi,k,V,)  =  1  (§  7); 
dunque  sarà 

/I4  ^1  Wl  +  ^^2  ^2  ^2  +  '^s  ^3  ^8  =  ^ 

la  condizione  perchè  il  punto  P  stia  sulla  retta  r. 

Essa  è  lineare  e  omogenea  nelle  x^  x^  x^^  ed  è  lineare  omogenea 
nelle  u^  u^  U3. 

Data  r,  cioè  dati  i  rapporti  di  u^  u,  U3,  questa  è  Tequazione  della 
retta  r  come  punteggiata.  Dato  P,  cioè  dati  i  rapporti  di  o?^  x^  x^ , 
essa  è  Tequazione  del  punto  P  come  centro  di  un  fascio. 

Se  C^  e  0^  si  suppongono  armonici  con  B^  e  Bg  rispetto  a  A2A3  e 
ÀjAj,  sarà  U^^zh^zzz  h^,  e  quindi  sarà  anche  C3  armonico  di  B3  ri- 
spetto a  A^A,:  allora  il  punto  B  può  dirsi  armonico  con  la  retta  e, 
e  l'ultima  equazione  diverrà 

^1  ^1  +  ^2  ^4  +  W3  a?3  =  0. 

Se  inoltre  83  è  la  retta  all'infinito  e  A3B^  =  A3B,  =  1,  onde 
A3C4  =  A3C,  =  —  1 ,  allora  x^  :  a?3 ,  x^:  x^  sono  (come  già  osser- 
vammo) le  coordinate  cartesiane  x  y,  e  w^  :  u^^  u^  :  M3  sono  le 
coordinate  pliìckeriane  u  v;  e  però  l'equazione  diviene 

t^a?  +  t?y  +  1  :=  0 
come  al  §  49. 

§  96.  Il  fatto  :  che  la  condizione  perchè  un  punto  stia  su  una 
retta  è  lineare  omogenea  nelle  coordinate  omogenee  projettive  del 
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punto  e  lineare  omogenea  nelle  coordinate  omogenee  projettive 
della  retta,  sussiste  anche  nel  caso  particolare  delle  coordinate 
cartesiane  di  punti  e  pllickeriane  di  rette,  quando  le  coordinate  si 
denotino  come  rapporti  di  due  numeri  a  un  terzo.  Questa  analogia 
è  cagione,  che  le  principali  formole  da  noi  esposte  relativamente 
alle  coordinate  cartesiane  di  punti  e  pliickeriane  di  rette,  si  esten- 
dano con  leggerissime  modificazioni  alle  coordinate  projettive  di 
punti  e  rette.  La  conformità  è  meno  appariscente  in  quelle  for- 
mole che  si  riferiscono  a  relazioni  metriche,  ma  spicca  in  quelle 
che  si  riferiscono  a  relazioni  projettive.  Valgano  alcuni  esempi; 
nei  quali  supporremo,  come  si  suol  fare,  che  il  punto  unità  e  la 
retta  unità  si  siano  scelti  in  modo,  che  la  condizione  perchè  il 
punto  (Xi  x^  x^)  cada  sulla  retta {u^  u^  u^)  sia u^x^-^-u^x^-^u^  073=0. 


La  condizione  perchè  tre  punti  (XiX^x^)^  (2/12/22/3)9  (^i^s^s)  siano  in 
una  retta  è 


[^12/2^3]  = 


^i  ^«  ^3 
Vi  Vi   2/3 

Zi      Zf       ^3 


=  0. 


Questa  è  anche  l'equazione  della  retta  per  due  punti  dati  (t/it/st/s)^ 
(^ih^zìì  se  (x^x^x^)  varia. 
Le  coordinate  di  questa  retta  sono  dunque 


2/2  2/3 

Vi    Vi 

Vi    Vt 

z^    z^ 

» 

^S       ^1 

» 

z,    z^ 

cioè  i  determinanti  della  matrice 


2/1    2/2    2/3' 


z^    z^    z^ 


£  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  retta  sono 

(  ly,  +  mz,,    ly^  +  m^„    ly^  +  mz^)  ; 


dove  m  :  l  varia  col  punto  stesso,  essendo  proporzionale  al  rapporto 
delle  distanze  di  questo  dai  punti  (l/ii/jl/s),  (^i^z^z^). 
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Del  pari  :  la  condizione  perchè  tre  rette  (WiUjWj),  (t^itJjt^j),  (v^iW^w^ 
passino  per  uno  stesso  punto  è 


[U,V,U?3]  = 


«1 


t?2      V 


w,    w^    w 


=  0. 


Questa  è  anche  Tequazione  del  punto  comune  a  due  rette  date 
(v^t?jt?3),  (w^w^w^^  se  (WjU^Ws)  varia. 
Le  coordinate  di  questo  punto  sono 


Ì?2        t?3 

fs 

»i 

Oi 

»» 

W^   w^ 

9 

«'s 

Wi 

» 

w, 

w» 

cioè  i  determinanti  della  matrice 


t?,     t?,     t?j 


t^l       '^t       ^3 


E  le  coordinate  di  una  retta  qualunque  pel  punto  sono 

dove  jLi  :  X  varia  con  la  retta  proporzionalmente  al  rapporto  dei  seni 
degli  angoli  che  la  retta  stessa  fa  colle  {V^v^'O^^  \fx>^vo^vo^. 

Mentre  una  retta  r  con  legge  qualsiasi  si  allontana  indefinita- 
mente, i  rapporti  delle  distanze  À^r  À^r  k^  tendono  all'unità  ;  e 
però  i  rapporti  delle  coordinate  u^  Ug  u^  di  r  tendono  a  divenire 

quelli  di  y— ,    p-,    j—.  Indicando  dunque  con  i^  i^  i^  tre  numeri 

^|C       <AaC       -^sC 

proporzionali  a  j— ,  j— ,   j— ,  essi  saranno  le  coordinate  della  retta 

all'infinito. 
Ne  segue  che  due  rette  (u^  u^  u^) ,  (v^  v^  v^)  sono  parallele  se 

[u,  t?2  Q  =  0. 

§  97.  Siano  x^x^x^  e  X^X^X^  le  coordinate  projettive  di  uno 
stesso  punto  riferito  a  due  diversi  sistemi  di  riferimento  (triangoli 
fondamentali  e  punti  unità).  Supponiamo  che  i  lati  del  2"*  triangolo 
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e  il   nuovo    punto    unità   abbiano   per  coordinate  nel  1^  sistema 

(a^a^as),  (&i&2^s))  (^i^s^^s)  ^  (^i^s^s)^  ossia  supponiamo  che  quei 
lati  riferiti  al  ì^  sistema  abbiano  per  equazioni 

Or  siccome  i  medesimi  lati  nel  1*"  sistema  hanno  per  equazioni 

dove  in  luogo  di  X^  X,  X^  s'intendono  poste  le  loro  espressioni  in 
funzione  di  x^  x^  x^ ,  cosi  dovrà  Tespressione  di  X^  differire  da  a^x^ 
+  a^x^  +  a^x^  per  un  fattore  ;  anzi,  potendo  moltiplicarsi  a^  a,  a^ 
per  uno  stesso  numero,  potrà  X^  prendersi  uguale  a  a^x^'\-a^x^ 
+  a^x^ ,  e  così  via.  Avremo  dunque 

X^  =  a^x^  +  a^x^  +  a^^ , 
[1]  Zj  =  b^x^^  +  6,a?g  +  ^8^3 1 

B  poiché  le  nuove  coordinate  del  punto  di  antiche  coordinate  d^d^d^ 
devono  essere  eguali ,  i  tre  fattori  suddetti,  per  oui  si  moltiplicano 
risp.  a^  a^  a^,  b^  b^  63,  c^  e,  Cj,  dovranno  rendere 

Le  equazioni  [1]  costituiscono  la  sostituzione  lineare  per  la  tra^ 
sformazione  delle  coordinate  projettive  de'  punti. 

Da  esse  si  trae,  indicando  con  A^,. .  i  suddeterminanti  comple- 
mentari di  a^ . . .  nel  determinante  A  =  [a^  b^  C3J,  che  non  è  nullo  : 

^x,  =  A,X^  +  Bjr^  +  C^Xg, 
[2]  Ao?,  =  A^X^  +  B,X,  +  C,X3, 

AoTs  ^A^X,-h  BjZ,  +  C3Z3  ; 

onde  i  lati  del  V  triangolo  hanno  per  coordinate  rispetto  al  2*  sìp< 
8tema  di  riferimento  (A^B^C^)^  (A^B^C^),  (A^B^C^). 

Se  poi  Ui  u,  U3  e  U^  U^  U^  sono  le  coordinate  projettive  (di  una 
stessa  retta  rispetto  a'  due  sistemi  di  riferimento,  iÌ4a;i-|~^f^2+^8^8 

B.  D^Otidio  —  Form»  gwm$trioh9  fondamentali.  18 
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dovrà  trasformarsi  in  UiX^-\'  ò'^Xj  +  ^\^s  ^  meno  di  un  fattore; 
ma  si  ha  dalle  [1] 

U,X,  +  C\X,  4-  U,X^ 
=(a,  (/,+&,  l\+c,  U^yx^M  a,  /7,+!?2  U^+r^  ^  ^3)^2-K«3  ^^+^3  ^2+^3  ^'3)^3; 

dunque  potremo  assumere 

[3]  1*2  =  aj6\  +  ^8^2  +  ^2^3 1 

U3  =  ag^'i  +  &3^^2  4-  c^U^ , 

sostituzione  lineare  per  la  trasformazione  delle  coordinate  delle  rette. 
Quindi  segue 

[4]  A^,  =  B^u,  +  B,w,  +  ^3^3, 

l^U^  =  C,u,  +  C^u,  +  C3W3. 

È  chiaro  che  ia^b^c^)^  («ij^g^sX  (^s^sO  ^^^^  1®  coordinate  dei 
vertici  del  V  triangolo  rispetto  al  2**  sistema,  e  {A^  A^  A^\  (B^  B^  B^), 
(C^  Cg  C3)  quelle  de'  vertici  del  2"  triangolo  rispetto  al  1°  sistema. 

Va  notato  che  nulla  vieta  supporre  nelle  precedenti  sostituzioni 
che  x^x^x^^  X^X^X^  siano  coordinate  di  una  stessa  retta  di  un 
dato  piano  riferita  a  due  trilateri  diversi,  e  che  u^  u,  U3,  U^  U^  U^ 
siano  coordinate  di  uno  stesso  punto  del  dato  piano  riferito  a  quei 
due  trilateri. 

La  sostituzione  lineare  [1]  contiene  nove  coefficienti  arbitrar!;  ma 
il  suo  significato  geometrico  è  determinato  quando  son  dati  i  rap- 
porti di  otto  coefficienti  al  rimanente. 

Essa  è  suscettiva  di  altre  importanti  interpretazioni  geometriche. 

Se  infatti  si  suppone  che  ^10:2^2:3  e  X^X^X^  siano  le  coordinate 
projettive  di  due  punti  in  due  piani  punteggiati  (distinti  0  sovrap- 
posti), è  facile  vedere  che  allora  la  sostituzione  [1]  stabilisce  una 
corrispondenza  omografica  fra  i  due  piani  (cfr.  §  46)  (•). 


(*)  Perciò  le  proprietà  projettive  delle  figure  si  possono  definire,  sia  come  quelle 
che  non  dipendono  dal  sistema  di  riferimento,  sia  come  quelle  che  si  conservano  fa- 
'cendo  una  trasformazione  omografica  delle  figure  stesse.  E  poiché  la  [1]  è  una  tra- 
sformazione lineare  generale,  si  vede  pure  che  (da  un  oerto  punto  di  vista)  la  geometria 
prtsjettwa  coincide  coWalgehra  deUe  trasformaziofii  lineari;  concetto  fecondo,  a  cui 
son  dovuti  molti  progressi  fatti  in  questi  ultimi  tempi  dalla  geometria  e  dall'algebra. 


Se  cc,a}fX^  e  XiX^X^  iudicassero  coordinate  projettive  di  rette 
in  due  piani  rigati,  la  Bostituzione  [Ij  stabilirebbe  una  corrispoD- 
deoza  omografica  fra'  due  piani  (cfr.  §  52). 

Che  se  a;,  ìt,  a;,  e  A'|  XjX,  indicassero  rispettivamente  le  coordi- 
nate di  un  punto  e  di  ima  retta  in  un  piano  (o  viceversa);  allora 
la  sostituzione  [1]  stabilirebbe  fra'  due  piani  una  corrispondenza 
correlativa  (cfr.  §  52). 

Trattando  delle  forme  di  1"  specie,  abbiamo  omesso  d'investigare 
il  signiScato  geometrico  della  sostituzione  lineare 


I  +  a,a;, ,    X,  - 


,  +  6,a;, , 


in  cui  x,Xi,  X,,T,  siano  coordinate  projettive  di  elementi  variabili 
di  forme  di  1'  specie,  e  a,  a,  b,  &,  quantità  date.  Se  il  determinante 
[a,ft,]  non  è  nullo,  la  proposta  sostituzione  può  ricevere  le  seguenti 
interpretazioni  : 

Possono  x,Xj  e  A'i.Y,  esser  le  coordinate  di  uno  stesso  elemento 
'variabile  di  una  forma  di  1'  speeie,  riferito  a  diversi  elementi  fon- 
damentali e  unità. 

Oppure  possono  ir,.T,  e  X,Xt  esser  le  coordinate  di  due  elementi 
variabili  di  due  date  forme  di  1*  specie.  Allora  questi  etementi  sono 
corrispondenti  in  una  omogi'afia,  la  quale  può  essere  la  più  ge- 
nerale. 

Il  stgniScato  geometrico  della  proposta  sostituzione  dipende  da 
tre  quantità,  cioè  i  rapporti  di  tre  delle  a,  a,  b,  b^  alla  rimanente. 

La  sostituzione  inversa  della  proposta  è 


[a,6,]<r,  : 


:  b.X,  ■ 


;,.rj ,     [afi^]x^  —  —  b^X,  -f  a,JS',. 


Forme  di  3'^  specie. 


I  S  98.  1°  Dati  nello  spazio  punteggiato  cinque  punti  AgA^A^l^B, 
I  di  cui  quattro  qualunque  non  in  un  piano;  si  hanno  sei  fasci  dì 
I  piani  intorno  alle  rette  che  uniscono  due  dei  punti  A,AjA,A,.  e  di 
P  eia&cuD  fascio  son  dati  tre  piani.  Per  un  punto  qualunque  P  passa 
un  piano  di  ciascun  fascio;  ma  tre  di  questi  piani  hanno  una  retta 
comune  se  gli  assi  de'  tre  fasci  cui  appartengono  pasitano  per  uno 
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Stesso  dei  punti  À^ÌL2A3à4;  onde  P  non  sarebbe  individuato  da  essi. 
Invece  P  è  individuato  dai  piani  di  tre  fasci  i  cui  assi  siano  in  un 
piano,  come  À^ij  ^^^3  Aji^.  Scelte  in  ciascun  fascio  coordinate 
projettive,  possiamo  trovare  quattro  numeri  x^  x^  x^  x^  tali  che  (*) 

x^:x^=k^k^{k,kfiF),  x^:x,  =  k^k^(k^k^B¥),  x^:x^=k^k^(k^k^BF}, 

e  definirli  come  coordinate  omogenee  projettive  del  punto  P. 
Indicando  con  a^  a,  a^  a^  i  piani  12^3^4  ^s^^^i  ^4^i^8  -^1^2^89  ^'  ^^ 

___PaiPa4  _Pa|Pa4  ^PosPou 

vale  a  dire  che  x^  x^  x^  x^  sono  eguali  0  proporzionali  ai  rapporti 
di  distanze  Jj,  |g,  ^Jj,  ||'. 
E  si  ha  pure 

x,\x^z=:k^k,{k,k^B^\  a7,:a?3=A,À,(l,Ì3BP),  a?3:a?,  =  iji,(A3Ì,BP). 

Pei  punti  di  a^  si  ha  o?^  =  0;  ecc.  Pei  punti  di  l^A^  si  ha  a?3  =  0 
e  ^^  =  0;  ecc.  Per  A^  si  ha  0^3  =  0,  a?3  =  0,  a?^  =  0  e  a;^  arbi- 
trario ;  ecc.  Per  B  si  ha  ^r^  =  ^g  =1  a?3  =  x^, 

I  punti  A4  Ag  A3 14  e  i  piani  a^  a^  ttg  a^  si  dicono  fondamentali^  e  B 
punto  unità. 

Se  B  è  il  centro  della  sfera  iscritta  nel  tetraedro  A^AjAjA^,  le 
coordinate  sono  proporzionali  alle  distanze  di  P  dalle  facce  a^  a, 
03  a^,  e  si  dicono  anche  coordinate  guarfr^pianar^  0  tetrametricìie. 

Se  B  è  il  centro  delle  medie  distanze  de'  punti  A^  A^  A3  A^,  le  coor- 
dinate projettive  si  riducono  alle  baricentriche  (§  63).  Poiché,  dette 
B^j  ^12  1^  projezioni  di  B  P  da  A3A4  su  A^Aj,  e  così  via,  risulta  B^j 
medio  fra  A,  e  Aj,  ecc. ;  onde  x^\  x^z=.  (A^A^B^^P^J  =  A^P^^  :  P14A4, 
e  cosi  via  ;  e  però  x^  x^  x^  x^  sono  veramente  le  coordinate  bari- 
centriche  di  P  riferito  a  A4AJA3A4.  Esse  sono  proporzionali  ai  volumi 
dei  tetraedri  PAjAgA^,  — PA^AjA^,  PA^A^A^,  — PA4AjA3,  e  diconsi 
perciò  anche  coordinate  tetraedrali. 


(*)  Se  A  B...  sono  punti  nello  spazio,  AB(CD£F)  denota  il  doppio  rapporto  dei 
quattro  piani  ABC  ABD  ABE  ABF. 

Analogamente  per  dei  piani  a  p... 
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Se  1^  A^  A3  vanno  all'infinito  su  tre  rette  fisse  di  una  stella  di 
centro  A^,  si  ha 

e  preso  B  in  modo  che  A4B^4  z=  A4BJ4  =  A4B34  =1 1 ,  i  rapporti  x^  :  ^4, 
a?2  :  ^4 ,  ^3  ^  «4  8i  riducono  alle  coordinate  cartesiane  di  P  rispetto 
alle  tre  rette  fisse. 

2""  Nello  spazio  di  piani,  dati  cinque  piani  a^  a,  a,  04  y,  di  cui 
quattro  qualunque  non  di  una  stella,  per  coordinate  omogenee 
projettive  di  un  piano  qualunque  p  si  possono  assumere  quattro 
numeri  u^  Wj  u^  U4  tali  che 

u^\u^  =  ajQg  (aja^TP),  w«  :  W4  =  agO,  (aja4Tp),  W3  '-  M4  =  0^0,  (a3a4Tp), 

vale  a  dire  quattro  numeri  proporzionali  ai  rapporti   di  distanze 

A*?'  A^'  J^'  i^'   ^^^  ^i  ^«  ^3  A4  indicano  i  punti  0^0304  a,a3a4 

Pei  piani  passanti  per  A^  è  u^=lO\  ecc.  Pei  piani  per  A^A,  0 
«304  è  u^  :=  0  e  u,  =  0  ;  ecc.  Per  a^  è  u^  =  0 ,  Uj  =  0 ,  U4  =  0  e  u^ 
arbitrario  ;  ecc.  Per  y  è  u^^iw^  =1  U3=W4. 1  piani  a^  a,  a,  04  e  i  punti 
A,  Aj  A3  A4  si  dicono  fondamentali^  e  t  piano  unità. 

Se  T  è  il  piano  all'infinito,  le  coordinate  u^u^u^Uj^  diventano 
proporzionali  alle  distanze  di  p  dai  punti  A^  A,  A3  A4,  e  si  dicono 
anche  coordinate  quadrlpunte  0  tetr ametriche. 

Se  a^  è  il  piano  all'infinito,  indicando  con  0^4  R^4...  i  punti 
ya^as  pa|a3...,  abbiamo 

Kg  •  Wj  ^^  A4C24  l  A4Rg4 ,     M3  :  U4  =  A4U31  :  A4B3J  \ 

e  prendendo  t  in  modo  che  A4Cj4  =  A4C,4  =1  A4C3j  =  —  1,  u^  :  U4, 
Uj  :  U4,  U3  :  U4  si  riducono  alle  coordinate  pluckeriane  del  piano  p 
rispetto  a  tre  assi  a^a^  0^03  agtt^  (§  80). 
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'■  i 


Applicazioni. 


§  99.  Consideriamo  ora  i  punti  e  i  piani  dello  spazio  riferiti  a 
uno  stesso  tetraedro;  e  conservando  le  notazioni  testé  adottate, 
-  poniamo 

-k,:h,={k,kfi,Jì,,),  ~ft,:ft,=(A,À,C,,B,J,  ^k,:k,={k,k,C,Jì^). 

Poiché  nel  piano  a^  le  k^B^  A3B24  A^B,,  passano  per  un  punto  e 
^fn  ^24  ^2s  '^ono  in  una  retta,  sarà 

«j  I  «3  =  (A2A3C23B23)  ; 

e  analogamente 

—  h^:k,  =  (13^1^31831) ,    '-'k^:k,=  (A.i^C.jB,,). 
Ciò  posto,  si  ha  (§  95) 

—  kiX^u^  :  k^x^u^  =  (k^kJL^^PJ , 

«3Ì2/3W3  :  k^X^U^  =r  (l3^4"3i*  34)  ? 


onde 


(AlMl4^14)  +  (A2A4Be4P«4)  +  (A3A4B34P34)- 


Ma  il  2"*  membro  vale  1  quando  il  punto  P  sta  nel  piano  p.  Allora 
infatti,  se  P^  é  il  punto  comune  alle  k^^^^  13^24  K^tz^  e  S  il 
punto  comune  alle  A^P^jP^  824834^23)  poiché  P  sta  sulla  B^^S,  si  ha 
nel  piano  A^A^P  (giusta  il  §  93)  una  prima  relazione  : 

(A,A,B,,P  J  +  (P23A4SPÌ)  =  1. 

Similmente  nel  piano  A^AgA^,  poiché  S  sta  sulla  BJ4B34BJ3,  se  S'  e  S'' 
sono  le  projezioni  di  S  da  A3  su  A^A^  e  da  A,  su  A3A4,  si  ha  una 
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seconda  relazione  : 

la  quale,  per  essere  i  gruppi  k^k^S'F^^  e  JL^kfif'F^^  prospettivi  a 
^«3^48^1,  ne  porge 

ovvero 

(A2^4B24P«J  +  (A3Ì4B34P34)  =  (P23A4SP,); 

€  sommando  con  la  prima  relazione, 

(i,à,R,,P,J  +  (A,1,B,,P,,)  +(l3Ì,R3,P3,)  =  I. 
Dunque  sarà 

la  condizione  perchè  il  punto  P  (x^x^^x^)  stia  nel  piano  p  (u^u^Usti^). 

Essa  è  lineare  omogenea  nelle  coordinate  del  punto  e  in  quelle 
del  piano. 

Dato  il  piano  p,  ossia  dati  i  rapporti  di  u^u^u^u^,  questa  è 
Tequazione  del  piano  p  (come  punteggiato).  Dato  invece  il  punto  P, 
ossia  dati  i  rapporti  di  Xi  x^  x^  x^ ,  essa  è  Tequazione  del  punto  P 
(come  centro  di  una  stella  di  piani). 

Se  C^^Cg^Cg^  si  suppongono  armonici  con  B^^B2^B3^  rispetto  a 
A^A^  AjA^  ^3^4,  risulta  h^zizk,^  =2  h^  =z  h^,  ed  anche  C^^CjgCjj 
risultano  armonici  con  B^^  B^^  B^^  rispetto  a  A^A,  A2A3  k^k^  :  allora 
il  punto  B  può  dirsi  armonico  col  piano  t^  ^  Tultima  equazione 
diviene 

Questo  è  il  caso  che  generalmente  si  considera.  Se  inoltre  a^  è  il 
piano  airinfinito  e  A^B^^  2=  I,  si  ricade  nella  equazione  relativa  a 
coordinate  cartesiane  di  punti  e  pliickeriane  di  piani  (^  80)  : 

ux  '\-  vy  +  wz  -\-  ì  =z  0. 
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§  100.  Le  principali  forinole  in  coordinate  cartesiane  di  punti  e 
pliickeriane  di  piani  si  estendono  agevolmente  a  coordinate  pro- 
iettive, visto  che  la  condizione  perchè  un  punto  stia  in  un  piano  si 
conserva  lineare  nelle  coordinate  del  punto  e  in  quelle  del  piano. 

Per  esempio  :  la  condizione  perchè  quattro  punti  (^i^2^3^4)r 
{yiVtVzVx),  (^1^8^32:^,  i^JihU)  stiano  in  un  piano,  è 

Questa  è  anche  requaziooe  del  piano  per  tre  punti  dati  (ViViV^yùr 
(z^z^z^z^,  (t^y^t^),  se  {x^x^XsprJ  varia. 
Le  coordinate  di  questo  piano  sono 

e  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  del  piano  sono 

ly\  +  mz^  +  nt^ ,    ly^  +  mz^  +  nt,, 
ly^  4-  mz^  +  n^3 ,     ly^  +  mz^  +  nt^. 

Intendendo  con  a?^...,  Vi...,  ...  coordinate  di  piani,  queste  formole 
danno  la  condizione  perchè  quattro  piani  passino  per  un  punto, 
nonché  Tequazione  e  le  coordinate  del  punto  comune  a  tre  piani,  eco. 

Il  piano  all'infinito  ha  delle  coordinate  iiUUU  proporzionali  ìa 
-r— ,  -j— ,  -r— ,  -r— •  ^c  uc  dcducc  la  condizione  perchè  due  piani 

•^lY     -^T     ^st     ^i^ 

siano  paralleli,  ecc. 

§  101.  Se  oo^x^x^x^  e  XiX^X^X^  sono  coordinate  projettive  di 
punti  o  di  piani,  una  sostituzione  lineare  qualunque 

[1]        Xi  =  aaxi  +  ai2X2  +  acìXs  +  aax^  (^  =  1,  2,  3,  4) , 

il  cui  determinante  A  =  [a^^a^^a^^a^^]  non  sia  nullo,  è  suscettiva 
delle  varie  interpretazioni  seguenti  (cui  si  giunge  con  lo  stesso 
procedimento  del  §  96)  : 

Possono  x^  ..\  e  X^  ...  essere  le  coordinate  di  uno  stesso  punto 
(0  piano)  riferito  a  due  tetraedri  distinti.  Allora  per  le  coordinate 
W|  ...  e  Ui ...  di  uno  stesso  piano  (0  punto)  riferito  ai  due  tetraedri 
si  ha  la  sostituzione 

[2]  Ui  =  au  U\  +  a2i  U2  +  «a.  Uz  +  aa  Uà. 
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Possono  x^  ...  e  X^  ...  esser  coordinate  di  due  punti  (o  piani)  in 
due  spazi;  vale  a  dire  coordinate  di  due  punti  (o  piani)  riferiti  a 
tetraedri  distinti,  od  anche  allo  stesso  tetraedro.  Allora  la  propose 
sostituzione  [1]  stabilisce  una  omog^rafìa  fra  i  due  spazi;  e  questa 
onìografìa  può  esser  la  più  g^enerale.  La  sostituzione  [2]  serve  per 
le  coordinate  di  due  piani  (o  punti)  corrispondenti  neiromogrrafia. 

Possono  essere  a;^ ...  coordinate  di  punti  e  X^  ...  coordinate  di 
piani  (o  viceversa).  Allora  la  sostituzione  [1]  stabilisce  una  corre- 
lazione fra  lo  spazio  dei  punti  e  quello  dei  piani;  e  questa  corre- 
lazione può  esser  la  più  generale. 

In  tutti  questi  casi  il  significato  geometrico  della  sostituzione 
dipende  da  15  quantità  arbitrarie,  bastando  conoscere  i  rapporti  di 
tutti  i  16  coef9cienti  Oij  meno  uno  a  quest'uno. 


Spazio  rigato. 


§  102.  Scelto  il  tetraedro  fondamentale  e  il  punto  unità,  siano 
XtX^x^x^  e  x\x\x\af^  le  coordinate  projettive  di  due  punti  di 
una  retta-raggio.  Col  procedimento  tenuto  nel  §  84,  si  dimostra 
agevolmente  che  i  sei  determinanti  della  matrice  di  queste  coor- 
dinate 


^1 

x^ 

x^ 

X^   1 

cioè  i  binomi 

x\ 

r' 

X  3 

x\ 

fjj  ,I\.C  2  X^X  j  ,    ^53  .V^X  3  XyC  )  ,    r^^  i/*j,.2?  4  *^i'^3  » 

flono  legati  dalla  relazione 

e  possono  assumersi  come  coordinate  omogenee  della  retta-raggio 
riferita  a  quello  stesso  tetraedro. 

Dualmente  :   scelto    il   tetraedro   fondamentale  e  il  piano  unità, 
siano  Uj  Mg  Ug  1*4  e  u\  u\  u'3  w'4  le  coordinate  projettive  di  due  piani 


/• 
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per   una  retta-asse.  T  sei  determinanti  della  matrice  di  queste 
coordinate 


u 


u< 


W 


u'. 


cioè  i  binomi 


Pu  =  Wi<  -  W4W'i ,     Pt4  =  WeU'4  —  u^u\ ,     P3^  =  u^u\  =  U^U'gr 

sono  legati  dalla  relazione 

P23  Pi4  +  P31 9u  +  P12  P34  =  0  > 

e  possono  assumersi  come  coordinate  omogenee  della  retta-asse, 
riferita  allo  stesso  tetraedro  che  i  piani. 

Se  i  punti  e  i  piani  sono  riferiti  allo  stesso  tetraedro,  e  se  inoltre 
si  suppone  il  punto  unità  armonico  col  piano  unità  (§  99),  allora 
fra  le  coordinate  di  una  stessa  retta,  considerata  come  raggio  e 
come  asse,  sussistono  le  relazioni 


24 


28    *i4  ZIL  ::==  

>14  P23  P24  Psi 


12 


34 


P34  Pl2 


La  condizione,  perchè  due  rette  (r^s-Oi  (1^12  •••)  stiano  in  ud 
piano  è 

''23  '^  14  "T  ^14  ^23     I     ''si  ^24     I     '*«4  ''^Sl  "T"  '*12  ''^34     l"  ^34  '  i2  ^—  ^* 

Una  equazione  lineare  omogenea  fra  le  coordinate  di  una  retta 
rappresenta  un  complesso  lineare. 
E  cosi  via. 

Pel  significato  geometrico  delle  sei  coordinate  di  una  retta  testé  definite,  e  per 
le  relazioni  metriche  in  coordinate  omogenee  fra  punti,  rette  e  piani,  rimandiamo 
il  lettore  alla  memoria:  E.  D'Ovidio,  Le  relazioni  metriche  in  coordinate  omogenee 
{Giornale  di  Mat9naiiche,  v.  11,  1873). 


FINE. 


t* 


ELEMENTI  DI  GEOMETRIA 

DEI   PIlOFESBORI 

A.  SANNIA  ed  E.  D'OVIDIO 

(ielle  UiiTeniti  i\  libili  e  ii  ftriii). 

QUINTA      EDIZIONE 
(xvii-559  pagine,  392  figure  intercalate  nel  testoj. 

PreaBO  Lire  6. 

Questi  Elementi  presentano  rispetto  agli  altri  trattati  moderni  lo  speciale 
vantaggio  di  esser  concepiti  e  dettati  in  guisa  che,  pur  attenendosi  alla  sostanza 
del  metodo  euclideo,  conciliino  questo  con  lo  stato  presente  della  scienza,  attuando 
un  voto  manifestato  dal  Ministero  di  Pubblica  Istruzione  nel  bandire  un  concorso 
di  premio  al  miglior  trattato  (manoscritto)  di  GkK)metria  per  le  Scuole  classiche. 

Se  inoltre  si  tien  presente  che  lo  stesso  Ministero,  10  anni  or  sono,  autoriz- 
zava i  Professori  de'  RR.  Licei  a  insegnare  la  Geometria  solida  con  la  scorta  di 
un  trattato  moderno,  visto  la  incompiutezza  doli' XI  e  XII  libro  degli  Elementi 
di  Euclide,  si  avrà  la  spiegazione  del  fatto:  che  ìnolti  Professori  de'  RR.  Licei 
hanno  adottato  gli  Elementi  di  Geometria  de*  Prof.  Sannia  e  D'Ovidio  come 
Ubro  di  testo  per  la  Geometria  solida,  e  come  guida  a  rivedere  e  compiere  la 
Geometria  piana  già  insegnata  stdT  Euclide. 


Altre  pubblicazioni  del  Prof.  E.  D'OVIDIO. 


Le  funzioni  metrìche  fondamentali  negli  spazi    di    quante  si  vogliano 

dimensioni  e  di  curvatura  costante  (dalle  Meni,  de'  Lincei,  1877)     .  L.    4  — 
Stadio  sulle  cubiche  gobbe  mediante  la  notazione  simbolica  delle  forme 

binano  (dallo  Mom.  dell'Accademia  di  Torino,  1879) »    7  50 

Sopra  alcuni  iperboloidi   annessi  alla  cubica  gobba  (dalle  CoUect.  math., 

1879) )»3  — 

Sulle  proprietà  fondamentali  de'  complessi  lineari  (dagli  Atti  dell'Acca- 

domia  di  Torino,  1881)       ■...»2  — 

Varie  memorie  sui  complessi  lineari  nella  metrica  projettiva  (Atti  di  Torino, 

Ann.  di  Mat.,  Mom.  de'  Lincei). 
Varie  note  sullo  forme  binarie  de'  primi  cinque  gradi  (Atti  di   Torino, 

Moni,  de'  XL). 
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PREFAZIONE  ALLA  l'BlMA  EDIZIONE 


Prego  quei  cultori  della  Geometriii,  ai  quali  verni  sott'occhio  il  pre- 
sente opuscolo,  di  non  voIerW  cercar  dentro  piti  di  quanto  io  abbia  muto 
intenzione  di  raettei-vi.  Esho  va  considerato  soltanto  come  un  capitolo  di 
un  corso  elementare  di  (Geometria  aiialiticai  e  fu  scritto  con  l'unico  scopo 
dì  aiutare  ^li  studenti  a  bene  intendere  la  discussione  della  e(|ua7.ione  ge- 
nerale di  •!'  grado  in  coordinate  Cartesiane  piane,  e  la  riduzione  della  me- 
desima equazione  alle  forme  più  ovvie  e  piii  semplici. 

Avrei  potuto  render  l'esposizione  piti  elegante,  piti  generale  e  pifi  sim- 
metrica, adottando  la  notazione  a  doppio  indice  (>er  i  coefficienti  della 
equazione,  e  le  cfwrdinate  omogenee,  sia  di  punti  sia  di  rette,  invece  delle 
Cartesiane.  Ma  da  una  parte  la  notazione  -a  doppio  indice  avrebbe  tatte 
più  perdere  in  brevità  di  scrittura  che  fruadagnare  in  simmetrìa;  e  d'altra 
parte  l'uso  sistematico  delle  coordinate  omogenee  sarebbe  stato  troppo  pre- 
coce in  un  pruno  studio  analitico  delle  sezioni  coniche,  destinate  a  far 
parte  di  un  corso  elementare;  nel  quale,  so  ^  utile  che  lo  studente  sia 
iniziato  ai  piìi  moderni  sistemi  di  coordinate,  è  però  sofu^tiitto  necessario 
che  egW  si  renda  ben  esperte  dell'uso  del  sistema  Cai-tesiano,  come  quello 
ohe,  oltre  ad  avere  una  capitele  importanza  aterica,  è  anche  oggidì  quasi 
l'unico  adoperato  noi  trattati  di  Meccanica  razionale  ed  applicata  e  nelle 
applicazioni  geometriche  del  Calcolo  infìnitesimale.  Del  resto,  chi  desideri 
una  esposizione  fondata  sulle  coonlinate  omogenee,  può  consultare  la  Mo- 
D<^rafia  da  me  stesso  pubblicata  parecchi  anni  or  sono  sotto  il  titolo 
«  Niiom  eS}>osÌ3Ìonv  (Min  teoria  gcnerak  <kUe  <:urim  di  i£'  ordine  in  coor- 
dinate trilineari  »  (*).  e  troverà  che  il  metodo  è  in  sostanza  lo  stesso. 

Non  era  del  mio  assimto  entrare  nella  trattazione  compiuta  di  tutti; 
quelle  proprietà  delle  curve  coniche  che  sogliono  fonnare  il  corredo  dei 
tratteti  elementari  di  'ieometria  analitica,  poiché  gran  parte  dì  esse  rie- 
scono più  facili  a  dimostrare  sulle  forme  ridotte  della  equazione  di  2°  grado; 
tattavia,  quando  l'occasione  si  e  presentete  di  dedurre  senza  molto  sforzo 
qiulcbe  propriefcl  dalla  equazione  generale,  l'ho  fatto,  e  lìen   volentieri. 


t)  Volumi  VI  e  VII  del  fiioj-jinfc  di  MiKm'ttkkc  A 
Napoli.  ediUiru  B.  Pelueranu. 


VI    — 


Perchè  poi  clii  le^ge  sia  in  «{rado  di  liiTìitaro  secondo  le  jn-opric  conve- 
nienze il  numero  di  tali  occasioni,  ho  contrassegnato  con  un  asterisco  <juei 
paragrafi  che  possono  esser  tralasciati  senza  che  perciò  ne  l'imangano  in- 
finuati  i  seguenti. 

Le  ultime  pagine  contengono  un'abbondante  raccolta  di  (jue^tioni  pro- 
poste allo  studente,  perchè  possa  esercitarsi  ad  applicare  le  lormole  e  le 
proposizioni  già  apprese,  e  quindi  apprezzarne  meglio  rimportanza  e  l'uti- 
lità pratica. 

Trattandosi  di  un  modesto  lavoro  d'indole  didattica,  non  vai  la  pena 
ch'io  rilevi  quel  poco  che  per  avventura  potrà  trovarvisi  di  mio  proprio. 
Ho  attinto  a  molt^  fonti,  e  specialmente  all'eccellente  trattato  del  Salmon 
«  A  Treafisc  on  Conic  Svctions  y>  (*),  che  soglio  di  prefeienza  proporre 
ai  miei  alunni  come  guida  nei  loro  studi;  ma  non  mi  son  limitato  ad  una 
mera  compilazione. 

Torino,  14  marzo  1^70. 


FKEFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONK 


Essendosi  resa  necessaria  la  seconda  edizione  di  questo  opuscolo,  io  ho 
colto  l'occasione  per  ritoccarlo  accuratamente,  allo  scopo  di  lendere  l'espo- 
sizione sempre  più  chiara  e  appropriata  alle  nostre  scuole. 

Non  istiirò  ad  enumerare  i  cangiamenti  e  le  aggiunte  che  son  venuto 
recando  nel  testo.  Solo  dirò  che  ho  raddoppiato  la  raccolta  degli  esercizi 
proposti  al  lettore,  scegliendoli  in  guisa  che  egli,  provan<losi  a  tarli,  abbia 
agio  di  sperimentare  e  confrontare  i  procedimenti  più  usitati,  e  acquisti 
al  tempo  stesso  cognizione  di  molte  belle  proprietà  delle  curve  di  secondo 
ordine.  Ho  anche  aggiunto  in  fine  alcuni  cenni  storici,  certo  trop])n  pochi 
e  succinti,  ma  bast^ìvoli  per  invogliare  e  indirizzare  il  giovane  studioso  a 
procurarsene  dei  maggiori. 

Torino.   !   novcinì)ro   1KS2. 

K.   h'Ovnno. 


(*)  Segnaliamo  la  liadu/ionc    lodosca   anmonlata    v,    rito(<atM    drl    Fikdkku    (Ijj)sia. 
Teuhner;,  c  la  italiana  dol  sig.  N.  Salvatork-Dlno  (Napoli,  Pem.kha.no). 
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»       79        »         1  quindi  a      »    quindi  anche  questo  è  ortogonale  a 


S  1.  Si  tratta  di  esaminare  i  luoghi  geometrici,  che  possono  essere 
rappresentati  analiticamente  da  una  equazione  di  2"  grado  in  coordi- 
nate cartesiane  x,  y,  e  che  perciò  diconsi  luoghi  di  S"  grado. 

La  forma  più  generale  di  tale  equazione  è 

ax^  -\-  bxy  -!-  cy'  +  £tr  -f  ey  +  /■  —  0, 

ove  ì  Bei  ooefiQcìenti  a,  b,  e,  d,  e,  f  bouo  quantità  date. 

Alcuni  coefficienti  possono  essere  nulli  ;  ma  i  tre  primi  non  possono 
essere  nulli  insieme,  altrimenti  l'equazione  sì  abbasserebbe  al  1*  grado. 
Inoltre  supporremo  che  niun  coefficiente  possa  essere  infinito. 

Benché  nella  equazione  entrino  sei  coefficienti,  pure  la  forma  e  la 
posizione  del  luogo  non  dipende  dai  valori  dei  singoli  coefficienti,  ma 
solo  dai  rapporti  di  cinque  fra  essi  al  rimanente;  infatti,  l'equazione 
nou  alterandosi  cut  moltiplicarne  o  dividerne  i  termini  per  una  Stessa 
quantità  data,  potremo  dividere  per  uno  dei  coefficienti  {che  non  sia 
nullo);  allora  al  posto  di  quel  coefficiente  comparirà  l'unità,  e  al 
posto  degli  altri  compariranno  i  rapporti  di  essi  al  detto  coefficiente. 
Quindi  segue  che  per  deterinlnare  l'equazione  di  un  luogo  di  2°  grado 
è  sufficiente  assegnare  delle  condizioni,  te  quali  possano  venir  tra- 
dotte in  cinque  equazioni  indipendenti  fra  1  rapporti  di  cinque 
coefficienti  al  sesto,  ossia  in  cinque  equaslont  omogenee  fra  i  set 
coefficienti. 

Quando  le  equazioni  sono  di  1°  grado,  il  luogo  &  individuato,  ossia 
determinato  ed  unico.  Un  minor  numero  di  equazioni  implicherebbe 
resistenza  d'infiniti  luoghi. 

Alium  lìsuMi'i  : 

jj  2.  I.  Se  si  vuole  che  il  luogo  passi  per  l'origine,  l'equazione  [A] 
dovrà  essere  soddisfatta  da  a-  =  0  e  y  =  it;  onde  il  termine  indipen' 
dente  da  x  e  y,  cioè  f,  dovrà  esser  nullo.  Ma  il  luogo  sarà  indeter- 
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minato,  rimanendo  ad  assegnarsi  altre  quattro  equazioni  omogenee 
fra  gli  altri  coefficienti. 

IL  Dati  cinque  puntiy  in  generale  è  individuato  il  luogo  di  2"" 
grado  che  passa  per  essi  ;  poiché,  esprimendo  che  le  coordinate  di 
ciascuno  de'  cinque  punti  soddisfanno  all'equazione  [À],  si  ottengono 
appunto  cinque  equazioni  omogenee  fra  i  sei  coefficienti;  e  siccome 
queste  equazioni  sono  di  P  grado,  cosi  per  cinque  punti  dati  si  può 
far  passare,  in  generale,  un  luogo,  ed  un  solo.  Ciò  premesso,  cer- 
chiamo Tequazione  di  questo  luogo. 

Se  le  coordinate  de'  cinque  punti  dati  sono 


^1  e  2/, ,    x^e  y^. 


.  ,  ^5  e  2/5 , 


avremo  le  cinque  equazioni 


ax,''  +  ì)x^y^  +  cy,^  +  dx^  ^  ey^+f  =  0. 


ax^*  +  bx^y^  +  cy^^  +  dx^  +  ei/5  +  /*  =  0, 

dalle  quali  dovremmo  ricavare  i  valori  dei  rapporti  di  cinque  dei  coef- 
ficienti a,  ^, . . . ,  f  dX  sesto,  e  poi  sostituire  questi  rapporti  nella  [A] 
divisa  per  lo  stesso  sesto  coefficiente.  Ma  possiamo  evitare  questi  cal- 
coli, osservando  che  la  [À]  e  le  ultime  cinque  equazioni  formano  un 
sistema  di  sei  equazioni  di  l""  grado  ed  omogenee  rispetto  ai  sei  coef- 
ficienti a,  ?>,...,/■,  le  quali  devono  esser  simultaneamente  soddi- 
sfatte da  valori  non  tutti  nulli  di  questi  coefficienti;  or  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  perchè  ciò  avvenga  è  che  si  annulli  il  deter- 
minante delle  sei  equazioni  : 


X' 
X, 

x^ 

X. 
X, 
X, 


xy 

y' 

X 

y 

a;,t/, 

y^ 

'       x^ 

ì/i 

OO^Vi 

vi 

x^ 

y* 

OìsVa 

Vs' 

Xs 

y» 

x^y^ 

v: 

'       a?, 

Va 

X^r. 

J/»' 

'             -^5 

Vi 

=0, 


Questa  è  dunque  l'equazione  del  luogo  di  2"  grado  che  passa  pei 
cinque  punti  dati. 

É  chiaro  da  quanto  precede  che  per  quattro,  tre,  dtte,  uno  punti 
passano  oo,  cx)*,  oo',  oo*  luoghi  di  2"  grado. 


e  per  raggio  p 


ni.  H  circolo  che  ha  per  ceniro   il  punto  (a,  f 
<fig.  1)  è  espresso  dalla  equazione 

(a:-a)»-i-2  [x-a)  (W-P)  eoa  ui  +  (i/-p)'-p'. 

ove  uj  è  l'angolo  deg-li  assi  (*). 

Questa  equazione  ù  di  2"  grado,  svilup- 
pandosi nella  seguente  : 

X*  +  2ity  cos  u)  4-  !/*  —  2  (a  +  B  oog  lu)  .r 

-2{ooosio+P)y-j-(tt'+2apcoBUJ4-p*— p»)=o. 

e  però  il  circolo  è  uno  dei  luoghi  di  2*  grado.  Quindi  l'equazione 
generale  [A]  può  identificarsi  con  questa,  e  per  far  ciò  t  necessario 
e  sufficiente  rendere  proporzionali  i  coefficienti  dei  termini  simili  nelle 
due  equazioni,  porre  cioè  le  condizioni 


IBI 


/■ 


— 2(o+p.-usm>      — 2(aoosiu+e)     a>+2o8 '■"*<"+?'- 


8i  hanno  così  cinque  equazioni  distinte  di  1°  grado  ed  omogenee 
fra  i  coefficienti  a, . . .  ,f;  basterà  quindi  assumere  questi  coefficienti 
«guali  ai  rispettivi  denominatori  nelle  [B],  ovvero  ai  denominatori 
moltiplicati  per  una  stessa  quantità  arbitraria,  affinchè  la  [A]  rap- 
presenti il  circolo  di  centro  (a,  p)  e  di  raggio  p. 

IV.  Quali  relaiìoni  debbono  esistere  fra  i  coefficienti  della  erma- 
sione  generale  di  2'  grado  [A]  affinchè  essa  rappresenti  un  circolo 
<iualunque  del  piano  ? 

Essendo  a,  ^  e  p  indeterminate  nel  caso  attuale,  bisognerà  elimi- 
nare queste  tre  quantità  dalle  cinque  equazioni  di  condizione  [B]  tro- 
vate nell'esempio  precedente,  e  quindi  si  avranno  due  equazioni  di 
condizione  fra  i  coefficienti  dell'equazione  generale  [A]. 

L'eliminazione  si  fa  immediatamente,  poiché  a,  p  e  P  non  entrano 
nelle  prime  due  equazioni  |B|: 


■onde  le  equazioni  di  condizione  saranno 

c^=a,    h^^2a  cos  u 


O  In&tti  il  1*  irieiiibru  eipridie  d  <[uadrolo  delk   ilistan»    i1»l  [tanlo  {x,  ;/)  dal 
««ntro  (a,  $):  o  quninto  qtiesla  itUtanxa  è  eguaio  a  p.  il  [fUuln  (^,  y)  appirtieoo  al 
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Quando  queste  due  relazioni  fra  i  coef9cienti  (dei  termini  a  2''  grado) 
8Ì  verificano,  l'equazione  [À]  rappresenta  un  circolo,  qualunque  sieno 
i  coefHcieuti  d^  e  dei  termini  a  P  grado  e  il  termine  costante  /*. 
Adunque  il  tipo  delV equazione  di  un  circolo  è 

IC|  a  (a?*  +  2ocy  cos  lu  +  y*)  +  do?  +  ey  +  /'i^  0. 

PosBiamo  determinare  le  coordinate  del  centro  e  il  raggio  del 
circolo  In  funsioue  dei  coefficienti  a,  d,  e,  /*  della  equazione  tipica  [C], 
0  meglio  in  funzione  dei  rapporti  di  tre  fra  essi  al  quarto.  Infatti, 
t>guagliando  il  primo  dei  rapporti  [B]  a  ciascuno  degli  ultimi  tre,  si 
hanno  le  equazioni 

(le  f 

0-1-^0080)=—-:;—,  acosuj+p= — 5—,  a*+2ap cos uj + p*— p*= -i-  . 
Le  prime  due  danno 

—  <i -f"  «^  <-*08  ui         ^       rfcoetj— tf 
2<i  sou'ui      '        ^         2a  sen^Jil  ' 

e  la  terza 

f  f 

p*  ;=  a*  +  2ap  cos  u)  +  p* i-= a  (a  +  P  cos  uj)  +  p  (a  cos  u)  +  p) — ' 


(I  »  ■       .  ,       .       .      X  .       r»  ,, 


%\  sen*ui 


t^  +  cf*  —  3c/*»  oo«?  ui  —  4a/'seii'ui 

4<i*  senSu  ^ 

onde 

•4-1 


I  ■  B ■ 

p  =  ;t-= —  i/d*  +  e*  —  2rfe  cos  ui  —  4a/'sen*ui 

OTe  ±  è  il  segno  di  a. 

Dalle  espressioni  di  a,  p,  p  risulta  che,  quando  i  coefficienti  della 
equaiione  (C)  di  un  circolo  sono  reaU,  le  coordinate  del  centro  sono 
reali ^  onde  il  centro  è  un  punto  reale;  ma  il  raggio  può  essere  reale 
o  nullo  o  immaginario  puro.  Nel  primo  caso  il  circolo  è  reale,  nel 
$evH>ndo  ridueesi  al  suo  centro,  nel  terzo  è  immaginario  i*). 


d 


O  Udl^  «+ |jv\»w=:  — -:r-»  «cou  w-f  ^m— ^-  òciliBbeate  si  ^iràto!   ohe 


^»-.^w^r—      ^ 


litvifevJkihi»  su^cU  assi  due  s^^oueoti  ugnali  a  —  ^-*  —  -^— •  «?  tiramio  per  le  estre- 
mile r»|fMìv«Bieiile  W  p^frpusiik'abri  a^  aeeì^  «{ueste  ietermiBano  il  centro  .*uil  Li 
Imo  iaiNnittÌKMBe. 


Per  assi  ortogonali  le  precedenti   formole  si   semplificaDO.  Allora 
5Ì  ha 


e    f  =  ~^- 


■■^v^~ 


-4ar. 


Per  individuare  un  circolo  baalaao  tre  punti,  visto  che  nella  [C] 
compaiono  solo  quattro  cocffloienti.  Procedendo  come  Dell'esempio!, 
si  trova  come  equazione  del  circolo  die  passa  per  tre  punti  dati 
(■Pi  t  y,ì,  (i^»!  !/i))  (ic, .  J/j).  la  seguente: 


tp'  +  2ic  y  cos  u>  -}-  v'  OS  y  1 

a!,*-Ì-2ir,i/,oo8  up  +  y,'  a;,  j/,  1 

a;,*  +  2j7,i/,co8  io  +  y,*  a?,  y,  1 

(T/  +  2;»?,v,co8  lu  -|-  y,,*  .t;,  y,  I 


V.  Date  due  rette  r,  r'  {fig-.  2)  espresse  dalle 
«quazionì 

[D]    ctó;  +  py-l-T  =  0,    ate  +  g'y  +  t' =^  0. 

il  loro  insieme  sarà  espresso  dall'equazione  -  pro- 
dotto 

(03!  -I-  py  4-  T)  (a'a;  -[-  p'f/  +  t')  =  0, 


poichi!;  i  punti,  le  cui  coordinate  soddisfanno  all'equazione  di  una  delle 
due  rette,  soddisfanno  anche  all' equazione-prodotto ,  e  viceversa. 
Questa  equazione  ò  di  2°  grado,  sviluppandosi  in 

«a'iT'  -f  top'  +  a'p)  xy  -\-  pp'y'  +  (or'  +  o't)  -t  +  (Pt'  -h  P't)  y  +  yt'  ^  0  ; 

e  però  potremo  identificare  con  essa  la  equazione  generale  |A|,  ren- 
dendo proporzionali  i  coefficienti  dei  termini  simili,  ponendo  cioi; 


—  6  — 

Si  hanno  cosi  cinque  equazioni  distinte  ed  omogenee  di  l""  grado 
fra  i  coefficienti  della  [A];  onde  basterà  assumere  a,  &,  .  ,  .  ,  /* eguali 
ai  rispettivi  .denominatori  nelle  [E],  ovvero  eguali  ai  denominatori 
moltiplicati  per  uno  stesso  numero  arbitrario,  affinchè  la  equazione 
generale  [À]  rappresenti  l'insieme  delle  due  rette  date. 

VI.  (•)  Chieggasi  ora  qual  relazione  debba  sussistere  fra  i  coeffi- 
cienti della  equazione  generale  [A],  affinchè  essa  rappresenti  Vin- 
sieme  di  due  rette  qualunque  del  piano. 

Osservian;io  che  ora  le  due  rette  sono  indeterminate,  onde  1  sei 
coefficienti  a,  p,  y  e  a',  P',  y'  delle  [DJ  sono  indeterminati  ;  ma  siccome 
in  ciascuna  delle  due  equazioni  [D]  è  lecito  dare  un  valore  arbitrario 
(p.  e.  1)  ad  uno  dei  coefficienti,  cosi  restano  quattro  coefficienti  in- 
determinati. Ora  avendosi  cinque  equazioni  [E]  fra  quattro  coefficienti, 
si  può  eliminare  da  esse  questi  coefficienti,  e  si  otterrà  cosi  una  equa- 
zione di  condizione  fra  i  coefficienti  della  [AJ. 

Posto  y  =  y'  =  1,  il  che  implica  che  le  due  rette  non  passino  per 
l'origine,  e  quindi. (es.  I)  che  /"non  sia  nullo,  le  [E]  divengono 

aa'  =  -^,   ap'  +  a'P  =  -^,   pp'  =  y,    a  +  a'=:y,    p  +  p'- y  ; 
ora  la  prima  con  la  quarta  dà 

__  d±yd*^4af  f_d^yd*^4af 

e  la  terza  con  la  quinta 

P- Y^ ,  P i^f (    )> 

e  sostituendo  nella  seconda  si  trova 
[F]  (±1^^*  — 4ar)  (  ±  >/e*  -  4cr)  =  de  —  2bf, 

onde,  quadrando  e  dividendo  per  /i 

[GJ  Aacf  -{-bde  —  ae*  —  ed"  —  /*&*  =  0. 

Questa  è  dunque  la  relazione  domandata. 


(*)  Il  lettore  può  trascurare  questo  esempio,  poiché  la  quistione  in  esso  trattata  di- 
rettamente si  ripresenterà  tra  poco,  quando  discuteremo  tutti  i  luoghi  rappresentabili 
mediante  una  equazione  di  2*  grado. 

(*•)  Sui  due  segni  di  }/e*  —  4c/*  si  è  messo  un  punto,  per  indicare  che  essi  non  si 
suppongono  necessariamente  corrispondere  agli  omologhi  segni  preposti  a  j/rf*  —  Aof. 


Se  una  delle  due  rette  passa  per  rorigine,  una  delle  y,  y'  è  nulla 
e  anche  f  è  nulla:  e  allora  il  calcolo  va  rifatto.  Posto  T  =  l  e  ir'  =  0, 
dovremo  rendere  proporzionali  i  coefficienti  della  [A]  a  quelli  della 

(a^  +  Pi/  4- 1)  («'^  +  P'!/)  =  0, 
ed  avremo 

a    b  e     d    e      ^ ^  ^ 

onde 

a=-^,  P=— 1  a'  =  d\,  P'  =  eX  (X  arbitrario), 
e 

ovvero 

ae*  4-  Cd*  —  òde  =  0, 

che  è  ciò  che  diviene  la  [GÌ  per  f=0;  sicché  questo  caso  rientra  nel 
precedente. 
Se  poi  ambedue  le  rette  passano  per  l'origine,  sarà  y  =  t'  =  0,  ed 

avremo 

Insomma  Vequazione  di  una  coppia  di  rette  passanti  per  V origine  è 

ax*  +  ^^  +  ^*  =  0, 

equazione  omogenea  di  2^  grado. 

Si  possono,  in  generale,  determinare  le  equazioni  delle  due  rette 
in  funzione  dei  coefficienti  della  equazione  complessiva  [A].  A  taPfine 
si  osservi  che  la  condizione  [G]  sotto  la  forma  [F]  indica  che  ai  ra- 
dicali Ve/*  —  4^/",  Ve'  —  Acf  nei  valori  di  a  e  p  (o  di  a'  e  P')  bisogna 
dare  lo  stesso  segno  o  segni  opposti,  secondo  che  de  —  2bfè  positivo 
o  negativo.  Intendendo  inclusa  nel  segno  V  tale  restrizione,  le 
equazioni  (DJ  delle  due  rette  divengono 

dx-\-ey  +  2f=  x  Vd*  —  Aaf  +  y  Ve»  —  4c/", 

dx-\'ey  +  2f=z--x  Vd*  —  4a/^—  y  Ve*  —  Acf. 

Supposti  reali  i  coefficienti  della  [A],  segue  dalla  citata  [F]  che  i 
due  radicali  sono  insieme  reali  o  immaginarii.  Nel  primo  caso  le  due 


rette  sono  reali,  uel  secondo  immaginarie.  Ma  il  loro  punto  con 
è  Bempre  reale.  Infatti  esso  è  anche  comune  alle  due  rette 


rf^  +  ey-f  2/"=:0,    a;Vri'  — to/'+y  V'e*  — 4c/"— 0, 

delle  quali  la  prima  è  evidentemente  reale,   e  la  seconda  è  an 
reale,  poiché  la  sua  equazioae,  moltiplicata  sia  per  t/iI'  —  Aaf,  sia  per 
Ve'  —  Acf-  può  scriversi  in  forza  della  [F| 

(d'  —  Aaf)  X  -I-  [de  —  2bf)  y  =  0, 
ovvero 

(de  —  2br)  ,r  +  (e'  —  icf)  y  —  0. 

n  lettore  puù  esercitarsi  a  cercare  le  coordinate  di  questo    punto 
d'incontro,  e  troverà  con  l'aiuto  della  [G[ 


•*-  —    4„r_6i   '        J  ific  —  '.'   " 

Trasportata  ivi  l'origine  mediante  le  sostiiuziotii 
.X  =  X'  -^  A-,     y  =  y'  4-  y, 
l'equazione  complessiva  delle  due  rette  diverrà 

Questa,  risoluta  rispetto  ad  r,  fornirà  le  equazioni  delle  due   rette  : 

_  -h  +  T/¥^Tné  -  6  -  >/&■  _  j^f 

'  —  2r  .\,      i  —  ^ 

Quindi  di  avrà  per  la  tangente  dell'angolo  delle  due  rette  l'espresBìone 

Hcn  m  ^/h■'  —  Ur. 
""+  e— tensili 

dipendente  dai  soli  coefficienti  dei  termini  a  2°  grado  della  [A). 

Da  questa  forinola  si  rileva  che  6'  —  Aac  deve  aver  lo  stesso  se^o 
di  d'  —  Aaf  e  e*  —  Acf\  e  che  le  due  rette  sono  perpendicolari  quando 
a-\-c  —  b  cos  ui  ::=  0,  parallele  quando  6'  —  Aac  =  0.  Sono  poi  coin- 
cidenti quando  oltre  a.  h*  ~  iac  ^  0  è  pure  he  ~  2cd  =  0  (onde 
bd  —  2ae  =  0). 
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Forinole  fondamentali. 

§  3.  Dopo  aver  arrecato  alcuni  esempi  importanti  di  particolari 
luoghi  di  2**  grado  chiusi  o  aperti  (circoli  e  coppie  di  rette),  proce- 
diamo ora  alla  classificazione  di  tutti  i  possibili  luoghi  di  2**  grado. 

Ma  prima  di  tutto  faremo  qualche  cangiamento  nella  notazione  dei 
coefficienti  della  equazione  generale,  scrivendo  l'equazione  sotto  la 
forma 

[1]  ax^  +  2hxy  +  &!/»  +  2gx  +  2A/  +  ^  =  0, 

poiché  questa  ci  procurerà  formole  alquanto  più  simmetriche  e  più 
facili  a  ricordare. 

Supporremo  reali  i  coefficienti. 

Spesso  indicheremo  con  f  (a;,  y)  il  primo  membro  della  equazione. 

Incontreremo  frequentemente  le  metà  delle  derivate  parziali  della 
f  (a:,  y)  rispetto  ad  ^  e  j/:  queste  semiderivate  sono 

ax-^-hy-^-  g,        lix  -\-ì)y  -{-f. 

Ci  sarà  sovente  utile  la  seguente  identità  : 

12]     f  (x,  y)  =  (ax  +  Jiy  +  g)x-\-(hx  +  by +  r}y +  (ff^ +  fy -rO). 

Qui  si  presenta  il  trinomio  gx  -{-  fy  -\-  e,  che  anche  incontreremo 
sovente. 
Indicheremo  con  A  il  determinante  simmetrico  di  3°  ordine 


a  li  g 
h  b  f 
g    f    e 


=  abc  +  2fgh  —  af*  —  bg^  —  ch\ 


che  è  di  molta  importanza  e  che  dicesi  discriminante  della  f  (a?,  y)  (*). 


(')  In  generale,  data  una  funzione  di  n  variabili,  so  no  prendano  le  n  derivate  par- 
ziali e  si  eguagli  a  zero  la  funzione  e  le  derivate;  poi  si  trovi  la  risultante  delle  cosi 
formate  n  -{-  ì  equazioni  fra  n  variabili,  vale  a  dire  quella  funziono  dei  coefficienti 
il  cui  annullarsi  è  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  esista  un  sistema  di 
valori  delle  variabili  soddisfacente  ad  esse  equazioni:  quella  risultante  dicesi  discri- 
minante della  proposta  funzione. 


—  10  — 

Useremo  le  lettere  maiuscole  i4,  H,  .  .  .  per  denotare  i  determinanti 
minori  complementari  di  2**  ordine  degli  elementi  a,  /i, . . .  del  dis- 
criminante A,  cioè  porremo 

A  =  ì)c  —  py       B  =  ca  —  g^,       c  =  ab'-  /i»,  (•) 

F=zgh  —  af,        G=hf'-'bg,       H=fg  —  ch. 

Allora,  sviluppando  A  secondo  gli  elementi  delle  singole  sue  linee, 
sappiamo  che  si  avrà 

[3J  aA  +  hH+gG  =  l^,  hff+bB  +  fF=£i,  gG -{- fF -}-€€  =  £i. 

Invece,  moltiplicando  gli  elementi  di  ciascuna  linea  pe'  determinanti 
complementari  degli  elementi  di  una  linea  parallela,  si  avrà 

(  hA'\-bH+fG  =  0,  aHi'hBA-gF=Q,  aG'\-hF^  gC  =  0, 

W 

gA  +  fH-\-cG  =  0,  gff+rB  +  cF  =  0,  hG  +  l)F+fC=0. 


In  particolare,  il  discriminante  della  [1]  sarà  la  risultante  delle  equazioni 

ax  +  hy-hff  =  0,    ?uc  +  by  +  f  :=z  0,    f(a?,t/)  =  0. 

Ora  dalla  terza  si  può  sottrarre  la  prima  moltiplicata  per  a;  e  la  seconda  moltipli- 
cata per  1/,  e  ridurla  così  (cfr.  la  [2])  a  gx  +  fy  +  e  =z  0;  per  modo  che  siamo  ri- 
dotti a  cercare  la  risultante  delle  tre  equazioni  di  1*  grado 

ax  +  hy  +g=0, 

hx  +  by  +  r^O, 

ff^  -h  fy  +  c=:0. 
Essa  è  appunto 

a         b        ff 

h        b        f 

<J         f        <^ 

questo  è  dunque  il  discriminante  della  f  {x,  y), 

(')  La  fimzione  di  una  variabile  w,  at<*  -f-  2ht€  -[-  &,  ha  per  derivata  2{au  -[-  A). 
La  risultante  delle  equazioni  au  -{-  hz=:  0,  au^  -f  2Aw  +  b-=:0  è  la  stessa  che  quella 
delle  at«  -f-  A  =:  0,  hu  +  b  =z  0^  poiché  analogamente  alla  [2]  si  ha  aw*  +  2hu  +  b  =z 

=  (ate-f- A)  w +  (/iM -}- 6);  e  però  ^     ?  a     »  ossia  C  Insomma  Ce  il  discriminante 

del  trinomio  a  2*  grado  nella  f  (x,  y\  quando  si  consideri  solo  x  o  y  come  variabile 
e  si  ponga  Taltra  eguale  a  1. 

A  Q  B  sono  i  discriminanti  di  ax*  -f  2gx  ■<-  e  e  6?/*  -j-  2fy  -f-  e,  ossia  di  f  (a?,  0) 
e  f  (0,  y). 
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Inoltre  per  le  note  proprietà  dei  determinanti  ad  elementi  cosi  detti 
reciproci  o  aggiunti,  quali  sono 


si  ha 


[51 


a    h    9 

r 

A 

//    G 

h   b    r 

e 

Il    B    F 

9  r  e 

G    F    C 

1 

A    H    G 

H    B    F 

-A», 

G    F 

e 

16) 


i   2?C  —  F«  =  Aa,     C.4  —  G*  =  ù.b,    AB  —  H^  —  Ac, 
GH'-AF^Ùif,    HF-'BO  =  Lg,    Fa-^CH=Lh, 


come  del  resto  si  può  verificare  con  Teffettivo  sviluppo. 

Delle  lettere  A,  B^ ,  delle  derivate  parziali  di  f  (a?,  {/),  e  delle 

identità  [2],  .  .  .  ,  [6]  avremo  continue  occasioni  di  fare  uso;  richia- 
miamo quindi  su  di  esse  Tattenzione  del  lettore, 

§  4.  Per* descrivere  un  luogo  quando  è  data  la  sua  equazione  car- 
tesiana, la  prima  via  che  si  presenta  si  è:  risolvere  l'equazione  ri- 
spetto ad  una  delle  coordinate  variabili,  per  es.  y\  indi  far  variare 
Taltra,  a?,  da  —  co  a  -(-  co,  e  calcolare  il  valore  o  i  valori  di  y  cor- 
rispondenti a  ciascun  valore  reale  ài  x\  poi  determinare  i  punti  cor- 
rispondenti a  ciascuna  coppia  di  valori  di  a?  e  y;  e  da  ultimo  far 
passare  per  tutti  questi  punti  una  curva.  Ma  tale  procedimento  so- 
vente riesce  lungo,  sovente  inattuabile,  poiché  non  avviene  di  fre- 
quente che  si  sappia  risolvere  Tequazioue  del  luogo  rispetto  ad  una 
delle  variabili. 

Nel  caso  nostro,  possiamo  ordinare  e  risolvere  l'equazione  f  (a?,  j/)=0 
rispetto  a  y,  ed  avremo  successivamente 

ì)y^  4-  2  (/IO?  +  /*)  2/  +  (ax^  +  2gx  +  e)  =  0, 


y  = 


—  (/w;  -f  /•)  ±  V(f^  +  n*  —  b(ax^  -h  2rfx  +  e) 


y  =  —  -!jj-  (hx  +  f)±  yV—  Cx*  +  2Gx  —  A. 

Ad  ogni  valore  di  x  corrispondono  due  valori  di  y,  differenti  solo  per 
il  segno  del  radicale  e  non  difficili  a  costruire.  Ma  possiamo  proce- 
dere più  speditamente  nel  modo  seguente  : 


quadrando,  essa  dee  riprodurre  la  f(a:,i/)  =  0;  e  infatti  si  ha 

[7|       l,.!{x.v)  =  IJtx  +  »!/  +  n'  +  Cx'  -  2<?a:  +  ^  =  0, 
ovvero 

e  per  la  S-  delie  |G|                                                                         ^^H 

181        6  ,  f  (^,  »)  =  i),x+ly  +  n'+C  [x^~]'+  -^=0.^^ 

^^■^^^^^^^^■H       Ora  opereremo  udb  trasformazione  di 
^^H^^Hj^^^^^^l    coordinate,  prendendo  (fìg-.  3)  per  asse 

^H^B^^^H^H     <l^ll3       1»  l'atta  ce parallela 

^BHHH^^^^^^I    all'asse  delle       e  per  asse  delle       la 
^■^B|j^^^^^^l     retta  hx  -\-  hy  -\- 

^H^^^^^^^^^^^l        Le  coordinate  della  nuova  orig:ioe  0 
^■^^■^^^■■l^^l     sn  ranno 

a,-=— ,  „  = f-'  =  --5j,-^=  (peri  ultima  141)^=-^. 

Ma  senza  esegoire  la  trasformazione  in  tutti  i  suoi  particolari,  ci 
basterà  osservare  che  le  X,  Y  sono  eguali  alle  distanze  del  punto 
tv,  y]  dai  nuovi  assi  OT  e  OX  divise  ambedue  per  eenXOT,  e  chele 

dette  distanze  sono  espresse  dai  primi  membri  /la;  +  &y  -i- /",  sa— -7. 
Ielle  equazioni  dei  nuovi  assi  {riferiti  ai  primitivi),  moltiplicati  am- 
ìedue  per  sen  soy  e  divisi    rispettivamente    per  dei    radicali    reali   e 
ndipendenti  da  ^  e  y;   laonde  le  .V,    Y  sono   eguali   alle  funzioni 

fisB -\- by -\- f,  X ^  moltiplicate  rispettivamente  per  due  quantità 

costanti  e  reali  X,  m  ;  e  però 

te  +  6!,  +  r=f,    x~-^  =  ^.           ^H 

Ciij  posto,  la  [8j  diverrà                                                                       ^^^H 

Durante  il  calcolo  precedente  si  è  implicitamente  supposto  che  li 
e  C  non  fossero  nulli;  altrimenti  non  si  sarebbe  potuto  considerare 

la  r(d:.  y)  ^  0  come  dì  2°  grado  in  y,  né  porre  C  come  deuominalore 
nella  |8|,  né  eseguire  l'&ccennato  cangìameiito  di  assi.  Jilmaneodo  in 
questa  doppia  ipotesi,  la  t'orma  del  luogo  espresso  dalla  |Vi|  dipenderà 
dai  segni  dei  coefflcienti,  e  precisamente  da  quelli  di  C  e  AC.  visto 
elle  X'  e  n*  sono  sempre  positivi,  --  EdamiDeremo  prima  il  caso  C>  0 
e  poi  l'altro  C  <  0,  suddividendo  ciascuno  in    tre  secondo  che  sia 

^b  <  0,  Per  ultimo  tratteremo  il  caso  C  =  0. 


Ellisse. 

S  B.  —  1'  Caso:  C>0. 

Essendo  C^ab  —  ft',  né  a  né  &  possono  annullarsi;  altrimenti  C 
diverrebbe  — A*,  e  perù  sarebbe  negativo  o  nullo,  contro  l'ipotesi. 
Inoltre,  essendo  ab  >  h*,  a  e  b  hanno  lo  stesso  segno. 

a]  C>  0.    ù^  <  0  {onde  Aa  <  0). 

Alla  [9|  si  può  dar  la  forma 

noi  -ÌS-  +  -^  =  i. 

V  e  m'  essendo  positivi. 
Ora  per  l'  — 0  si  ha  -Y^^X', 

e  per  A'  =  0  si  ha   F—  +  n'; 


sicché  il  luogo  (gg.  4) 
seca  Tasse  delle  X  in  due 
punti  A.  A'  a  distanze+X' 
dall'origine,  e  l'asse delk- 
y  in  due  punti  B,  B'  n 
distanze  +  m'  dall'  ori- 
gine. 

La  [10],  risolutarispetto 
ad  r,  dà 

essa  prova  che  non  vi 
SOQ  punti  reali  del  luogo 


fuori  la  striscia  compresa  fra  le  parallele  alla  OT  condotte  per  i.  e  A.'. 
Quando  X  decresce  da  -|-  X'  a  0,  il  valore  positivo  di  Y  cresce  da  0 
a  m'  e  il  valor  negativo  '  decresce  da  0  a  —  |i'  ;  il  che  ci  abilita  a 
ralRgurarc;  l'arco  BAB'  della  curva. 

Or,  siccome  mutando  Xe  F  in  —  A"  e  —  K  !a  equazione  [10|  non 
s'altera,  così  è  chiaro  che  se  un  punto  appartiene  alla  curva,  anche 
il  suo  simmetrico  rispetto  all'origine  0  le  appartiene;  quindi  l'arco 
B'A'B  sarà  facilmente  descritto  come  simmetrico  e  quindi  eguale  al 
precedente  BAB'. 

I!  punto  0,  dividendo  per  metà  tutte  le  rette  passanti  per  esso  e 
intercette  nella  curva,  dicesi  centro  della  curva.  La  OX,  dividendo 
per  metà  le  corde  della  curva  parallele  alla  OV,  dicesi  diametro  con- 
iugato a  codeste  corde  rispetto  alia  curva;  e  similmente  la  OT  ("■ 
diametro  coniugato  alle  corde  parallele  alla  OX.  Ma  di  ciò  a  miglior 
tempo. 

La  curva  è  chiusa  e  tutta  compresa  nel  parallelogrammo  di  cui 
AA'  e  BE'  sono  le  mediane.  Essa  dicesi  ellisse. 


I') 


C  >  0,    At  >  0  (onde  Aa  >  0). 


La  |9|  non  i>  soddisfatta  da  alcun  punto  reale,  poiché  per  ogni  va- 
lore reale  di  X  e  1'  il  primo  membro  risulta  positivo  o  almeno  nullo 
(quando  A'=^  j'^^0),  mentre  il  secondo  è  negativo  per  ipotesi. 

Diremo  che  in  questo  caso  l'equazione  rappresenta  una  ellisse  im- 
maginaria. 

e)  C>  0,    Ab  =L  0  (onde  A  =  0). 

La  19]  diviene 


la  quale  non  è  soddisfatta  da  alcun  punto  reale,  tranue  0,  la  nuova 
origine.  Perciij  diremo  che  l'equazione  rappresenta  una  ellisse  ridotta 
a  un  punto. 

Ma  siccome  attualmeote  la  equazione  si    scinde  nelle  due  (posto 
,- =  »/-!): 


X 


■ri  - 


Y- 


—  i 


yl^ 


le  quali  rappresentano  due  rette  non  aventi  punti  reali  altro  che  0; 
cosi  potremo  anche  dire  che  nel  caso  attuale  l'equazione  rappresenta 
%ma  coppia  di  rette  immaginarie  secantisi  in  un  punto  reale  (a 
distanza  finita),  o  più  brevemente  loia  coppia  ellittica  di  rette. 


Riassumendo  la  discussione 
■r  Caso  ...  C  >(i ...  Ellisse    ■ 

l 
S  6.  —  2"  Caso:  C  <  0. 
a)                        C  <  «,    A 
La  |9)  può  ricever  la  forma 

UH  V 
ove  V  e  m'  sono  positivi. 

Ora  i>er  A  = 
e                                   per  .Y  = 

sicché  (fig.  5}  il  luogo  seca 
la  OX  in    due   punti    reali 
A,  A'  a   distanze  +  \'  daj- 
l'oriffiue,  ma  non  seca  la  OY. 
Dalla  |I1|  ai  trae 

i'=±-f  |Av-vv 

onde  apparisce  die  non  vi 
sono  punti  reali  del  luu^o 
entro  la  striscia  compresa 
fra  Ie-  parallele  alla  OY  con- 
dotte per  A  e  A'.  Quando  -V 
oreace   da  +  X'  a  -f  od.   i  1 
valor  positivo  di   V  cresce 
da  0  a  +  oo  e  il   negalivo 
decresce  da  ii  a  —co;  quind 
per  A  e  si  estende  all'infinit 
Come  nel  caso  dell'ellisse, 
cedente  rispetto  all'originei 
dall'una  e  dall'altra  handa  ) 

che  precede,  abbiamo  : 

Aa  e  A'^  <  0.  Ellisse  reale. 

Aa  e  A'j  >  0.  Ellisse  immaginaria. 

A  —  0  .  .  .  Coppia    elllUica  4t  rette. 

lerbole. 

j  >  0  (onde  A  ^  O). 

0  si  ha  X  —  +  V. 
0  si  ha   Y—±  u'*. 

vi   ò  un   arco    della   curva   che   passa 
0  dall'una  all'altra  banda  di  A. 
vi  è  un  altro  arco  BÌmmetrico   del   pre- 
esso passa  per  A',  si  estende  all'infinite 
i  A',  ed  è  eguale  al  precedente. 

1 

J 

La  curva  ha  dunque  due  rami  doppiamente  infiniti.  Essa  dicesi 
iperbole.  L'orig-ine  è  centro  della  curva,  OX  diametro  coniugato  alle 
corde  parallele  alla  OY,  e  viceversa. 


6)  C  <  0, 

La  |9]  può  scriversi 


ù(*<0  (onde  A  ^  oì, 


e  quiodi  conduce  alle  stesse  conseguenze  del  caso  precedente,  solo 
elle  la  curva  ora  taglia  la  01  e  non  la  OX. 

<•■)  C  <  0,      Aft  =  0  (onde  A  =  0). 

La  [9]  fii  scinde  nelle  due 


--f- 


-0, 


e  però  rappresenta  una  coppia  di  rette 
reali  e  secantisi  in  un  pw»tio  (a distanza 
fioita)  che  è  0  {Gg.  6).  .Una  tale  coppia 
di  rette  presenta  analogia  con  l'iperbole, 
poiché  due  anj^oli  opposti  al  vertice  pos- 
sono assimilarsi  a  due  rami  doppiamente 
infiniti.  La  diremo  coppia  iperbolica  dt 
rette. 


Le  cose  dette  sìnora  nella  ipotesi  di  C  <  0  e  di  6  ^  0,.  valgono 
anche  quando  fosse  b=Q  senza  essere  anche  a  =  (ì  (ipotesi  compa- 
tibile con  l'altra  ab<h'').  Allora  infatti  si  potrà  considerare  la 
i  {x,  y)  =  0  come  di  2"  grado  in  a;,  e  quindi  risolverla  rispetto  ad  a; 
e  poi  darle  le  seguenli  forme,   analoghe  alle  [7|  e  [8j  : 


17]'        a  .  f  (X,  y)  =  (ax  +  Ay  +  (?)»  -f  Cy»  - 
[8]'       a  .t{x,y)-=  {ax-\-hy-\-gf-\-C  iy 


-2Fy  -r  B  —  0, 


Queste  si  deducono  dalle  [7|,  [8]  facendo  i  seguenti  scambi  : 

di  X  con  y,  di  a  con  6,  di  f  con  g; 


poicbè  per  effetto  di  essi  la  [[x,  y)  qoq  muta.  Con  temporaneamente 
avverranno  i  seguenti  scambi  : 

di  .4  con  lì,  di  F  con  G; 

mentre  E,  C,  A  rimarranno  inalterati. 
Prendendo  per  novelli  assi  0¥  e  OX  le 

y  — -^  =  0,       «a: -j- Ay  +  9  =  0, 

la  |8r  assume  la  forma,  analoga  alla  |9], 

Is  quale  conduce  alle  stesse  conseguenze  della  (dj. 

Rimane  a  trattare  Is  ipotesi  a=:0  e  &^0  [che  è  altresì  compati- 
bile con  r&ltra  C  <  0,  poiché  allora,  non  potendo  anche  h  esser  nullo, 
liBuIta  C  =  " /(•  <  0). 

Questo  caso  si  può  far  rientrare  nel  precedente,  e  basta  a  tal  uopo 
far  rotare  solo  un  asse,  per  es.  Tasse  delle  x  dell'angolo  J  loy.  Le 
formole  per  la  trasformazione  sono,  come  è  facile  vedere  (tig.  7), 


a;  =  VA', 


=  y+  v.T, 

Allora  la  f(^,y)— Odi- 


""  —    2  cos  1  xoy 
Jrenta 
ìhv*X*  -f  2hvXy-\r  2  (.9  +  fìvX  +  2/-r  -|- 

lella  quale  manca  il  termine  in  I-'*  ma  iioii 
{nello  in  X*.  Le  quantità  analoghe  a  C  e  A 
per  questa  equazione  sono  rispettivamente 

2;(v»  .  0  —  h\*  —  ~  A'v»  —  CV' 


24v"    hv 

ia+m 

2/i       h    (7+/*              0     II     g 

«V         0 

r      =v' 

h       D      f      =v*    te     0     f 

is+Di  r 

e 

a+f  re            ore 

=^v'A; 


ielle  quali  la  prima  e  negativa  (poiclii)  C  <  0  e  v'  >  0),  e  !a  seconda 
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è  dello  stesso  segano  di  A  o  nulla  con  A.   Dunque  il  luogo  nel  caso 
attuale  è  una  iperbole,  come  precedentemente. 

Riassumiamo  i  risultati  ottenuti: 

{  A  ^  0...  Iperbole  reale. 
2*  Caso  . . .  C  <  0 . . .  Iperbole 

A  =  0 ...  Coppia  iperbolica  di  rette. 


Parabola. 

S  7.  —  3^  Caso:  C  =  Q. 

Dopo  aver  investigato  la  natura  del  luogo  espresso  dalla  f  (j:,  y)  =  0 
quando  C  non  è  nullo,  passiamo  al  caso  che  C  sia  nullo. 
Nella  ipotesi  che  b  non  sia  nullo,  possiamo  usare  la  [7],  che  diviene 

[12J  b.t(x,y)  =  {hx  +  by  +  n*  —  i^Gx  —  A)  =  0. 

Qui  basterà  distinguere  i  due  sotto-casi  :  A  ^  0  e  A  =  0. 
a)  C  =  0,       A  5  0. 

Per  le  [6J  si  ha  Ci!  —  (?*  =  A&,  onde  —  G*  =  A&;  ma  si  son  sup- 
posti A  e  &  diversi  da  lero;  dunque  sarà  anche  O  diverso  da  zero. 
Cosi  essendo,  possiamo  trasformare  le  coordinate,  assumendo  per  nuovi 
assi  OX  e  OT  le  rette 

2Ga?  — ^  =  0,    hX'\-by  +  f=Q 

(che  non  sono  parallele  perchè  b  non  è  nullo):  avremo  allora,  come 
nei  casi  precedenti, 

hx  +  by  +  f=^,      2Gx-A  =  ^. 


X  e  fi  essendo  quantità  costanti  reali  ;  e  la  [12]  diverrà 

X*  T 

ovvero 
[13]  jr  =  ar, 

iadicando  con  e  la  quantità  reale  — .  Possiamo  supporre  a  positiva  : 


infatti  la  |13j  prova  che  V  deve  avere  lo  stesso  segno  di  a.  afflocLè 
X  sia  reale;  sicché  se  a,  e  quindi  auclie  1',  è  negativo,  basta  inver- 
tire il  senso  positivo  sulla  Or,  ed  allora  1'  diverrà  positivo,  e  quindi 
anche  o. 

CiC>  posto,  la  [131  dà 


onde  (fìff.  8)  ad  ogni  valore  di  l' cor- 
rispondono per  X  due  valori  eguali 
ed  opposti,  vale  a  dire  che  la  OY  è 
UD  (liamelro  coniugato  alle  corde 
parallele  alla  OX,  Facendo  crescere 
y  da  0  a  +03,  il  valor  positivo  di 
X  crescerà  da  0  a  -|-oD  e  il  negativo 
decrescerà  da  0  a  —  co  ;  e  dando  ad 
Y  valori  negativi,  X  riescirà  imma- 
ginario.  Dunque  la  curva  si  com- 
pone di  un  sol  ramo  doppìameute 
Infinito,  e  giace  tutta  da  una  banda 
della  OX.  Essa  dioesi  parabola. 


t>) 


=  0, 


larà  anche  i3  =  0  (poiché  —  G*  =  Ab),  e  la  j  12|  si  scinderà  nelle  due: 
Iiù: -\- by -^  r  =  +  V'^'a,    7ìj: -f  ^ -f  f  =  —  t^^Ti, 


ohe  rappresentano  (fig.  9)  due  rette  parallele; 
in  altri  termini  la  parabola  si  riduce  ad  una 
eoppta  di  rette  parallele.  Esse  sono  reali  e 
distinte  0  immaginarie  secondochè  A  S  0,  e 
Bono  equidistanti  dalla  retta 

hx-{-  &I/  +  /--0, 


ì  è  sempre  reale.  Sono  poi  coincidenti  {con  questa  retta)  sl* 
■;  e  allora  si   dirà  che  la  f(.x,  y)  =0  rappresenta  una  retta 
&,  e  sarà 

Abbiamo  supposto  sin  qui  ohe  fi  non  sia  zero.  Quando  fosse  fi  —  0, 


sarebbe  anche  ft  =  0,  poiché  ab  —  ft'  per  ipotesi  è  nullo;  ma  a  non 
potrebbe  esser  nullo  anch'esso,  altrimenti  la  t{x,  y)  ^  0  si  abbasse- 
rebbe al  1°  g:rado.  Potremmo  dunque  allora,  invece  della  [12],  consi- 
derare la  forma  analoga 


[14] 


I  .  f  (a;,  y)  =  {ax  +  hy -\-  g]"  -  {2Fy  -B)  = 


0. 


la  quale  conduce  alle  stesse  conseguenze.  Infatti,  per  le  [6)  DC — F'=Aa, 
onde  —  F*  =  Aa  ;  ora  a  non  è  nullo  ;  e  perù  F  non  sarà  nullo  finché  A 
non  sia  nullo,  e  sarà  F  =  0  quando  ^  —  0.  Nel  primo  caso  il  luogo 
sarà  una  parabola.  Nel  secondo  caso  l'equazione  rappresenterà  due 
rette  parallele  ed  equidistanti  rispetto  alla 

ax  -\-  fiy  -i-  g  =  0, 

le  quali  saranno  reali  e  distinte  o  immaginarie  secondochè  B  g  0. 
Quando  poi  B^Q  esse  coincideranno,  e  sarà 


a  .{{X 


^  (flic  + /ly  +  ff)' =  0. 


Dalle  considerazioni  precedenti  emerge  che  nella  ipotesi  attuale 
C  ^  0  e  A~  0  avviene  quanto  segue  : 
1°  Son  nulli  anche  F  e  G  ; 

1"  La  retta  ax  A^hy  Ar  g^^  coincide  con  la  h;c  Arby  -\-  (=■ 
il  che  si  può  anche  provare  osservando  che   dalla  aj  —  /i*  =  o  si 
trae  -^  =  —,  e  dalla  F=ìig  —  af^Q  si  trae  -^  =  -^,  sicché  le 
equazioni  delle  due  rette  hanno  i  coefficienti  proporzionali  ; 

3°  4  e  B  o  hanno  lo  stesso  segno  0  si  annullano  insieme.  Ciò  sr 
può  anche  provare  come  segue  : 

se  A  —  (i,  sarà  ff  =  0  perchè  a/1  +  ftff  4- éjG  ^  A  =  0,  e  nrfc 
B  =  0  perchè  hH  +  bB-^  fF  —  £^~Q;  viceversa,  se  B=0,  è  anche 
H=Q  e  ^  ^0; 

quando  A  q  B  esìstono,  si  ha  dalie  i6|  AB  —  /?'  ^  Ac  ;^  0,  onde 
AB  >  0,  e  però  A  G  B  hanno  Io  stesso  segno. 


Riepilogando  i  risultati  della  precedente  analisi 
3"  Caso  . . .  C  —  0  .  .  .  Paràbola 


>hiamo 


A  5  0  . . .  Parabola  reale. 

A=  0  . . .  Coppiaparabolicadiretle. 


Per  coppia  parabolica  di  rette  intendiamo  due  rette  parallele  ftll* 
aa:  +  ftj/ +  ì/ =  0  ovvero  ft,c4- &£/  +  /"=  0,  reali  e  distinte,  reali 
coincidenti,  immaginarie  secondochè  ^  e  B  ^  0, 
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Epilogo  della  precedente  discussione. 

§  8.  Sarà  bene  preBentare  in  un  sol  quadro  la  classificazione  che 
-abbiamo  fatta  dei  luoghi  di  2''  grado  : 

Aa  e  A&  <  0  .  .  .  Ellisse  reale. 
>  0  {  Aa  e  ùkb>  0  .  .  .  Ellisse  immaginaria. 

A  =  0 Coppia  ellittica  di  rette. 

C^^q|ASO Iperbole  reale. 

(  A  =  0 Coppia  iperbolica  di  rette. 

^.QjAèO Parabola  reale. 

(  A  =  0 Coppia  parabolica  di  rette. 

4)ue8to  quadro  si  può  disporre  anche  nel  seguente  modo: 

C>  0 Ellisse,  reale  o  immaginaria 

secondochè  Aa  e  Ab^  0. 
0  < 

C  <  0 Iperbole  reale. 

^  ,  X  C  =  0  .  .  .  .  .  Parabola  reale. 

ÌC  >  0 Coppia  ellittica  di  rette. 
C  <  0 Coppia  iperbolica  di  rette. 
C  =  0  .  k  .  .  .  Coppia  parabolica  di  rette. 

Faremo  ora  alcune  importanti  osservazioni  : 

r  Abbiamo  già  visto  che  la  f(a7,  y)=0,   quando  non  è  &  =  0, 
può  esser  scritta  sotto  le  forme  : 

[7]       &  .  f  (X,  y)  =  (hx  +  &y  +  /)»  +  Ca?*  —  20x  +  i4  =  0, 

[81       b.t(x,y)  =  (nx  +  by  +  f)^  +  ci^x^  ^J+^  =  0; 

e  quando  non  è  a  =  0,  sotto  le  forme  analoghe  : 

[7r     a  .  f  (a?,  i/)  =  (oa?  +  %  +  g)^  +  Cy«  -  2/?V  +  B  =  0, 

18]'     a.i(x,y)  =  (ax  +  ny  +  gy-^c[y~^y+^  =  (^. 


Ora  agffiuDgiamo  oue,  quanao  non  e  e  =  u,  e  tacsie  veni 

la  f(^,  ;/)  =  0  pui'i  assumere  anche  le  seguenti  forme  acalog-lie  ali* 
precedenti  : 
[71"    e  .  f  (,»,  y)  =  {gx -\- 0/ -\-  e)*  +  Bx*  —  Wxy  +  Ay*  =  0, 

j  e  .  f  (o;,  !/)  =  (ffic  +  /V  +  e)'  +  S  (  ì;  -  f  y  )  '+  -^  t/'  =  0 
18]" 

\^c.t{x,y)  =  [gx-^ru-\-cY  +  A  (y  -  x^)'+ "T'^'  =  '*- 

2*  Nel  caso  della  parabola,  essendo  C^ab— ft*— 0,  onde  +  ^ab=K 
la  f(:r,  y)  ^=  0  puù  ricevere  la  forma  speciale 

{sc-\/a±y  i^b)'  -f  2gx  +  2/y  +  e  =  0, 

Tale  a  dire  che  nella  equazione  della  parabola  i  termini  di  S"  grado 
fanno  un  quadrato  perfetto. 

3°  Sappiamo  che  l'equazione  l(x,  y)=0  rappresenta  una  coppi» 
di  rette  quando  A  x=0.  Allora  la  funzione  i{a:,  y)  dee  manifestamente 
decomporsi  in  due  fattori  di  primo  grado  rispetto  a  j;  e  y,  i  quali' 
eguagliati  a  zero  forniranno  le  equazioni  separate  delle  due  rette. 
Ad  operare  la  decomposizione  soccorrono  le  forme  |8],  [Sj'  e  i8|"pocaiizi 
trovate.  Infatti  la  |8|  per  A^O  diviene 

(ft.t-  +  b£/  4-  /T  ^  (_  C)  (3?  -  ^  ) '=  0, 

che  si  decompone  in 

\fus+bu  +  f-\-}/^c[x-'^]\\nx  +  by  +  f~.-^^cf^x-~^\=iy, 
e  dà  le  due  equazioni  separate 
fta;  +  6i/  +  /-+y^c[ic-^)^0,  }ix  +  by  +  f~V^ci^x~^\~lì. 
Similmente  la  [8]'  dà 

\ax  +  hy+g^^^ci^y- 
e  le  [8]" 


\gix+fy+c+  ì/—A  iy—--x] 


\gx^ry^c-Ì^A[y--^x\\==fÌ. 


Si  hanno  cosi  le  equazioni  separate  delle  due  rette  eotto  quattro 
forme  diverse.  Le  due  prime  valgono  quando  non  è  C  — 0,  !a  terza 
quando  non  è  B  :^  0,  e  l'ultima  quando  non  è  ^  =  0. 

Del  retilo  quando  C  =  0  abbiamo  dalla  |12{ 

(hx+bv-\-r-  V=^)  (hcc  +  by->rr+  V^a)  =  0, 
e  per  analogia 

(ax-i-ìty  +  g-V^^)  C«a;  +  fti/  +  i7  +  V^^)  =  0- 

Quando  poi  è  anche  ^  =  0  e  £  ^  0  (ciroostanze  simultanee],  si  avrà 

{ax  -f-  Ay  +  g)*  =  0, 

ifix  +  by-\-n*^0, 

(j/a- -4- ^y  +  e)' =  0  n. 

Dalla  precedente  discussione  e  dalle  varie  forme  che  abbiamo  date 
alle  equazioni  delle  due  rette  rappresentate  dalla  equazione  t{x,y]=^0 
quando  à  =  0,  apparisce  che  le  rette 

Cic  +  fty  +  ì/ =  0,     ft^'  +  ^jy-l- /■=0,    ?a;  +  /V4-c  =  0, 

a;  — -^  =  0,      y— —  =  0,      x  —  —y  =  (i,      y~~x—.(i 

passano  tutte  pel  punto  comune  alle  due  rette  medesime. 

Le  coordinate  di  questo  punto,  tenuto  conto  delle  [6],  sono  deter- 
minate da  una  qualunque  delle  seguenti  proporzioni  : 


ovvero 
ovvero  anche 


x:y: 

■:  A-  H  -.    G 

::  11:   B  :    F 

::  0  :   F  :    C 

y.t'À-.VV-.VC, 

ove  ai  radicali  s'intendano  apposti  segni  convenienti. 


,  otlL'o  ni]  eseer  nullo  il  discriminante  A,  <ib- 
i  (lelerminonti  minori 

ì.  (;  F,  o,  ff. 
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4''  L'^equaziane  omogenea 

ax^  +  2hxy  -f  &y*  =  0 

rappresenta  due  rette  passanti  per  Vorigine^  reali  e  diBtinie  quando 
C  <  0,  immaginarie  quando  C>  0,  coincidenti  quando  C  =  0.  Ciò 
risulta  dal  fatto  che  nell'ipotesi  g  =  f=:ic  =  0  si  ha 

A  =  A  =  B  =  F=G  =  H=0; 

ma  si  può  vederlo  direttamente  dalla  equazione,  la  quale,  risoluta 
rispetto  ad  x^  si  scompone  nelle  due 

a^  = y.      x  = y, 

che  rappresentano  due  rette  passanti  per  Torigine. 

Si  possono  usare  invece  delle  precedenti  equazioni  anche  le  se- 
guenti, ottenute  risolvendo  rispetto  a  y  : 

y  = 1 co,      v  = -^ X, 

6*  Vequazione  priva  della  y 

oo?*  +  2gx  +  e  =  0, 

rappresenta  due  rette  parallele  alVasse  delle  y,  come  si  vede  di- 
rettamente risolvendola  rispetto  ad  rr;  e  si  trovano  così  per  le  due 
rette  le  equazioni  

X  = • 

a 

Similmente  la 

&y'  +  2ry  +  e  =  0 

rappresenta  le  due  rette  parallele  alVctsse  delle  x  : 

y=  a  ' 

&"  La  {(x,y)=:Q  rappresenta  un  circolo  quando  può  assumere 
la  forma  (§  2,  IV) 

a  (a?*  +  2xy  cos  ui  +  y*)  -f  2gx  +  2fy -{••€=^0, 

ovvero  quando 

b  =  a  e  h  =  a  cosiu. 

Il  circolo  sta  fra  le  ellissi,  giacché  per  esso 

C  =  aa  —  {a  cos  lu)*  =  a*  sen*  ui  >  0. 


E  poiohl 


-fl{rH 


e  sen*uj  —  2fg  eoa  tu). 


uè  segue  che  il  circolo  è  reale  o  immaginario,  seeondochè  la  quantìU'i 
r  -{-  g^  ^  ac  sen'tu  —  '2fg  cos  io  è  positiva  o  negativa.  Quando  poi  co- 
desta quantità  è  nulla,  il  circolo  si  riduce  a  uà  punto  reale  (*]. 


Invarianti  della  funzione  t{x,  y). 

%  9.  Abbiam  visto  ohe  la  equazione  i{x,y)^(i  può  rappresentare 
tre  specie  di  luoghi,  contraddistinti  dal  segno  o  dall'asnuUarsi  della 
quantità  6',  la  quale  dipende  solo  dai  coefficienti  dei  termini  a  2"  grado. 
Or  la  forma  di  un  luogo  è  certamente  indipendente  dalla  scelta  degli 
assi  delle  coordinate;  sicché,  se  noi  operiamo  una  trasforma 7.ione  di 
coordinate  cartesiane  in  cartesiane,  e  poi  costruiamo  coi  coefficienti 
dei  termini  a  2"  grado  della  equazione  trasformata  la  funzione  ana- 
oga  alla  C,  essa  dovrà  essere  diversa  da  zero  ed  avere  il  segno  di  C 
fioche  C  non  è  zero,  e  dovrà  essere  eguale  a  zero  se  tale  è  C. 

Simili  considerazioni  possono  esser  fatte  sul  determinante  A.  In- 
fatti, quando  C  >  0,  la  f(.T,  y)  =  0  rappresenta  un'ellisse,  reale  o  im- 
TBSginaria  aecoudochè  i  prodotti  Aa  e  Ab  sono  negativi  o  positivi  : 
e  rappresenta  due  rette  immaginarie  quando  A  =  0,  Adunque  la  fun- 
zione analoga  a  A,  ossia  il  discriminante  della  trasformata  di  f(,r,  y), 
dovrà  esser  nullo  quando  A  è  nullo;  e  quando  A  non  è  nullo,  ì  pro- 
dotti analoghi  a  Au  e  Ab  dovranno  avere  lo  stesso  segno  di  Aa  e  Ab. 
Quando  C  <  0,  la  l[.r.,  y)  ^  0  rappresenta  una  iperbole  se  A  non  è 
nullo,  e  due  rette  reali  ad  angolo  se  A  è  nullo  ;  adunque  il  discriminante 
della  equazione  trasformata  è  o  non  è  nullo  come  A.  Da  ultimo,  quando 
C^=0,  la  f{;r,  y)  ^  0  rappresenta  una  parabola  se  A  non  è  nullo,  e 
due  rette  parallele  se  A  è  nullo;  adunque  il  discriminante  della  equa- 
zione trasformata  è  o  non  è  nullo  come  A.  Inoltre  in  questo  ultimo 
caso  le  quantità  analoghe  ad  ^  e  B,  composte  coi  coefficienti  della 
equazione  trasformata,  debbono  esser  positive  o  negative  o  nulle  in- 
Bieme,  secondo  che  A  g  B  sono  insieme  positive  o  negative  o  nulle. 

Codeste  relazioni  fra  certe  funzioni  dei  coefficienti  della  f(,'r,  {/)=  0 
e  le  stesse  funzioni  dei  cofficienti  della  equazione  trasformata,  meri- 


O  11  roggio  è  sempre 


iHo  di  esser  meglio  approfondite,  e  perchè  avremo  a  servircene  molto 
utilmente  in  appresso,  e  perchè  esse  racchiudono  i  germi  di  una  delle 
più  importanti  teorie  dell'analisi  moderna  :  quella  degli  invarianti, 
covarianti,  ecc. 

lì  10.  Considereremo  prima  il  caso  che  i  novelli  assi  delle  coordi- 
nate sieno  paralleli  ai  primitivi,  poi  il  caso  che  i  novelli  assi  ahbiano 
la  stessa  origine  dei  primitivi,  e  da  ultimo  il  caso  che  sia  cangiata 
tanto  l'origine  quanto  la  direzione  degli  assi. 

l"  Le  sostituzioni  lineari  da  fare  pel  passaggio  a  un   sistema  dì 
assi  paralleli  ai  primitivi  sono 


essendo  ctf  e  y'  \e  coordinate  della  novella  origine  rispetto  agli  assi 
primitivi.  Per  effetto  di  tali  sostituzioni  la  f(^,  y)  diviene  manifesta- 
mente 

aX*-ì-2hxy+bì"'-i-2{ax'+hy'-\-g)x^2{hx'-\-by'+r)  l'+Z'ia;',  y'), 
vale  a  dire  che  : 
<  i  coefficienti  dei  termini  a  2"  grado  rimangono  inalterati  ;  i  coeffl- 

•  cienti  dei  termini  a  1*  grado  divengono  rispettivamente  le  derivate 

•  parziali  della  f(;r,  ;/),  nelle  quali  siano  sostituite  alle  variabili  le 
«  coordinate  della  nuova  orlgioei  e  il  termine  indipendente  dalle  va- 

•  riabili  diviene  il  risultalo  della  sostituzione  delle  coordinate  della 
■  novella  origine  nella  [{x,  y)  •. 

Ciò  posto,  ò  innanzi  tutto  evidente  che  ogni  funzione  dei  coefficienti 
dei  termini  a  2°  grado  della  equazione  {{.v,  y)  ^  0,  per  es.   C,  sarà 
identica  all'analoga  funzione  dei  coefficienti  della  equazione   tras- 
formata. 
Inoltre  il  discriminante  della  trasformata  è 

a  h  ax'  ■\'  hy'  -[-  g 

h  ì)  haf-Y  W  +  f 

aaf -{■  hy' -\' g    h^rf -\- by' -\- f        f[x\y') 

or  sottraendo  dalla  3'  orizzontale  le  due  prime  moltiplicate  per  x',  y', 
e  poi  facendo  la  stessa  operazione  sulle  verticali,  esso  si  riduce  al 
discriminante  A  della  t{x,  y). 

Le  funzioni  analoghe  ad  /l  e  fi,  relative  alla  equazione  trasformata, 
sono 

A'  =  ì)  .t(af,  y')  —  (haf  +  6y'  +  r\\ 

B!^a.ì(a^,y')-  [ax'  +  hy'  +  g)\ 
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ovvero  per  le  [7J  e  [7]' 

A'  =  Co?'*  —  2Gx'  +  A,     ff=  Cy'*  —  2Fy'  +  B. 
Le  analoghe  vl  F^  G^  H  sono 

F'  =  —Cy'  +  F,      G'  =  — Ca?'+G, 

H'  =  Ca/y'  —  Fx'  —  0^/'  +  H. 

2""  Supponiamo  ora  che  i  novelli  assi  abbiano  la  stessa  origine  o 
dei  primitivi.  Le  sostituzioni  lineari  per  operare  la  trasformazione 
sono,  com'è  ben  noto, 


ove 


scn  Xoy         rt       ^^  Y^y  f ^^  ^^*         Qt ^^^  ^^* 


scn  ui 


sen  ui 


scn  ui 


scn  ui 


ed  uj  è  rangolo  xoj  dei  primitivi  assi.  Detto  Q  l'angolo  XoT  dei  no- 
velli assi,  sarà  (*) 

sen  Q  =  (ap'  —  a'p)  sen  uj, 
onde 


Il  determinante 


a 

P 

0'     P' 

a      p 

/< 

a' 

P' 

a 

=  ap'  —  a'p  = 


sen  Q 
sen  ui 


dicesi  modulo  della  trasformazione. 


Sostituendo  a  a?  e  2/  le  loro  espressioni  mediante  ;?  e  F,  la  t(x^  y) 
assume  la  forma 

a'X*  +  2h'XY  +  &'F«  +  2tf'X  +  2/"^  +  e'. 

Calcolati  effettivamente  i  nuovi  coefficienti  a\  h\  .  .  ,  j  e  formate 
con  essi  le  funzioni  analoghe  a  C  e  A  che  indicheremo  con  C  e  A', 
si  potrebbe  senza  difficoltà  verificare  che  (anche  quando  a,  p,  a',  p' 
non  abbiano  gli  attuali  significati,  ma  siano  arbitrari)  sarà  sempre 

C  =  C(ap'  —  a'p)V        A'  =  A(ap'  —  a'p)*  ; 


(')  Per  dimostrare  questa  eguaglianza  basta  osservare  che  (a,  3)  e  (a',  p*)  sono  le 
coordinate  dei  punti  presi  a  distanza  1  dairorigine  sui  nuovi  assi  e  riferiti  ai  primi- 
tivi; or  Tarea  del  triangolo,  di  cui  due  lati  sieno  cotesto  distanze,  è  espressa  tanto  da 
\  sen  Q  quanto  da  |  sen  uj  (aP'  —  a'P);  dunque  scn  Q  =  (ap'  —  a'P)  scn  ui. 


e  poicbi 
sarà 


attualmeQte 


\'Q  ' 


i»Q  ■ 


Ma  possiamo  evitare  i  calcoli  alquanto  Iung:hi  che  esige  l'accenuata 
dimostrazione,  ed  ottenere  non  solo  le  due  relazioni  ora  cDunoiate, 
ma  anche  una  terza  relazione,  ricorrendo  al  seguente  ingegnoso  pro- 
cedimento, dovuto  al  Boole  : 

Quando  si  passa  da  due  assi  cartesiani  ox.  oj  ad  altri  due  oX,  oT 
aventi  la  stessa  origine,  le  x,  y  si  esprimono  come  funzioni  di  1°  grado 
e  omogenee  delle  A',  Y\  per  conseguenza  la  parte  a  2°  grado  della 
t(x,  y)  si  trasformerà  nella  parte  a  2°  grado  della  funzione  trasformata 

a'.V  4-  Sft'A'J'  +  (j'r*  +  2g'X  +  2r  I'  +  d, 
si  avrà  cioè  identicamente 

ax^  +  2hxy  +  by^  —  a'X*  +  'ìh'XY  -)-  6'y*  ('), 

Ma,  indicando  con  ui  Tangolo  degli  assi  primitivi  e  con  Q  quello  dei 
nuovi,  si  ha  pure  identicamente 

.T*  4-  ary  cos  w  +  y'  =  -T"  -i-  2A"J'  cos  fl  +  I"*, 

poiché  Tuno  e  l'altro  di  questi  trioomii  esprime  il  quadrato  della  di- 
stanza del  punto  (ir,  y)  ovvero  (X,  Y)  datrorigine. 

Dunque,  aggiungendo  alla  1"  identità  la  2'  moltiplicata  per  una 
quantità  arbitraria  X,  avremo  identicamente 

(a  +  X)  an*  +  2  {ft  +  \  C03  uj)  ìeì/  +  (6  -f  X)  y* 

=  (a'-\-\)X*-\-2{ìi'+\  oos  C)  XY-{-  (y^-  X)  l-*. 

Per  ogni  valore  di  X  atto  a  rendere  il  primo  membro  quadrato 
esatto  di  una  funzione  di  1°  grado  ed  omogenea  di  a;  e  ^r,  il  secondo 
membro  dovrà  riescire  il  quadrato  esatto  della  funzione  di  1°  grado 


O  Sarà  pure  ,ff^  +  /Iv  =  g'X  +  fY,  e 
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ed  omogenea  trasformata.  Ora  la  condizione  aflSnchè  il  P  membro 
riesca  un  quadrato  esatto  è 

(a  +  X)  (&  +  X)  —  (/i  +  X  cos  u))«  =  0 

ovvero 

sen*ui .  X*  +  (a  +  ^  —  2/A  cos  u))  X  +  C  =  0, 

e  analogamente  la  condizione  aflOinchè  il  secondo  membro  divenga 
un  quadrato  esatto  è 

sen«Q  .  X*  +  (a'  +  [/  —  2h'  cos  Q)  X  +  C  =  0  ; 

dunque  coteste  due  equazioni  di  2**  grado  in  X  dovranno  fornire  per  X 
gli  stessi  valori,  e  però  i  coefficienti  dei  termini  simili  dovranno  es- 
sere proporzionali.  Insomma  avremo 

114)  ^'  ^ 


seri*  ui  sen'  Q    ' 


(151 


8en*uj  sen'Q    ' 

ponendo  per  brevità 

/zzr  a  +  &  —  2/1  cos  u),      r  =  a'  +  y  —  2/1'  cos  Q. 

Similmente,  ai  due  membri  della  identità 

acc^  +  2ha:y  +  &i/«  +  2gx  +  2A/  +  e 

=  a'.Y*  +  2h'xr  +  VT"  +  Ig'X  +  2/^'r  +  d 

aggiungendo  una  quantità  arbitraria  X,  abbiamo 

a^«  +  Ihxy  +  &2/*  +  2^0?  +  2/V  +  (e?  +  X) 
=  o!X^  +  2h!XY-\-  &'y*  +  %g'X  +  2/*'^  +  (C  +  X). 

Per  ogni  valore  di  X  che  annulli  il  discriminante  del  P  membro, 
avverrà  che  il  P  membro  si  scinda  in  due  fattori  di  1* grado;  dovrà 
dunque  il  2°  membro  scindersi  nei  due  fattori  di  P  grado  trasformati  di 
quelli,  e  per  conseguenza  dovrà  risultar  nullo  anche  il  discriminante 
di  esso  2''  membro.  Or  il  discriminante  del  l""  membro  è  manifesta- 


mente  A  -[-  C\,  e  quello  del  2°  è  A'  -j-  C'X;   quindi  le  due  equazioui 

A  +  C\  =  0,     A'  +  CX  =  0 
dovranno  fornire  per  X  uno  stesso  valore,  e  però  sarà 

e  moltiplicando  questa  identità  per  la  [14|, 

3'  Supponiamo  da  ultimo  che  si  trasformino  le  coordinate  mu- 
tando  cosi  l'origiue  come  la  direzione  degli  assi.  Possiamo  decomporre 
siffatta  trasformazione  iu  due,  prima  trasportando  g'ii  assi  primitivi 
parallelamente  fino  a  passare  per  !a  novella  origine,  e  poi  mutando 
la  direzione  degli  assi  intorno  a  questa  origine.  Ora  abbiamo  dimo- 
strato die  per  effetto  della  prima  trasformazione  i  coefficienti  dei  ter- 
mini a  2"  grado  (e  cou  essi  C]  si  riproducono  identicamente,  e  che  il 
discriminante  conserva  il  valore  A;  e  siccome  anche  l'angolo  uj  non 
si  altera,  cosi  le  tre  frazioni  analoghe  a 


avranno  rispettivamente  i  medesimi  valori  di  queste. 

Abbiamo  poi  dimostrato  che  anche  per  effetto  della  2'  trasforma- 
zione le  frazioni  analoghe  alle  soprascritte  conservano  gli  steeei  va- 
lori di  esse;  adunque  le  tre  relazioni  |14),  [15],  |16|  restano  in  vigore 
anche  quando  si  muti  non  solo  le  direzione  ma  anehe  l'origine  degli 
assi. 

Le  proprietà  ora  esposte  si  esprimono  concisamente  dicendo  che  le 
tre  frazioni 


sono  inì>arianti  assoluti  della  f{x,v]  ( 


O  11  ragioDainejtto  fatto  per  dimostrare  questa  relaziono  vaia  ovidcutcnieole  nncfae 
igiiando  si  muti  insieme  la  direiiono  e  l'origine  degli  ossi. 

(")  Ci  Siam  pemiesBO  di  adottare  questa  denomìoBiione.  quantunque  in  verità  qui  ù 
traili  di  invarianti  aasolulì  gimtiltanei  della  f(^,  y)  e  clclla  x^  -\-  2wy  eoa  ui  -f-  y*,  tt 
viù  solo  in  senso  ristretto,  vale  a  dire  per  una  particolare  classe  di  sostituzioni  lioMii, 
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Quando  il  secondo  sistema  di  assi  è  ortogonale,  le  [14],   [15],   [16] 
si  riducono  a 


e  quando  anche  il  primo  sistema  è  ortogonale,  a 

a'+V  =  a  +  b,     a  =  C,     A'  =  A. 

• 

Da  ultimo  osserviamo  che  il  segno  di  /  (come  quelli  di  C  e  A)  è 
permanente;  or,  se  la  curva  è  un'ellisse  reale,  sono  negativi  Aa  e 
A2;,  e  quindi  A  (a  -f  &)  che  per  assi  ortogonali  vale  A/;  dunque 
anche  per  assi  qualunque  Vellisse  è  reale  o  immaginaria  secondochè 
A7§0. 

Ordine  di  una  curva  algebrica. 

§  11.  Ogni  retta  del  piano  incontra  il  luogo  rappresentato  dalla 
f(a?,  y)  :=zO  in  due  puntiy  i  quali  possono  essere  reali  e  distinti,  o 
reali  e  coincidenti^  o  immaginarti. 

Ciò  è  evidente  per  gli  assi  delle  x  e  delle  y.  Infatti  le  ascisse  dei 
punti  ove  Tasse  delle  x  seca  il  luogo  si  ottengono  ponendo  nella 
equazione  2/  =  0,  il  che  dà  Tequazione  di  2^  grado 

f(a?,  0)  =  ax*  +  2gx  +  e  =  0,- 

la  quale  fornisce  per  x  due  valori.  Questi  sono  reali  e  distinti  quando 
ac  —  g^  <0  ossia  J9  <  0,  reali  e  coincidenti  quando  B  =  0,  imma- 
ginarli quando  B  >  0  (*).  Per  es.,  se  l'asse  delle  x  fosse  una  delle 


(*)  Per  la  (!hiara  intelligenza  del  contenuto  del  presento  paragrafo  e  dei  seguenti, 
ricoitliaino  alcune  proprietà  delle  radici  dell'equazione  di  2*  grado 

pz^  -f-  g-  +  r  =  0 
a  coefficienti  reali: 

lo  Le  radici  sono  reali  o  distinte,  reali  e  coincidenti,  complesso  e  coniugate,  se- 
condo che  il   discriminante  pr  —  Jg*'<=:>0.  In  ogni   caso   la    somma  delle   ra- 


—  e  il   i)rodotto    — . 
2^  Se  p,  q  esistono  e  r  =  0,  una  radice  ò  nulla  e  Taltra  no.  E  viceversa. 


dici  è ^  e  il   prodotto 

P  '  P 


rette  che  portano  il  numero  1  nelle  figure  10,  11,  12,  si  avrebbero 
I  due  punti  reali  e  distìnti  ;  se 
I  fosse  una  delle  rette  2,  si  avreb- 
I  bero  due  punti  reali  ma  coincì- 
I  cideDti  ;  e  se  fosse  una  delle 
I  rette  3,  due  punti  immaginariì. 
I  Tuttavia  anche  iu  questo  caso 
1  il  punto  medio  fra  i  detti  due 
I  punti  sarà  sempre  realej  giacché 
per  ascissa  la  semisomma 
I  delle   radici   delia   ultima  equa- 

I  zione,  che  è —■ 


-  0,  Io  due  r 


ti  nulle.  E 


3"  Se  i),  r  esif 

diveiTse  da  zero.  E 

4"  So  p  esiste  e  q  = 

Sfi  Se  g,  r  esistono 
(Infatti,  posto  ;=:  — ■ .  la  eqiuiioiie  diviene  mi*  +  ju  +  p 
radice  nulla  e  l'altra  no  {2")  quando  r,  q  esistono  e  p  ^  0, 
in  questa  ipotesi,  e  solo  allora,  i  due  valori  di  — ,   ovvero  ::,  «ar 
l'altro  no), 

6"Se/)  =  9r=0er  esiste,  le  due  radici  sono  infinite-  E  vii 
(Analoga  diinosl razione). 

7»  Se  l'equazione  ha  più  di  due  ladioi,  é  una  identità,  e<l  alli 
E    ■ 


di  segno  ('oittrario,  e 


0;  or  questa  hn  uno 
solo  allora  ;  dunijuo 
aranno  uno  iiifliiito  e 


Similmente  l'asse  delle  y  seca  il  luog'o  ìd  due  punti,  le  cui  ordi- 
L  nate  son  foroite  dalla  equasione 

e  questi  pUDti  sono  reali  e  distinti  quando  A<.  0,  reali  e  coincidenti 
quando  A  =  0,  immagÌDarii  quando  A  >  0.  Il  loro  punto  medio  è 
sempre  reale ,  ed  ha  per  ordinata  —  -r  ■ 

Qui  è  opportuno  fare  un'osservazione:  Se  nella  t(x,  y)  =  0  si  sup- 
pone fl  ^  0,  allora  nella  equazione  testé  considerata  aic'-\-2ga;-ì-  c=0 

una  delle  radici  diviene  —  -5-  ^  l'altra  infinita:  adunque  l'asse  delle 
X  pm\  incontrare  il  luogo   in   un    punto  a  distanza   infinita  e  in  un 
altro  a  distanza  finita,  e  ciò  accade  quando  a  =  0.  Quando  poi  fosse 
anche  p  =  0,  allora  l'asse  delle  .1;  incontrerebbe  il  luogo  in  due  punti 
a  distanza  infinita  e  coincidenti,  poiché  una  retta  ha  un  so!  punto  a 
.  distanza  infinita.  11  primo  fatto  non  può  verificarsi  nella  ellisse,  che 
non  ha  rami  infiniti  ;    ma   si   verifica  ncH'iperbule  e  nella  parabola, 
-  come  vedremo  meglio  in  seguito  (per  ora  ne  diamo  un  esempio  nelle 
I  rette  4,  fig-.  Uè  12).  Il  secondo  fatto  non  può  verificarsi   nella  para- 
Ibola  propriamente  delta  ;  poiché,  se  fosse  g  =  0  e  a  ^  0  (onde  ft=:0. 
f  perchè  C  —ab  —  lì*  —  01,  la  f  (a;,  y)  =  0  diverrebbe  br/*-^2fy-\-c=.0 
'  (cfr.  %  S-ó").  Parleremo  altrove  delle  rette  aventi  in  comune  con  l'iper- 
bole soltanto  punti   all'infinito;    per  ora  valgano  come  esempio  le 
^  rette  5  fig.  11. 

Similmente,  l'asse  delle  1/  seca  in  un  puuto  a  distanza  infinita  ed 
|]ii  un  «Uro  punto  a  distanza  finita  quando  b  =  0  e  f^O,  e  in  due 
■punti  coincidenti  airinfinito  quando  fr  —  0  e  /"— 0. 

Ciò  che  si  è  detto  per  gli  assi  delle  coordinate  vale  per  ogni  altra 
ietta  del  piano.  Infatti,  trasformiamo  le  coordinate  prendendo  la  retta 
Win  esame  per  uno  dei  novelli  assi:  allora  il  grado  della  ((a:,  y)  non 
nuta,  e  intanto  siamo  rientrati  nel  caso  precedente  ('). 


O  Nulla  ili  particolare  nel  caso  del  cireolo. 

N«l  OMO  di  due  rolle  i-onv ergenti,  le  retto  i  sono  quelle  che  non  passnnn  pfl  punto 
e  alle  due  retto  dote,  nò  «ino  {larallcte  ad  esse.  Le  2  sono  quello  ohe  paesano 
Ito  giunto  comune.  Lo  3  intuicano.  I..e  4  eono  Io  jiaralleie  ad  una  delle  duo  rette 
tua.  La  &  mancano:  però  ciascuna  delle  due  rette  date  ha  in  coniane  col  ilatema  da 

IviDia  —  La  pfOfrtiii  foHi'omsntof.  iMlt  eurc»  di  S*  urrfim. 


Con  lo  stesso  ragioDamento  si  prova  che,  se  l'equazione  di  un  luogo 
in  coordinate  cartesiane  può  ridursi  ad  esser  ra7.ionale  e  intera  e  dì 
grado  n  rispetto  alle  coordinate,  ogni  retta  incontra  il  luogo  in  n 
punti  (tra  reali,  coincidenti,  immaginarii).  Se  dunque  chiamiamo 
luoghi  algebrici  quelli  la  cui  equazione  in  coordinate  cartesiane  può 
renderai  razionale  e  intera,  e  se  chiamiamo  ordine  del  Luogo  il  nu- 
mero dei  punti  in  cui  una  retta  qualunque  lo  incontra,  potremo  af- 
fermare che  l'ordine  di  un  luogo  è  eguale  al  grado  della  sua  equa- 
zione in  coordinate  cartesiane. 

Per  es,  una  retta  è  un  luogo  di  1"  ordine. 

L'ellisse,  l'iperbole  e  la  parabola  sono  luoghi  di  S'  ordine,  come 
anche  il  circolo  e  la  coppia  di  rette. 

Quando  poi  l'equazione  cartesiana  di  una  curva  contiene  funzioni 
circolari,  espouenziali,  logaritmiche,  ecc.  delle  coordinate,  msomma 
delle  funzioni  trascendenti,  allora  la  curva  dicesi  trascendente,  e 
la  nozione  di  ordine  cessa.  Per  es.  le  equazioni 

y  —  senx,         y  ^  tango? 

rappresentano  curve  trascendenti.  L'asse  delle  x  le  seca  in  infiniti 
punti,  poiché  per  p  =;  0  si  ha  aenic^O  e  tangic:=0,  onde 


=  0,    ±n,    +2jt, 


-  3lT.  . . 


Le  linee  di  2°  ordine  sono  spesso  chiamate  sezioni  coniche  o  sem- 
plicemente coniche,  perchè  si  pu6  dimostrare  che  un  cono  di  rivolu- 
zione è  secato  da  un  piano  che  incontri  una  sola  falda  del  cono  lungo 
un'ellisse,  da  un  piano  che  sechi  amendue  le  falde  lungo  un'iperbole, 
e  da  un  piano  parallelo  a  un  piano  tangente  lungo  una  parabola.  Gli 
antichi  geometri  studiarono  le  curve  di  2"  ordine  da  questo  punto  di 
vista  (*). 


costituito  infiniti  [lunti,  ai  anuhu  i  due  punì 
parallele. 


)ci<lenti  all'ìnfìnilo  aulla  retta 


Noi  Cam  di  due 
date.  Le  2,  Io  3  e 


I  sono  tutte  quelle  non  parallele  alle  ratte 
.  Lo  5  sono  lo  paj'allele  alle  i-ette  date. 
a  doppia  mancano  le  1,  le  3  e  le  4.  Le  2  sono  tutte  le  ratte 
Don  parallelo  alla  retta  doppia,  e  le  5  tutte  le  parallele  a  questa. 

Lasciamo  al  lettore  i  ciuù  della  ellisse  im  magi  noria,   e  di  due   rette   immogiiuria 
convergenti  o  parallele. 

O  tjn  piano  perpendicolare  att'asBo  seca  il  cono  lungo  un  cireolo.  e  iin  piano  eh» 
passi  pel  vortiee  lungo  due  rette  dislinte  o  coincidenti,  oppure  nel  solo  vertice. 


§  12.  Il  problema  di  calcolare  le  coordinate  dei  punti  comuni  a 
una  retta  e  una  curva  date  mediante  le  loro  equazioni,  e  il  teo- 
rema precedente  sull'ordine  di  una  curva  algebrica ,  possono  essere 
trattati  in  modo  generale.  Sia 

(pix,  y)  =  0 

l'equazione  di  una  curva,  equazione  che  supporremo  di  grado  »;  e  sia 

\x  +  ixy  -\- V  =  0 

l'eqnazione  di  una  retta  qualunque.  Le  coordinate  dei  punti  comuni 
alla  curva  e  alla  retta  sono  quelle  coppie  di  valori  di  j;  e  y  che  sod- 
disfano contemporaneamente  alle  equazioni  della  curva  e  della  retta; 
otterremo  dunque  i  valori  di  ir  relativi  a  tali  punti  eliminando  la  y  fra 
le  due  equazioni.  La  eliminazione  sì  fa  presto;  poiché  basta  ricavare 
l'espressione  di  y  come  funzione  di  a;  dalla  equazione  della  retta  : 


e  sostituire  questa  espressione  nella  equazione  della  curva,  che  diverrà 

Ecco  la  equazione  che  determina  i  richiesti  valori  di  x,  cioè  le 
ascisse  dei  punti  comuni  alla  retta  e  alla  curva,  l  corrispondenti 

valori  di  y  saranno  forniti  dalla  y  =:  — — '■ ■  .  Ad  ogni  valore  reale 

di  X  corrisponde  un  valore  reale  di  y,  e  quindi  un  punto  reale  ;  a 
due  valori  eguali  di  x  due  valori  eguali  di  y,  e  quindi  due  punti 
coincidenti  ;  a  valori  iramaginarii  di  x  valori  ìmmaginariì  di  y,  e 
quindi  punti  immaginarli. 

E  siccome  essendo  la  (p(.r,  y)  di  grado  n,   in    generale   anche   la 

qj/.r, )    è  di  grado  n;  'cosi  la  retta  e  la  curva  hanno  in 

generale  n  punti  comuni,  ovvero  la  curva  è  di  ordine  n. 

Applicando  l'esposto  procedimento  alle  linee  rappresentate  dalla 
f(a:,  y)  =0,  si  ottiene  facilmente  la  seguente  equazione  di  2°  grado 
in  X: 


I  due  punti  d'intersezione  della  retta  con  la  curva  saranno  reali  e 
distìnti,  reali  e  coincidenti,  immaginarii,  eecondochè  eon  tali  i  va- 
lori di  X  forniti  dall'ultima  equazione,  cioè  secondochè 

(ÈTm'—  ftMV  —  Am  +  Mv)'-  (an*—  2'(\m  +  ftX')  (Cm'  —  2f^v  +  tv'J  =  0, 
ovvero,  sviluppando  e  dividendo  per  —  jj', 

[171  A\*  -f  B\i*  +  Cv»  +  •ìFyN  +  2GvX  +  2fi\M  §  0, 

e  sotto  altra  forma 
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0     X     M 
\    a    h 


èO. 


Tangente. 


S  13.  Siano  P,  <l  (fig.  13)  due  punti  di  un  arco  di  curva,  e  tiriamo 
la  retta  indefinita  FQ  :  saranno  P  e  Q  due  punti  comuni  alia  retta 
PQ  ed  alla  curva.  Or  supponiamo  che 
il  punto  P  resti  fermo,  e  Q  cammini 
sull'arco  PQ  preudendo  successiva- 
mente le  posizioni  Q',  Q", ...  ed  av- 
vicinandosi indefinitivamente  a  P  ;  e 
immagfiniamo  che  al  tempo  stesso  la 
retta  PQ  si  muova  intorno  al  punto  P 
prendendo  successivamente  le  posi- 
zioni PQ',  PQ", . ,  .  Mentre  il  punto  (^ 
tende  alla  posizione  P,  la  retta  mobile  tenderà  ad  una  certa  posizione 
limile  PT,  che  dicesi  tangente  alla  curva  nel  punto  P,  il  quale  di- 
cesi punto  di  contatto. 

Onde  la  tangente  va  considerata  come  una  retta  tale  che  due  (al- 
meno) dei  punti  comuni  ad  essa  ed  alla  curva  coincidano,  e  perù  una 
retta  puù  toccare  in  un  punto  una  curva  e  secarla  in  altri  punti. 

Ma  quando  la  curva  è  di  2"  ordine,  allora  la  tangente  non  ha  io 
comune  con  la  curva  che  i  due  punti  coincidenti.  Tali  sono  p.  es.  le 
rette  col  numero  2  delle  figure  10,  li  e  12  (*). 


(')  Nella  coppia  (ti  retfe  la  tangente  ii 
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Ciò  posto,  siano  P'lx',y%  B"[a^\y")  puotì  dati:  l'equazioDC  della 
retta  che  li  unisce  può  assumersi  sotto  la  Torma 

Se  i  due  punti  dati   (fig.  14)  apparten-  H|^^H|^^^^H 
gono  alla  curva  di  2*  ordine  t[x,           0,  ^^^^^|^^^^^H 
il  coefficiente  angrolare  |r~;   P^à   esser  W^t^t^^S^^È 
messo   sotto    una   forma    speciale.    Infatti   H^H^^^^^^HQ^^I 
nella  presente  ipotesi   saranno  adempiute  IH^^^^^^H^H 
le  due                                                             ■l^^^^^^^li^l 

aaf*+2hx"y"-\-by"*  +2gx"-i-  2A/"+  e  -  0.  I^^B^B^^I 
onde  sottraendo  si  deduce                                             lìg.  14 
a{af-af*}+2ìHx"y"-afy-)  +  b  {y"'-y'%-j-  2g{x"-x')  +  2/-(;/"-v')^0, 
e  dividendo  per  x"  —  af 

e  riunendo  i  termini  con  "„—"-. 

[a  (o:"+  x')  H-  2hy"+  2g]  +  [2lix'+  b  (i/"+  y',  -l-  2/*]  ^^5^,  =  0. 
e  rSaoWendo 

Bieche  l'equazione  della  retta  {corda]  in  esame  diverrà 
risi           u     v'~      ''<-^''  +  '')+av  +  2ff  ,       ^. 

•  nel  punto  d'incontro  dello  <lue  rette  (irho  può  osaen 
tangenti,  giacché  ogni  retta  che  pa&sn  per  quel  punto 
.doe  punti  coincidenti  ivi. 

Nel  caro  della  rotU  doppìs  ogni  retta  è  tangenlo. 

all'infUiito)  si  hanno  inAnilo 
incontra  la  coppia  ili  rette  in 

J 
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Ora  supponiamo  che  il  punto  P'(a/,  j/')  resti  fermo,  e  P"(^S  v") 
cammini  sulla  curva  avvicinandosi  indefinitamente  a  P'(^',  t/')  '•  al- 
lora la  retta  [18]  tenderà  a  prendere  una  posizione  limite,  la  equa- 
zione della  quale  si  otterrà  ponendo  nella  [18]  a?"  =  ^  e  j/"  =  y';  si 
troverà  cosi 

Questa  è  dunque  V equazione  della  tangente  alla  curva  f(a?,  y)=0 
nel  punto  {af^  y')  (•). 
Liberandola  dalle  frazioni  avremo 

(aaf'^hy'+g)a!M^+W'{-f)y—(ax'+hy'+g)af--(ha^+W'^ 

e  sommando  questa  con  la  prima  delle  due  considerate  equazioni  di 
condizione  avremo  finalmente 

[19]  (aaf  +  hy'  +  g)x  +  (hoc'  +  W  +  f)y  +  {gx\  +  /V'  +  e)  =  0, 
od  anche 

[19]'  aafx  +  Hv'x  +  afy)  +  Wv  +  ^(^+  (x)  +  f(y'+y)  +  c  =  0, 
od  anche 

[19]"  {ax  +  ^y  +  g)c(f  +  (hx  +ì)y  +  fìy'  +  (gco  +  fy  +  c)  =  o  (••). 


(')  Se  si  fosse  posto  y"  =  y'  e  a?"  =i  a?'  nella  equazione  della  retta  che  passa  per  i 
punti  (a?',  y'),  (a?'',  y")  scritta  sotto  la  forma  originale:  y  —  y'=  ^/ *^,(a7  —  a?'),  si 

sarebbe  trovato  y  —  y'=z--^(x  —  a?')-  H  simbolo  -^  qui  sarebbe  indizio  di  una  inde- 
terminazione effettiva;  poiché  così  procedendo,  noi  non  avrenuno  tenuto  alcun  conto 
della  ipotesi  essenziale  che  il  punto  {x'\  y'')  tenda  a  coincidere  con  (x\  y^  canuni- 
nando  sulla  curva;  sicché  la  retta  in  questione  potrebbe  esser  divenuta  una  qualunque 
delle  infinite  rette  che  passano  per  (oc\  y'). 

Il  calcolo  differenziale  insegna  ad  applicare  metodicamente  e  con  imo  speciale  al- 
goritmo il  procedimento  da  noi  seguito,  e  riesce  a  trovare  Tequazione  della  tangente  a 
qualsiasi  curva  algebrica  o  trascendente. 

(**)  L'equazione  della  tangente  può  scriversi  anche 

0  a?  y  1 

X*  A  E  G 

y*  H  B  F 

ì  G  F  C 


=  0, 


com'è  facile  verificare  sviluppando  secondo  la  1*  orizzontale  e  tenendo   presenti   le 
identità  [6]. 
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L'equazione  dell»  taugeote  si  ricorda  racìlmente  sotto  la  forma  |ld), 
poiché:    «  i  coefficienti  di  a;  e  y  si  ottengono  prendendo  le  semide- 
rivate parziali  della  f  (.r,  y)  rispetto  a  a;  e  ij  e  BostituendoTi  le  co- 
ordinate del  punto  di  contatto  i  e  il  termine  noto  17:'^+ /V' +  e  si 
ottiene  prendendo  la  metà  dei  termini  a  1"  grado  nella  ({a;,  y),  so- 
stituendovi le  coordinate  del  punto  di  contatto,  e  sommandoli  poi 
col  termine  e  indipendente  dalle  coordinate  • . 
Facili  a  ricordare  sono  anche  la  119]'  e  la  [19]"  ('). 
Il  primo  membro  della  etiuazione  della  tangente  dicetii  una  funzione 
bitineare  delle  a:',  y'  e  delle  x,  y;   poicLè  contiene  ambedue   queste 
coppie  di  quantità  a  1"  grado.  Esso  è  anche  una  funzione  simmetrica 
di  tali  coppie  di  quantità,  poiché  non  si  altera  scambiando  insieme^ 
con  X  6  y'  con  y. 

%  14.  Dopo  aver  visto  come,  dato  un  punto  sulla  curva,  si  trovi 
/equazione  della  tangente  in  esso;  vediamo  come  si  possa,  viceversa, 
posio  che  una  retta  data  sia  tangente  alla  curva^  trovare  le  co- 
ordinate del  punto  di  contatto. 

Sia  Xa:  +  nj/  +  V  =  0 

Tequazione  di  una  data  tangente.  Indicando  con  af.  y'  le  coordiDste 
incognite  del  punto  di  contatto,  potremo  scrivere  l'equazione  della 
tangente  anche  sotto  la  forma  119].  Adunque  ìk*  e  y' dovranno  aver  tali 
Tulori,  che  la  equazione  data  e  la  [19]  rappresentino  una  stessa  retta, 
quindi  abbiano  proporzionali  i  coefficienti  dei  termini  simili,  onde 

fu'  +  /.y'  -t-  n   _  to'  +  63/'  +  /^  _  gx'  +  fy-  +  c 


e  chiamiamo  ft  il  comune  incognito  valore  di  questi  tre  rapporti  (**), 
potremo  scrivere 


poi 


aaf  4-  hy'  -j-  i/  =:  ftX, 

tfa:'  -f  fy'-\-c  =  ftv. 


O  Per  formare  la  [19]'  basta  in  f{x.  1/)  sdoppiare  i  termini  ax*,  ìfucy, . . .  »;riveada 
wr,  A {wy  •+■  scy), ....  e  poi  apporre  un  accento  dove  indica  la  [19]'- 
Se  l'orìgine  è  sulla  curva  (e  =  0).  la  tangentu  ivi  è 

e*)  Qowla  maniera  dì  risolvere  aa  sistema  di  equaziuni  lineali,  date  sotto  torma 
.  rapporti  eguali,  è  mollo  iiaitata  ed  elegante. 
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Da  queste  equazioni  di  P  grado  in  afj  y'  e  h  ricaveremo  ciò  che  a 
noi  occorre,  cioè  a/  e  y'  ;  ed  avremo 


^g      h    ^\ 

a    — i7    —  X 

-f     à     -n 

h    -/•    -ji 

^'  —  - 

—  e      f    — ^v 

-        2/'       - 

g      —e      —V 

»//    —  ~ 

a        h    ^\ 

a        h    —X 

1 

h        &    — M 

h        h    — |i 

9        /"    — V 

/7         /*    — V 

ovvero 

[41]                   or         Q^^p^^cy'         ^ 

GX  +  Pyi  +  Cv  ' 

Queste  formole  si  ricordano  agevolmente,  perchè  i  coefScienti  di 
X,  jii,  V  nei  numeratori  e  nel  denominatore  sono  i  determinanti  mi- 
nori complementari  degli  elementi  delle  successive  linee  del  discri- 
minante A. 

Osserviamo  intanto  che  le  coordinate  a/,  y'  del  punto  di  contatto,  date 
dalle  [21 J,  devono  soddisfare  l'equazione  della  tangente  X^ + jut/  +  v = 0  ; 
sicché  si  ha 

(A\  +  H\i+  Gv)\  +  (H\  +  Bii  +  Fv)jii  +  (OX  +  Fm  +  Cv)  v  =  0, 

ovvero 

[22]  ^X*  +  Bjii»  +  Cv*  +•  2P)xy  +  2(?vX  +  2H\vl  =  0. 

Si  ritrova  cosi  la  condizione  affinchè  una  retta  data  Xa?  +  MI/  +  v  =  0 
sia  tangente  alla  curva,  condizione  già  contenuta  nella  [17]. 

Si  ottiene  la  stessa  condizione  sotto  forma  di  determinante,  osser- 
vando che  le  [20]  e  la  Xa/-^-  MiZ-f-  v  =  0  formano  un  sistema  di  quattro 
equazioni  fra  le  tre  incognite  a/,  i/,  ft  ;  e  però  dev'esser  nullo  il  de- 
terminante formato  dai  coefficienti  di  queste  e  dai  termini  noti,  ovvero 


[22r 


0  X  ^  V 

\  a  h  g 

li  h  b  f 

y  g  f  e 


=  0  n 


Q  Questo  determinante  si  forma  facilmente  dal  discriminante  orlandolo  con   una 
linea  orizzontale  e  ona  verticale. 
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È  utile  osservare  che  i  numeratori  e  il  denominatore  nelle  for- 
mole  [21]  non  sono  altro  che  la  metà  delle  derivate  parziali  del  primo 
membro  della  [22]  rispetto  a  X,  ju,  v. 


Coordinate  di  rette  ed  equazioni  tangenziali. 

• 

§  15.  I  numeri  07, 1/ li  abbiamo  chiamati  coor^ina^e  (Cartesiane)  d< 
un  puntOj  perchè  dati  xeyil  punto  è  individuato,  e  viceversa.  Or  dati 
i  rapporti  di  due  dei  numeri  X,  g,  v  al  terzo,  la  retta  Xo74'My+v=0 
è  individuata,  e  viceversa  ;  dungoe  potremo  «nalogamente  chiamare 
eoardinate  (Plùokeriane)  della  retta  i  doe  ii^i|K>rti  «addetti,  per  es. 

—  e  -^.  Essi  rappresentano  i  valori  inverai  e  oambiati  di  segno  dei 

segmenti  che  la  retta  taglia  dagli  assi  (poiché  per  y=sOrequasione 

della  retta  dà  y  =  —  -^  e  per  x  =  0  dà  y  =  —  — ).  Noi  porremo 

per  brevità 

u=  —  ,     v  =  -^  ; 

V  V      ' 

sicché  Tequazione  della  retta,  divisa  per  v,  assumerà  la  forma 

ux-\'  vy  +  l  =  Oy 
che  è  simmetrica  rispetto  alle  a?,  y  ed  alle  u,  v  (*). 

Ora  la  equazione  di  condizione  [22],  divisa  per  v^,  diviene 

[23]  ^u«  +  2Huv  +  Bt?»  +  2Gu  +  2F»  +  C  ==  0, 

la  quale  differisce  dalla  f(o;,  y)  =0  solo  pel  mutamento  delle  a,  &,... 
nelle  A,  B, ...  e  delle  a?,  y  nelle  Uj  v  ;  e  noi  la  indicheremo  con 

F(u,  v)  =  0. 


(')  Quando  la  retta  passa  per  Torigine,  v  è  nullo,  e  però  lo  coordinate  u,  v  della 
retta  riescono  infinite.  Ma  il  loro  rapporto  -  -  = —  determina  anche  allora  la  direziono 
della  retta. 


Essa  stabilisce  fra  le  coordinate  u.  v  Ai  una  retta  uDa  relazione, 
che  è  soddìsratta  da  tutte  le  rette  tangenti  alla  curva  e  solo  da  case, 
precisameDte  come  la  f(iE,  ì/)^^0  è  soddisfatta  da  tutti  i  punti  della 
curva  e  solo  da  essi.  Perciò  chiameremo  F{«,  r)  =  0  Veguazione  tan- 
genziale della  curva,  oppure  l'equazione  della  curva  in  coordinate 
di  rette. 

La  curva,  considerata  come  individuata  dai  suoi  punti,  l'abbiamo 
chiamata  luogo  di  essi  punti  ;  se  la  consideriamo  come  indiTìduata 
dalle  sue  taug'enti  (lig.  16  e  16),  hi  cliiameremo  inviluppo  di  esse 
rette  tangenti. 


be  operiamo  sui  coefficienti  ,4,  H,  ■  ■  ■  della  F(u,  v)  come  si  era  ope- 
rato sui  coefflcienli  a,  /(,...  della  f  (a;,  y)  per  ottenere  essi  A,  H,  . .  ., 
e  se  inoltre  mutiamo  u  e  v  in  a:  e  y,  ì&  F(w,  v)  si  muta,  per  le  [tì), 
in  A.f(£,  y)  ;  vale  a  dire  che,  a  differenza  del  fattore  costante  A, 
le  funzioni  F  (w,  v),  Hx,  y)  si  deducono  l'una  dalValtra  con  lo  stesso 
procedimento,  e  perciò  possono  chiamarsi  reciproche  l'una  dell'altra. 
La  F(i*,  v)  diceei  anche  .aggiunta  alla  f{x,  y). 

Presenta  una  singrolarità  il  caso  A  ^  0  iu  cui  la  curva  degenera 
in  una  coppia  di  rette,  poiché  allora  la  equazione  F(u,  v)  =  Q  sì  ri- 
duce alla  equazione  de!  punto  comune  alle  due  rette  contato  due 
volte;  e  infatti  si  ha  {cfr.  §  8-3°| 

F(u,  v)  —  ~  l'^"  +  i^v  +  G)* 

=  -^{Gu-\-Fv-\-C)^ 

=  (uVÀ-\-vVB  +  ì/C)*. 


Classe  di  una  curva  algebrica. 

^  16.  Quante  e  quali  tangenti  ad  una  curva  di  T  ordine  passano 
per  un  dato  punto  {x, ,  y,)?  —  A  questa  domanda  si  risponde,  osser- 
vando che,  se  una  tangente  alla  curva  passa  pel  dato  punto,  le  sue 
coordinate  w,  v  debbono  soddisfare  simultaueamente  alla  F(w,  «)  — 0 
ed  alla  ux,  -\-vy,-j-ì  ^Q.  Ora  eliminando  v  fra  queste  due  equa- 
zioni si  ottiene  una  risultante 


F  «,— w-^ 

di  2°  grado  in  u;  e  ad  ogni  valore  di  » 
fornito  da  questa  risultante  corrisponde  uu 
valore  di  v.  Dunque  per  ogni  punto  si  i^os- 
sono  condurre  ad  una  curva  di 'it'  ordine 
due  tangenti,  reali  e  distinte,  reali  e  co- 
incidenti, 0  immaginarie.  Per  es.  nelle 
Bg.  17,  18  e  19  dai  punti  distinti  col  nu- 
mero 1  si  possono  condurre  due  taugeuli. 
dai  punti  2  della  curva  una,  dai  punti  3 
nessuna.  Ma  su  questo  argomento  ritorne- 
remo più  tardi  (*). 


Con  Io  stesso  ragionamento  si  prova  che,  se  l'equazione  di  una 
curva  in  coordinate  tang-enziali  (o  di  rette)  può  ridursi  ad  esaere  ra- 
zionale e  intera  dì  grado  m  in  «  e  «,  ossia  ad  essere  razionale  in- 
tera ed  omogenea  di  grado  m  in  \,  fi,  v,  allora  per  ogni  punto  del 
piano  si  possono  tirare  tn  tangenti  alla  curva,  tra  reali  e  distinte, 
coincidenti,  immaginarie.  Se  dunque  chiamiamo  classe  di  una  curva 
(inviluppoi  il  numero  delle  tangenti  che  le  si  possono  tirare  da  un 
punto,  potremo  affermare  die  la  classe  di  una  curva  è  eguale  al 
grado  della  sua  equazione  in  coordinate  Plùcheriane  di  rette. 

Per  es,,  un  punto  può  considerarsi  determinato 
da  tutte  le  reite  che  passano  per  esso  (fig.  20)  ; 
vale  a  dire  che,  dette  x^  e  y^  le  sue  coordinate, 
l'equazione   del   punto   in   coordinate   di   rette 


(ìj;.  ^ 


■r,-«  -f  yoW  +  l  —  0- 


Essendo  questa  una  equazione  di  I"  grado  (e  d'altronde  essendo 
evidente  clie  di  queste  rette  ne  passa  una  per  ogni  dato  punto  del 
piano},  segue  che  il  punto  è  un  inviluppo  di  1'  classe. 

Considerato  poi  come  luogo,  il  punto  è  di  ordine  zero  ;  poiché  una 
retta  arbitraria  in  generale  non  lo  incontra. 

Invece  una  retta  è  di  1°  ordine  e  di  classe  zero. 

Velttsse,  l'iperbole,  la  parabola  sono  luoghi  di  2°  ordine  ed  in- 
viluppi di  2'  classe;  poiché  da  ogni  punto  si  possono  a  codesti  in- 
viluppi tirare  due  tangenti,  tra  reali  e  distinte,  coincidenti,  imma- 
ginarie (•). 

Sicché  per  le  curve  (propriamente  dette)  qui  considerate,  Tcrdine 
è  eguale  alla  classe  {**). 


(■)  Nulla  di  particolare  nel  circolo.  Una  coppia  Hi  rotto  distinto  si  |niù  l'onsìderai* 
conie  di  !■  ctasae.  o  una  retta  doppia  di  clusse  infinita. 

(")  Non  ai  creda  che  ciò  avvenga  per  tutte  le  curvo  sigabriche:  anzi  si  pu6  dire 
i^ho  in  generalo  avviene  il  uontrario.  Per  es,  si  dimostra  che  in  ganerale  una  curva 
di  3«  ordine  è  di  (ì>  classe,  e  ana  curva  di  3*  classe  è  di  6»  ordine;  tu»  curva  di 
40  ordine  ò  di  iì"  clnwe,  e  una  curva  di  4'  classe  è  di  12»  ordine;  insomma:  una 
curva  rfi  n""  ordine  è  in  generale  di  n(n — !)"•  classe,  e  una  cucci  rfi  ii"*  dotte 
è  di  n(n  —  IJ""  ordine. 

Qui  HÌ  presenta  un'olibietione:  Se  una  cnrva  di  n""  classe  ò  di  n(n  —  !>»  ordine, 
dovri  una  curva  di  «(n  — l)"  classe  essere  di  ordine  n(n  —  i)|n(»  —  1)  — 1|"«: 
or  questo  numera  è  >n  quando  n  supera  2;  qiibdi  pare  che  kì  cada  neirassiu^.    I 

Accenneremo  la  risposta  a  tale  obbiezione  ragionando  pel  caso  di  n  =  3.  h'otpuf  1 


La  equazione  |23]  fornisce  per  v  due 
Ivalori  in  funzione  di  X  e  ^;  ne  con- 
I  segue  che  una  conica  possiede  due 
W  tangenti  parallele  a  una  data  dire- 
\  sione  T(\x  +  ME/  +  .  .  ■  ^  0)  (fiff-  21). 

T^el  caso  della  parabola  il  coefB- 
I  cienle  C  di  v-  è  nullo,  una  delle  due 
1  tBDgenti  k  determinata  dalla  ['22|,  l'ai- 
■  tra  va  all'inlìDito. 


If  ormale. 


7.  La  perpendicolare  alla  taQg:ente  nel  punto  di  contatto  dicesi 
We  alta  curva. 

\astone  della  normale  nel  punto  [x\  y')  della  curva  f(a;,  y)  =0 
!8to  trovata,  poiché  basta  formare  l'equazioue  di  una  retta  che 
passi  per  {x',y'\  e  sia  perpendicolare  alla  taog'ente  rappresentata 
dalla  equazione  119].  Avremo,  nei  caso  di  bsìÌ  ortogonali. 


[S4] 


-  hj:' +  b<j' -i- 


Punti  in  involuzione. 


e  punti,  e  tiriamo  per  es.si 


i  18.  Siano  (fig.  22)  P(d:,!/),  P'{x',  y' 
retta  indefinita  PP',  sulla  quale  fis- 
^amo  la  direzione  positiva  e  la  negativa, 
coordinate  di  ciascun  punto  Q  della  ' 


QUO  ÌD  L-ouniinali)  .r,  y  lidia  ]>iii  geiioralc  curva  rii  !>  oi'lini)  rontn  IO  lemiini,  e 
lindi  9  ooellìcienti  arbilrarii,  potendo  uno  dei  cnelticienti  ridurci  aU'unìtli.  La  eijiia- 
DOe  Ungen/iale  delia  curva  uiuilcsima  sarà  di  O  grado,  e  conlcrr&  quindi  2ft  tci^ 
ini;  nu  i  imo  coefficienti  dciq  Mranno  tutti  indi|iendonti,  poichò  sono  funzioni  'lei 
swUoUi.  Dunque  la  curva  più  geuerale  di  3*  grado  non  è  la  curva  pii'i  generali!  di 
>  daiw,  ma  una  curva  speciale  di  6*  claaae.  Sicché  non  l'osta  cscIueo  che  1a  curva 
fu  generale  di  6*  classe  ^ia  di  6.5  =  30<»  ordine. 


retta  Bi  posfiono  assumere  sotto  la  forma 


^cri^ 


--j-i 


-+^ . 


indicando  con  ^  il  rapporto  delle  distanze  P'Q  e  (JP  di  esso  puDto^^ 
da  P'  e  P;  rapporto  che  iV  positivo  pei  punti  del  seg-mento  PP*.  Dfr 
gativo  e  in  valore  assoluto  minore  di  1  per  i  punti  del  proluaga- 
mento  di  PP'  al  di  là  di  P',  negativo  e  in  valore  assoluto  maggiore 
di  l  per  i  punti  del  prolungamento  di  P'P  al  di  là  di  P,  II  rapporto 
diviene  zero  per  il  punto  P',  infinito  per  P,  1  pel  punto  di  mezzo  del 
segmento  PP',  —  1  pel  punto  infinito  della  retta. 

A  ciascun  punto  della  retta  corrisponde  un  valore  del  rapporto,  e 
viceversa,  a  ciascun  valore  del  rapporto  un  punto;  il  che  ai  esprime 
dicendo  che  la  corrispondenza  fra  i  punti  della  retta  e  i  valori  dd 
rapporto  —  è  univoca. 

A  due  valori  opposti  (cioè  eguali  e  di  segno  opposto,  ma  del 
arbitrarli)  del  rapporto  — ■  corrispondono  due  punti  Q  e  Q'  coniugaH 

armonicamente  rispetto  a  P  e  P'. 

Ad  ogni  punto  Q  della  retta  corrisponde  uno  <('  coniugato  armo* 
nicamente  ad  esso  rispetto  a  P  e  P',  e  viceversa,  a  Q'  corrisponde  (J 
come  coniugato;  sicché  !a  corrispondenza  fra  ciascun  punto  e  il  suo 
coniugato  ò  insieme  ìtnivoca  e  reciproca.  Questa  doppia  proprietà 
sì  esprime  dicendo  che  le  infinite  coppie  di  punti  coniugati  armoni- 
camente rispetto  a  due  punti  dati  P,  P'  sono  in  involuzione  qua^ 
dratica. 

6  chiaro  poi  che  al  punto  P'  è  coniugato  lo  stesso  P',  e  similmente 
a  P  lo  stesso  P;  perciò  i  due  punti  P,  P'  sono  chiamati  i  punti  doppit' 
della  involuzione. 

Al  punto  medio  fra  P  e  P'  è  coniugato  il  punto  all'infinito  dell» 
retta  PP'. 

Si  noti  anche  che,  se  le  coordinate  di  P  e  P'  sono  complesse  con- 
iugate, la  retta  PP'  sarà  reale,  e  ad  ogni  punto  reale  della  retta  aoB 
cesserà  di  corrispondere  come  coniugato  un  punto  reale.  Infatti 


1  -1-  'P  ) 


—  47  — 

allora  Tequazione  della  retta  che  unisce  questi  punti  sarà 

X  —  (a  -f  t3)  y  —  (t  +  ì^) 


(a  +  t3)-(a-f3)        (y  +  ,'6)  -  (y  -  ,'6)  ' 

che  si  riduce  a 

ovvero 

a?  —  a       y  —  T 


e  quindi  rappresenta  una  retta  reale,  cioè  quella  che  passa  pel  punto 

(a,  t)  e  fa  con  gli  assi  due  angoli  aventi  i  seni  nel  rapporto  -r-  . 

p 

Inoltre  sarà 

mx  -f-  nx* (m  -f-  w)  a  +  *  (''*  —  **)P  irf^"~^o 


or  se  questa  espressione  è  reale  dovrà  essere 
indicando  con  e  una  quantità  reale;  e  quindi 

ni  -^  n  i 

ni  ^n  6 

Ciò  posto,  Tascissa  del  punto  corrispondente  al  rapporto si  ot- 
tiene dalla  precedente  mutando  di  segno  n,  e  però  sarà 

a  +  f    — ^—  B,    ovvero  a  H — ^  =a ^ , 

quantità  reale.  Lo  stesso  per  l'ordinata. 


Tangenti,  punti  coniugati, 

S  19.  Giù  premesso,  aìauo  dati  (Gg.  23. 


e  P'ijf,  v'),  e  si  dornivuiii  quanti  e  quali  punti  della  retta  PP'  che 
passa  per  ì  due  punti  dati  apparteng-ano  anche  alla  curva  rappresen- 
tata dalla  equftzione  generale  Ì{jr,  y)  =^  0. 

1''.  manifesto  che  appartengono  alla  curva 
I  quei  punti  le  cui  coordinate  soddisfanno  alla 
equazione  della  curva;  e  siccome  abbiamo  già 
osservato  che  le  coordinate  di  ciascun  punto 
della  retta  PP'  possono  essere  scritte  sotto  la 
forma: 

cosi  apparterranno  alla  curva  quei  punti  della 
retta  PP'  per  i  quali  sarà  soddisfatta  la  equa- 
zione 


B  +  .lar-)  jmu  +  m/)        h  (my  +  ny')' 


O  Qneslo  proocdinicnlo  è  dovulo  al  .lo. 


Nel  nostro  caso  x,  y  e  af,  y'  sono  quantità  date  ;  e  ciò  che  bisog^ia 
ricavare  da  questa  equazione  sono  quei  valori  del  rapporto  —  per  i 
quali  essa  riesce  soddisfatta. 

Moltiplicando  per  (m+n)*  Tequazione  diventa 

a  \mx  -\-  nùf)*  4-  2ft(ma:  +  nx')  {my  -\-  ni/)  +  b(my  +  «/)* 
+  •igimx  -\-  nx']  (m  +  n)  -f  2/" (my  +  ny')  (m  +  n)  +  c(m  +  n)*  =  0, 
e  ordinando  rispetto  ad  m 

[ax*  -\-  -2hxy  4-  ìjj/'  -f  2gx  -j-Zfy  ■\-  c)m* 

f  .2  1  axx^  +  mxy'  +  yx']  +  byy'  +  (/(a;  +  a/)  -f  Ay  -f  !/")  +  e  \mn 

+  {aaf*  +  2hx'y'  -!-  ty"  -f  S^a;'  +  2n/ •\-  c)n«  ^  0. 

Ora  i  coefficienti  di  m*  e  n*  equivalgono  a  {(x,  y)  e  t[x'.,  y'),  e  il 
coefficiente  di  mn  possiamo  accennarlo  con  axx"  -f-  ■  ■  ■  ;  dunque 

f(a;,  y)m*  +  2  (aa:a;'  +  . . .)"»"+  t{x',  y')  n'  ~  0, 
e  dividendo  per  n* 
125]         ({X,  y)  (  V  )  +  2(aica:'  +  . . .)  ^+  f  (ar',  y')  =  0. 

Questa  equazione  fornisce  i  valori  del  rapporto  "  corrispondenti 
ai  punti  che  la  retta  PP'  ha  comuni  con  la  curva. 

Da  essa  scaturiscono  molte  e  importanti  conseguenze,  delle  quali 
passiamo  a  svolgere  le  principali  : 

r  L'equazione  è  di  2°  grado  in  — ;  e  quindi  conferma  che  ogni 
retta  incontra  la  curva  in  due  punti,  o  reali  e  distinti,  o  reali  e 
ÈoiDcidenti,  o  immaginari;  ovvero  che  la  curva  è  dt  2"  ordine. 

2*  Se  il  punto  P'  è  sulla  curva  [fig.  20),  uno  dei  du?  punti  d'in- 
tersezione coincide  con  P',  e  il  corrispondente  i 
calore  di  —  è  zero,  onde  la  [25]  ha  una  ra- 
dice zero;  come  era  d'altronde  evidente,  es- 
sendo ora  f  (J/,  y')— 0.  L'altra  radice  della  [25) 
l'altro  punto  d'intersezione:  essa  è 


-  =  — 2 - 


K.  D'Oriuw  ~  L 


'  Se  anche  l'altro  punto  d'intereezioue  cade  in  P'  (fig.  27),  ossia 
Ise  la  retta  PP'  risulta  taugeate  in  P',  dovrà 

esser  nullo  anche  questo  altro  valore  di 
e  per  conseyuenza  sarà  nullo  il  numeratore. 
cioè 
as/a:  -j-  h  {y'x  -f  x'v)  -j-  h^fy  -\-  g  [a^  -\-  x) 

Questa  è  una  relazione  tra  le  coordinate  del  punto  di  contatto  P'  e 
quelle  di  un  punto  qualunque  P  della  tangente,  vale  a  dire  è  Vegua- 
stoìie  della  tangente  in  P'. 
Ritroviamo  adunque  la  equazione  della  tangente  sotto  la  forma  {19|'. 

4°  Supponiamo  ora  che  P'  sia  un  punto  dato  qualunque  del  piano  ; 
la  retta  P'P  condotta  da  P'  sarà  tangente  alla  curva  quando  la  [2Tì\ 
fornirà  per -^  due  valori  eguali,  quando  cioè  sarà 

[26|  f  (a:,  y]  .  {{x',  y') 

-  t  acc'x  -Ir  h  {y'x  +  x'y)  +  fiE/'i/+  3  (af  +  x)  +  r{y'  -\-  y)  +  cÌ^^^. 

Questa  è  una  relazione  fra  le  coordinate  del  punto  fisso  P'  e  quelle 
di  un  punto  P  variabile,  ma  soggetto  a  stare  sopra  una  retta  che 
passi  per  P'  e  tocchi  la  curva;  sarà  dunque  V equazione  complessiva 
j  delle  tangenti  che  si  possono  tirare  dal 
I  punto  P'(a?',  y'ì  alla  curva.  E  siccome  è 
i  2°  grado,  cosi  resta  confermato  che  la 
I  curva  è  di  2*  classe  (*). 

Le  due  tangenti  (fig.  27)  possono  essere 
I  reali  e  distinte,    reali   e   coincidenti,   im- 
maginarie. Sono  coincidenti   quando   P'  è 
sulla  curva,  poiché  allora  la  [26]  diviene 
{ax'x  -|-  .  .  .)*=:=0. 
Chiameremo   punti  esterni  alla  curva 


(')  Non  ci  foiinianio  a  mcBli'ai'it  come  l'equazione  oomplcgaìva  [2fì]  si  decomponga 
nelle  equazioni  separale  dalle  duo  l'ette  ohe  rappresenta,  né  a  verificare  che  il  bim 
discriminante  è  nullo;  ci&  [intra  fornire  al  lettore  un'opportuna  occasione  per  applicai* 
le  cose  esposte  innanzi  (§  6^*)  intorno  alle  equazioni  rappresentanti  coppie  dì  réOtt. 


«juelli  dai  quali  si  possono  tirare  due  tangenti  (reali  e  distinte)  alla 
curva,  e  interni  quelli  da  cui  non  si  possono  condurre  tangenti  (*). 

P.  es,  tutti  i  punti  di  una  tangente  bodo  esterni,  tranne  il  punto 
di  contatto. 

Per  ottenere  più  facilmente  un  criterio  algebrico  onde  arguire  se 
le  tangeuti  da  un  punto  dato  P'  siano  reali  e  distinte,  reali  e  coiu- 
cidenti,  immagrinarie.  osserviamo  che  l'equazione  complessiva  delle 
tangenti  condotte  dalTorigine,  dedotta  dalla  |26I  ponendo  a!'—ì/'=Q,  è 


e  .  f  (X,  vi  -  (par  -(.  A/  -f  e)'  =  0, 
B.r'  —  2IIa:u  -f  Ay*  =  0. 


ovvero  per  la  (7)" 
126]' 

Qui  è  cliiaro  che  le  due  tangenti  sono  reali  e  distinte,  reali  e  coin- 
cidenti, o  immaginarie,  Becondo  che  AD  —  ^  =  0,  ovvero  (essendo 
per  le  [61  AB  —  ff' =  Ac) 

AefO. 

Se  ora  trasportiamo  l'origine  nel  punto  V'ur',  y'j  senza  mutare  la  di- 
rezione degli  assi,  A  rimarrà  invariato  (§  10-1")  e  e  diverrà  f  (a;',  j/'). 
Adunque  ie  tangenti  da  V  saranno  reali  e  distinte,  reali  e  coin- 
cidenti, immaginarie,  secondo  che  il  prodotto  A  .  {{x',  y')  è  negativo, 
nullo  0  positit^o. 

Insomma,  la  curva  separa  quella  parte  del  piano  per  ì  punti  delta 
quale  A  .  f{x'.  j/')  è  positivo  (parte  interna  alla  curva)  da  quella 
parte  per  cui  quei  prodotto  è  negativo  (parte  esterna  alla  curva);  e 
per  ì  ponti  della  curva  il  detto  prodotto  è  nullo  ("). 

Infatti  ([""'-t:"^ .  "^-T~)  differisce  pel  fattore  positivo  r-f-^i 
dal  1"  membro  della  |2d|  ;  or  quando  la  {25]  ha  radici  reali,  il  1°  membro 
assume  il  segno  di  f(.T,  y)  per  valori  (reali)  di  —  non  compresi  fra  le 
due  radici,  e  il  segno  opposto  per  valori  fra  le  due  radici  ;  mentre 
quando  la  |2d|  ha  radici  immaginarie,  il  segno  ò  sempre  quello  di 
f(x,  1/);  e  ciò  basta  per  concludere  che  sopra  una  retta  che  sechi  la 
■curva,  questa  separa  i  punti  interni  dagli  esterni,  e  che  i  punti  di 
una  retta  che  non  sechi  né  tocchi   la  curva  sono  o  tutti  esterni  o 


Ci  Questa  nomenclatiim  ó  consigliata  da  viò  cho  ci  dìi^ono  gli  occhi,  apeciahncnlo 
nel  caso  dcir«liÌBso  e  del  cinolu  the  sono  ourve  eliiuae- 

(~)  Quando  poi  A  =  0,  cioè  quando  la  curva  sì  twinde  in  due  rette,  allora  il  pn>- 
[  dntta  «  nullo  qualunque  sia  il  (luulo  P',  o  però  le  due  taogenti  coìneidonu  da  qua- 
i  tuaque  punto  ni  tirino:  esm  infatti  m  nducono  alla  rclla  che  va  da  P' al  punto  d'in' 
[  ^ntro  delle  due  reUc. 


tutti  interni.  Nell'ultimo  caso  la  curva  non  può  aver  tangenti  reali. 
onde  è  immag'tDari». 

Ogni  punto  della  curva  può  considerarsi  come  l'intersezione  di  due 
tangenti  venute  a  coincidere,  precisamente  come  una  tangente  va 
considerata  come  la  retta  per  due  punti  delta  curva  venuti  a  coincidere. 

Osserviamo  ancora  che  col  trasportare  l'orìgine  nel  punto  P'{x',  y') 
la  (26)'  diviene  (cfr.  §  lO-l") 

&x^  —  2H'xy+  A'r^  =  o, 

e  poiché  X  =  a!  —  a^,     Y=.y  —  y\ 

I27J    Bf(x  -  a;')'  -  2B'{x  -  x')  {y  —  y')  +  A-{y  -  y')' 
questa  è  la  equazione  complessiva  delle  tangenti   da  P'  sotto  i 
forma  diversa  dalla  (26),  Risolvendola  rispetto  &  {x  —  x")   o  {v  —  v') 
sì  hanno  le  equazioni  separate  delle  due  tangenti  ('). 

5'  I  valori  di  —  forniti  dalla  [25]  sono  opposti  quando  il  coeffi- 
ciente di  —  è  nullo,  cioè  quando 
128]  acc'x  -f  fiiy'x  +  x'y)  +  by'y  +  g(sf  +x)-{-  A!/'+  y)  +  c  =  0. 

In  tal  caso  i  due  punti  (reali  o  immagi uariì)  ove  la  retta  PP'  secs 
la  curva  saranno  coniugati  armonicamente  rispetto  ai  punti  P,  P' 
(fig.  29  e  30).  Viceversa,  i  punti  P,  P'  saranno  coniugati  armonica- 
mente rispetto  ai  due  punti  d'intersezione  della  i 
retta  che  li  unisce  con  la  curva,  e  però  li  diremo  I 
coniugati  (l'uno  all'altro)  rispetto  alla  curva  [ 

É  chiaro  (§181 
che  su  ciascuna 
reità  risono  in-  1 
finite  coppie  ai  I 
punti  coniugati, 
le  quali  costi- 
tuiscono una  in- 

soluzione    qua-  ' 

"*-'--■'  aratica,  che  ha 

per  punii  doppi  i  due  punti  oce  la  retta  seca  la  curva  ( 


(■)  Si  ponga  KiiinlB  vhtì     A'IT  _  J7"  =  A  ,  {(x',  y"). 

(")  Codesli  punti  possono  essere  immaginarìì,  ma  sìeeoiTio  allora  liì  loro  l'oonlìnate 
non  differìseono  che  nel  segno  di  i,  cosi  ad  ogni  punto  reale  della  retta  eorrìspouileii 
un  pimio  coniugalo  anche  reale. 

Se  i  due  punii  comuni  alla  retta  ed  alla  curva  sono  reati,  due  punii  coniugati  f 
uno  esterno  e  l'altro  interno  alla  curva,  altrimenti  sono  ambedue  esterni  (quando  la  i 
eonicn  è  reale). 


6°  Or  Bupponiamo  che  il  punto   V  sia   dato:    su    cìasi 
condotta    per   P'    (tìg-.  31   a  35) 
esiste  nn  piniInPoonin^afn  a  P', 


tìg.K 
;  l'equiiKioiie  |2S|  mostra  che  il  luogo  (legl'inflniti punii  P.  coniugati 
I  ad  uno  slesso  punto  P',  é  una  retta,  rappresentata  appunto  dal- 
l'equazione 128|.  Codesta  retta  r  dicesi  polare  del  puDto   P'  rispetto 
I  alla  curva,  e  il  punto  P'  dicesi  polo  della  retta  r. 

>  i]  punto  è  reale.  la  polare  f"  reale:  se  il  pnnlo  è  immag-inario, 
che  la  polare  e  immafrinarìa. 


La  polare  dell'origine  è 

ffx  -i-  /V  -)-  e  =  0, 
che  si  forma  eguagliando  a  zero  l'iosieme  delle  metà  dei  termini  u 
1°  grado  col  termine  costante  della  f(a;,  i/). 

L'equazione  della  polare  non   differìace   da   quella   della   tangente 
1  altro  che  pel  significato  delle  a'',  y',  le  quali  nella  equazione  della 
tangente  sono  le  coordinate  del  punto  di  contatto,  mentre  nella  equa- 
zione della  polare  sono  le  coordinate  del  polo. 


Segue  da  questa  auulogia  che  la  polare  di  un  punto  della  curva 
é  la  tangente  in  quel  punto  (*), 

L'equazione  complessiva  [26]  delle  tangeLti  condotte  dal  punto  P' 
è  evidentemente  soddisfatta  dai  due  punti  comuni  alla  curva  edalla 
polare,  poiché  le  loro  coordinate  soddisfanno  simultaneamente  alla 
equazione  della  curva  f(a-,  y}  — 0  ed  all'equazione  [28)  della  polare. 
Adunque  le  due  tangenti  condotte  da  P'  hanno  per  punti  di  contatto 
i  due  punti  cocnunì  alla  curva  ed  alla 
I  polare  di  P'  (*'),  e  questi  sono  reali  o 
immaginarli  secondochè  tali  sono  le  due 
I  tangenti,  cioè  secondochè  P'  è  esterno 
I  o  interno  alla  curva.  Sicché:  La  polare 
I  di  un  punto  é  la  retta  che  unisce  i 
I  punii  di  contatto  delle  due  tangenti 
I  (reali  o  immaginarie)  condotte  da  quei 
tpu7ilo;  e  perciò  la  polare  suole  chia- 
1  mars!  anche  la  corda  di  contatto  delle 
angenti  condotte  dal  polo. 
L'analogia,  che  abbiamo  pocanzi  se- 
gnalata fra  l'equazione  della  polare  e  quella  della  tangente,  mostra 
senz'altro  che  l'equazione  della  polare  di  un  punto  P'{x\  y')  può  anche 
scriversi  sotto  le  forme  [19],  ecc.  già  accennate  (§  13)  quando  si 
dell'equazione  della  tangente;  vale  a  dire: 

128]'    {ax'-i-  hi/  4-  g}x  +  {hx'-\-  bv'+  f]'J  +  (0^+  fv'^  e)  =  0, 

[28i"   {ax  +  hu  -f  g]af-{-  (hx  +  fty  +  Ùy'-\- (O^  +  /-y  +  e)  =  0. 

7«  Ogni  punto  P'C^'',  y')  possiede  una  polare,  che  è  la  retta  1 
presentata  dalla  equazione  [28|.   Viceversa,  ogni    retta   possiede    un 
polo,  cioè  il  punto  d'intersezione  (sempre  reale!  delle  tangenti  cot 
dotte  pei  punti  (reali  o  immaginarli)  nei  quali  la  retta  seca  la  cw 
Se  l'equazione  della  retta  è 

\x  ->r  ng  -\-  V  =  0, 


%:i5 


(')  Lo  stesso  può  [irovarsi  così  :  Se  P'  è  sulla  cuna,  è  fscila  vedere  che  opù  punto  P 
della  tangente  in  P"  è  coniugato  armonico  a  P'  riapetto  aì  duo  punti  (coincidenti 
io  P')  ove  la  tangente  incontra  la  curva. 

(")  Lo  stesso  risulta  dall'osaervare  che  quando  un  punto  P  coniugato  a  P'cadc  sulla 
curva,  uno  dei  due  punii  comuni  alla  PP'  e  alla  cuna  cade  in  P,  e  quindi  anche 
l'altro  cado  in  P,  visto  che  quei  duo  punti  comuni  sono  coniugati  armonico  mente  ri- 
Bpetto  a  P  0  P'. 


le  coordinale  del  polo  P'{x',  y')  saranno  date  dalle  forinole  |21],  , 
trovate  pel  putito  di  coolatto  di  una  data  tangente;  poiché  nella  i 
cerca  delle  forinole  [21]  non  bì  è  tenuto  conto  dell'ipotesi  che  il  punto 
(a/,  I/')  stesse  sulla  curva.  Avremo  dunque 


121 1 


iB'  = 


/tX  +  tf>i  +  Gv 


§  20.  Sia  1'"  (6g.  36)  un  punto  coniugato  a  P':  I 
allora  è  chiaro  dalla  defìniziooe   che   la   pelarti 
(li  P'  passa  per  P"  e  la  polare  di  P"  passa  per  P'; 
dunque  :  Se  la  volare  di  un  punto  passa  per  I 
un  altro  punto,  viceversa,  la  polare  di  questo  1 
passerà  pel  primo. 

Per  conseguenza  :  Se  un  punto  percorre  una  I 
retta  fìssa,  la  polare  del  punto  gira  intorno  a  1 
un  punto  fìsso,  che  ò  il  polo  di  quella  retta. 

Ovvero:  Se  una  retta  rota  intomo  ad  unt 
punto  fisso,  il  polo  della  retta  percorre  una  1 
retta  fìssa,  clw  è  la  polare  di  quel  punto. 

(Nelle  fitr.  37  i'  3>*  i  punti  1.  2,  3 . . .  sono  sopra  ui 
spettive  polari   I,  II,  HI  . 
polo  di  quella  retta). 
Inoltre  :  La  retta   die   p/ìs-ia    per  due 


IÌB,3« 


Ipuntiè  la  potare  del  punto  d'intersezione  delle  polari  di  quei  due 
f.punti  (Sg.  36). 

Ovvero:  Il  punto  d'incontro  di  due  rette  è  il  polo  della  retta  die 
tunlsc0  i  poli  di  quelle  rette. 


—  5fi  — 

Da  ultimo,  ricordando  che  la  polare  è  la  corda  di  contatto  delle  dtie 
tangenti  condotte  dal  polo,  abbiamo  (fig.  38);  Se  un  punto  percorre 
una  retta  data,  la  corda  di  coniallo  delle  tangenti  condol le  da  esso 
passa  per  un  punto  fìsso,  ohe  è  il  polo  delta  retta  data. 

E,  ^e  una  retta  rota  intorno  a  un  punto  dato,  le  tangenti  nei 
punti  comuni  alta  retta  ed  alla  curva  si  intersecayio  sopra  una 
retta  fissa,  che  è  la  polare  del  punto  dato. 

Ecco  poi  un  teorema,  cbe  permette  dì  costruire  la  polare  con  l'oso 
della  sola  riga,  supposto  dato  il  polo  e  descritta  la  curva:  e  che  quìnd! 
dà  anche  it  modo  di  tirar  le  tangenti  da  un  punto  dato,  con  la  sola  riga. 

Per  un  punto  si  tirino  due  secanti  alla  curva,  e  si  tirino  to 
altre  due  coppie  di  rette  con  cui  si  possono  congiungere  i  punti  d* 
intersezione  della  curva  con  le  due  secanti  ;  i  due  punti  d' incontro 
dt  tali  due  coppie  di  rette  saranno  sulla  polare  del  primo  punto. 

Possiamo  supporre,  senza  mancare  alla  generalità,  che  il  punto 
da  cui  sì  tirano  le  due  secanti  sia  l'origine  0  (fig.  39  e  40),  e  le  due 
secanti  siano  gli  assi  delle  coordinate  Os,  Oy.   i^iimn   P  e   P'  ì  punti 


hf.  :Ji: 


ove  la  Ox  eeca  la  curva,  Q  e  Q'  qnelli  ove  Oj  seca    la  curva;    indi- 
chiamo con  p,  p'  i  segmenti  OP,  OP'  e  con  q,  q'  i  segmenti  OQ.  0^^. 
Oltre  alle  PP',  QQ',  vi  sono  due  altre  coppie  di  rette  cbe  uniscouoP 
e  r  a  Q  e  *ì';  cioè  PQ  e  P'Q',  PO'  e  P'Q. 
Le  equazioni  dì  P4}  e  P'Q'  sono 


e  quelle  di  PQ'  e  P'Q 


7  PI 


-".  -  1.      A 


ora,  sommando  membro  a  membro  le  due  prime  equazioni,  sì  ha 


e  lo  stesso  si  ha  Bommando  le  altre  due  equazioni;  duuque  la  nuova 
equazione  cosi  ottenuta  rappresenta  la  retta  che  unisce  il  punto  M 
comune  alle  rette  P<i  e  P'Q'ool  punto  If  comune  alle  rette  PQ'  e  P'Q. 
Intanto  l'equazione  della  retta  HN  può  trasformarei  osservando  che 
p  e  p'  sono  le  radici  della  equazione  f  [ce,  0)  ^  aw*  -j-  2j?x  -)-  e  r=  0,  e 
però  ei  ha 

p    ~   p-  pp-  r     ' 

e  Bimìlmente  q  e  g'  sono  le  radici  della  f(0,  y]  :=hy^  -\-  2fy  -[•  e  =  0, 
onde 

.  —  ^K. 


9        7'  ?';' 

quindi  la  equazione  della  US  diviene 


gx-i-l)f  +  c  =  0, 
Aie  è  appunto  la  polare  dell'origine  (§  19-6")  (*), 


[  0  La  nozioni  n  lu  pioprieUi  qui  eaiwstn  di  punti 
I  wMtstuK  in  al  [ora  le  quando  la  furva  et  Boinde 
IO  alcuna  parlicolnriUi,  cho  ci  limiliamu  nil 

■Uore  ranilorsi  ragione   rii-ordando  l'Iin.  i|UKn<li 


»  uno 

rotU  lì  ha  11 

[|  imippo  aniionifu  ili  quat- 

punti 

t  ano  punti 

oningati  coincidono,  degli 

■i4ue 

no  coincide  l 

in  08si  e  l'altra  ó  un  iiiinlo 

B  polo  ffìg,  41)  uoi'i' imponi l> 
)  napello  alla  dule  uoppii 


qualunque  della  retta. 
Ad  ogni  punto  P'co; 
«m  retta  r'  cotoe  poli 
di  rette,  e  questa  [«lerc  prbsr  pel  punto  O 
ille  due  rette  lucdesinie;  in  particolare  s  un  puntn 
una  delle  due  rette  corrisponde  la  retta  stessa. 
Fa  ecceEione  il  punto  0,  iwifhò  ed  esso  coiTÌspon- 
ino  tutte  le  rette  del  piano. 
Ad  ogni  retta  r"  die  pas^ì  |>er  0  corrispundonu 


Bette  in  involuzione. 

(521.  Ricordiamo  che,  date  due  rette  r,  r'  in   un  piano   (fig'.  42), 
nel  fascio  (la  esée  determinato  ad  ogni  retta  s  corrisponde  un'altra  s' 
coniugata  armonicamente  ad  essa  rispetto  » 
r  e  r',  tale,  cioè,  che  risulti  ^ ,^^—- t-,. 

Questa  corrispondenza  è  univoca  e  reciproca^ 
e  però  le  infinite  coppie  s,  b'  costituiscono  una 
involuzione  quadratica  intorno  al  punto  ir* 
e  nel  piano  rr'.  E  siccome  alla  retta  r  corri- 
sponde r  stessa,  e  alla  r'  la  stessa  r";  così  r 
e  r"  sono  le  rette  doppie  della  involuziODe. 

Siccome  ogni  retta  è  intersecata  da  quattro 
rette  costituenti  un  gruppo  armonico  in  quat- 
''^'  ■*'  tro  punti  costituenti  un  gruppo  armonico, 

cosi  tutte  le  coppie  di  rette  coniugate  nella  involuzione  suddetta  se- 
cano una  qualunque  retta  del  piano  rr*  in  coppie  di  punti  in  invo- 
luzione. Viceversa,  data  su  una  retta  una  involuzione  di  coppie  di 


l'omo  [Hill  infiiLiti  [iiinli  P', ....  il  luogo  dei  quali  è  ima  reità  r"  ohe  ]iHsaa  per  0.  Ad 
ogni  retta  che  non  posai  |«r  0  corrisponde  0  come  polo. 

Le  <lue  reltc  r',  r"  nino  iu  aniionia  vaa  le  due  [«ttc  date,  giai'i'lié  ugni  retta  <lel 
piano  Reca  r'  e  r"  iti  due  punti  in  armonìa  eon  quelli  ove  seca  le  due  rette  date. 

Quando  le  due  rette  date  sono  parallele,  il  piinlo  O  va  all'iniinìlo  e  le  r',  F''  rie- 
tx»no  parallele  ad  esse. 

Nel  esso  della  retta  doppia,  ogni  punto  fuori  di  essa  ha  per  polare  la  retta  ateeaa, 
ed  ogni  punto  dì  casa  tutte  lo  rette  del  piano.  Ciascuna  retta  ha  per  poli  tutti  i  punti 
della  retta  doppia,  e  la  retta  doppia  tutti  i  punti  del  pianti. 

Ai  iiiedesinii  risultati  kÌ  perverrebl»  assumendo  l'equazione  della  datu  coppia  di 
rette  sotto  la  forma  {§  2-V) 

few  +  0:/  +  T>  (a'^  +  P'!/  +  T")  ^  <K 
e  ripetendo  ku  questa  le  coso  esposte  nei  §g  1!)  e  20.  Allora  olla  equazione  [38j  della 
polare  si  può  dare  la  forma  seguente  : 

(«*'  +  Bi/'  +  T)  (a'x  +  PV  +  T')  +  <aV  +  PV  -|-  t")  (o*  +  Py  +  T)  =  "i 
la  quale  mostra  che  la  polare  passa  pel  punto  comune  alle  due  rette  date.  Riesce  pcu 
indeterminata  la   polare  quando  ax' +  Py^ -t- y  ^  0   e    aV  +  py  +  f'^O.   cioè 
quando  il  polli  é  11  punto  comune  alte  due  rette  date.  F.  cosi  via. 


punti,  le  coppie  di  rette  che  proiettano  questi  da  un  punto  arbitrario 
saranno  anche  in  involuzione. 

Si  noli  anche  che,  quando  le  rette  date  r,  r"  siano  immaginarie, 
ma  abbiano  equazioni  differenti  pel  salo  segno  di  t,  il  loro  punto  co- 
mune sarà  tuttavia  reale,  e  ad  ogni  retta  reale  condotta  per  esso  non 
cesserà  di  corrispondere  una  retta  reale  nella  involuzione. 

Infatti,  se  le  equazioni  delle  rette  r,  r'  sono 

[pah^y+r)'\-i{p'x-\-q'y-{-r')=0,    (pai-f^y-fr)— ^(p'^+7'(/+^''>=0. 

le  due  rette  si  secano  nel  punto  comune  alle  rette  reali  pw-\-gy-\-r:=0, 
ffx-\-^tj-\-r'  =  0.  Inoltre  i  due  punti  ove  r  e  r'  secano  uno  degli 
assi,  p.  es.  quello  delle  x,  sodo  inimaginarii,  ma  le  loro  ascisse  sono 
quantità  complesse  coniugate;  se  ora  pel  punto  rr' tiriamo  una  retta 
reale,  questa  secherà  l'asse  in  un  punto  reale,  e  perù  il  suo  coniu- 
^to  rispetto  ai  suddetti  due  punti  immaginarii  sarà  reale,  e  quindi 
sarà  reale  anche  la  retta  che  unisce  quest'ultimo  punto  al  punto  ir'. 


Bette  coniugate. 

S  22.  ]°  Da  un  punto  0  (fi(j.  43,  44,  45)  tirinmo  alla  curva  le  due 
tangenti,  e  siano  r,  r'  due  rette  condotte  per  0  e  coniugate  armoniche 
rispetto  alle  due  tangenti: 
le  due  rette  r,  r*  si  dirannol 
contugate  rispetto  aliai 
curva. 

K  chiaro  che  per  unoW 
atesso  ptinlo  0  passmio  in-W 
finite  coppie  di  rette  con-M 
iugale,  le  quali  costUui-T 
scono  una  involuzione,  cheW 
Aa  per  rette  doppie  le  duci 
tangenticondotteiiaipuntoM 
*  (•).  lig.  ^;^ 

ÌA  corda  di  contatto  delle  due  tangenti  condotte  da  0,  ossia  la  pò- 


(')  Le  (augciitì  [lossoiio  ivisi'i'e  imningiiinno:  nia  li;  lom  l^'^UB'.)o^ì  si:|>nrali^  clifferi- 
iOUiO  woìa  por  il  segno  di  i':  per  conBaniiciiiB  ad  ifnni  relln  reali.'  iinssniite  per  0  l'oi-- 
ii|inndPrA  una  ivU»  eoningalA  rode. 


lare  dì  0,  è  divìsa  armonicamente  dalle  r,  r'  e  dalle  due  tangeoti; 
punti  P,  P',  nei  quali  r,  r' secano  la  polare  di  0.  sono 
coningati  rispetto  alla  curva  ;  e  per 
conseguenza  la  polare  di  P'  deve  pas- 
sare per  P.  Ma  la  polare  di  P'  deve 
anche  passare  per  0,  polo  della  retta 


lig,  44 


PP';  quindi  sarà  OP,  ossia  r,  la  polare  di  P'  ;  e  similmente  sarà  r' 
la  polare  di  P.  Sicché,  se  due  rette  sono  coniugate,  ciascuna  passa 
pel  polo  deU'altfa  {']. 

Inoltre,  una  slessa  retta  r'  ne  ha  infinite  coniugate  rispetto  atta 
curpo,  cioè  tutte  le  vette  r,  .  . .  che  passano  pel  punto  P,  jkWo 
della  t'. 

la  particolare,  tutte  le  rette  coniugate  a  una  tangente  sono  qoelle 
che  passano  pel  suo  punto  di  contatto. 

2'  K  Tacile  troeare  la  condizione  affinchè  sieno  coniugate  ilv^. 
rette  r,  r'  date  mediante  le  equazioni 


\x-\-}iy  - 


=  0,    \'a:  +  m'i/  "t  v'  - 


Infatti  dovrà  il  polo  della  r  g-jacere  sulla  r',  e  però  le   coordinate  '. 
di  quel  polo  dovranno  soddisfare  alla  equazione  della  r;  ma  le  dette 
coordinate  sono  date  dalle  [21],  quindi  la  richiesta  condizione  t 


O  Di  qui  «pparuire  che.  se  il  punto  0  è  esterno  alla  i^urvo.  di  due  rette  coniugals 
(■otidotle  per  easo  l'una  secherà  la  curva  e  l'altra  na;  e  9C  0  ti  inteiiio.  allora  en- 
trambe iectieianno  la  curva  (supposta  reale). 


—  61  — 


ovvero  sotto  altre  forme: 


129]     (A\-\-Hn+Ov)\'+(B\-\-Bn+Fv)n'+{O\-rFn+C\)V=0, 

i4XX'4•BMM'+cvv'^-i^(Mv'^-M'v)^-G(v^'4-v'^)+^(Xn'+v^)=o, 

(^X'4-fl|i'+Gv')X+(-ffV+Bfi'+FV)M+(  GX'+Fm'+Cv'  )v=0. 


0 

X 

M 

V 

X' 

a 

h 

ff 

n' 

h 

b 

f 

v' 

g 

r 

e 

=on 


Dividendo  per  vv'  si  ottengono  le  altre  forme  : 

(Au  +  Ho  +  0)u'  +  (Hu  +  Bt?  +  F)v'  +  (Ou  +  Fi?  4-  C)  =  0, 
Auu'  +  H{vu'  +  uv')  +  Bvv'  +  0(u  +  w')  +  F(v  +  t?')  +  C  =  0. 


La  condizione  affinchè  due  rette  sieno  coniugate,  sotto  queste  ul- 
time forme,  non  differisce  dalla  condizione  [28]  affinchè  due  punti 
sieno  coniugati,  se  non  in  questo  :  che  i  coefficienti  a,  &, . . .  della 
t(Xjy)  =  0  sono  sostituiti  dai  coefficienti  A^  B...  della  equazione 
in  coordinate  di  rette  F(u,  v)  =  0^  e  le  coordinate  dei  punti  (a?,  y)  e 
(afy  y')  dalle  coordinate  delle  rette  (u,  v)  e  (u\  v'). 

Ritenendo  nella  equazione  [29]  (o  nelle  sue  equivalenti)  la  retta  r^ 
come  data,  la  detta  equazione  conferma  che  vi  sono  infinite  rette 
coniugate  alla  r',  e  fornisce  Tequazione  del  punto  nel  quale  tutte  si 
incontrano,  cioè  Vequazione  del  polo  della  r^. 

3*  È  utile  cercare  la  condizione  affinchè  sieno  coniiLgate  due 
rette  passanti  per  un  dato  punto.  Se  il  punto  è  Torigine,  basta 
porre  nella  [29]  v  =  0,  v'  =  0,  e  si  ha 

AW  +  H(\ii'  -f  V|i)  +  B|ìm'  =  0. 


(•)  A  questa  si  perviene  direttamente,  osservando  che  nel  nostro  caso  coesistono  le 
[20]  colla  X'.c'  +  pi'y'  +  v'  =  0,  posto  che  sia  {x\  y*)  il  polo  della  \x -j- ^y  +  y  =z  0. 


—  02  — 

Se  poi  il  punto  è  0{x'j  j/'),  basta  trasportare  ivi  rorigine  :  allora 
X,  }x,  V,  |i'  non  si  alterano,  e  A,  ff,  B  divengono  A\  H\  ff  (§  10-P); 
quindi  la  condizione  sarà 

[30]  A 'XX'  +  H'{\yi'  -f  Vfi)  -f-  B'^^'  =  0. 

§  23.  Da  questa  equazione  trarremo  alcune  conseguenze  importanti: 

P  Quando  le  due  tangenti  tirate  dal  dato  punto  (af^  y')  sono  reali, 
è  chiaro  che  fra  le  infinite  coppie  di  rette  coniugate  uscenti  dal  dato 
punto  ve  ne  ha  una,  ed  una  sola,  di  rette  ortogonali  fra  loro;  cioè 
la  coppia  delle  rette  che  bisecano  gli  angoli  delle  due  tangenti.  Ora 
mostreremo  che,  anche  quando  le  tangenti  siano  immaginarie,  fra 
tutte  le  coppie  di  rette  coniugate  uscenti  da  un  dato  punto,  esiste 
una  coppia  reale  di  rette  coniugate  ortogonali,  e  in  generale  una 
sola  (•). 

Infatti,  due  rette  per  {x\  i/')  sono  coniugate  se  soddisfanno  alla  [30], 
e  sono  anche  ortogonali  se  inoltre  verificano  la  nota  condizione 

XV  +  |i|i'  —  (X|i'  4-  XV)  cos  ui  =  0. 

Eliminando  (Xfi'  -{-  X'fi)  da  queste  due  equazioni  di  condizione,  si  ot- 
tiene 

(A'  cos  ui  +  H')  XV  +  (ff  cos  u)  +  IV)  fiji'  =  0, 
onde 

X        X'  S'cosm  +  H" 

jui    *   li'  A'cos  ui  +  ìT'  ' 

eliminando  invece  XX',  si  ottiene 

{A  cos  u)  +  i?')  (X|i'  +  V|i)  +  (B'  —  A')  |ifi'  =  0, 


onde 


X    ,  _v__ A'  — ^ 

I        ..r     "—     A* 


pi      '      |yi'  A*co8{u  +  H 


t   1 


X  X' 

ed  ora  conoscendo  la  somma  e  il  prodotto  di  —  e  --  ,   si  potranno 


O  Diciamo  <  in  generale  »,  poiché  vedremo  in  seguito  che  vi  sono  dei  punti,  detti 
fuochi,  pei  quali  passano  infinite  coppie  ortogonalL  Tali  vedremo  essere  per  es.  il 
centro  nel  circolo. 


—  63  — 

calcolare  i  loro  valori  come  radici  della  equazione  di  2*"  grado 

(A'  C08  ui  +  H')  (— ]'- U'  —  Jff)  --  —  (B'  cos  ui  +  ZT)  =  0. 

Le  due  rette  in  quistione  saranno  reali  se  sono  reali  le  radici  di 
questa  equazione;  e  che  cosi  sia,  basta  provarlo  pel  caso  che  l'an- 
golo u)  sìa  retto,  ad  evitare  calcoli,  trattandosi  di  una  proprietà  in- 
dipendente dalla  scelta  degli  assi.  Ora  quando  u)  è  retto,  la  condizione 
di  ortogonalità  si  riduce  a 

XV  -1-  uu'  =  0  ossia   —  .  — r  =  —  1  : 

i     r-r-  |yi  |yi'  ' 

X         X' 

sicché  il  prodotto  delle  due  radici  — ,   — y-  delPaccennata  equazione 
è  — 1,  e  per  conseguenza  le  due  radici  sono  certamente  reali. 

2"*  Ciascuna  delle  due  tangenti  tirate  dal  punto  (a/,  y*)  alla  curva 
è  coniugata  a  sé  stessa  rispetto  alla  curva:  e  però  il  valore  del  rap- 
porto -  corrispondente  a  ciascuna  delle  due  tangenti  si  otterrà  sup- 

ponendo  nella  equazione  [30]  X'  e  fi'  uguali  a  X  e  fi  :  si  ha  così  Tequa- 
zione  di  2''  grado 

^'X«  +  2H'  Xji  +  ffii"  =  0, 


X 
per 

tangenti  (•)  (cfr.  §  19-4<>). 


dalla  quale  si  ricaveranno  per  —  i  due  valori  corrispondenti  alle  due 


Figure  polari-reciproche  o  coniugate. 

%  24.  L'analogìa  fra  le  equazioni  f(aj,  y)  =  0,  F(u,  v)  =:  0,  non  che 
l'analogia  fra  l'equazione  della  retta  polare  di  un  punto  e  quella 
del  punto  polo  di  una  retta,  dipendono  dalla  corrispondenza  che  me- 


(')  La  nozione  di  rette  coniugate  e  le  relative  proprietà  sussistono,  con  le  debite 
modificazioni,  nel  caso  che  la  curva  si  scinda  in  due  rette.  Non  insistiamo  su  questo 
punto,  che  il  lettore  potrà  sviluppare  da  sé,  appoggiandosi  a  quanto  acoennammo  circa 
i  poli  e  le  polari  rispetto  a  una  coppia  di  rette. 


diante  Ib  conica  t{x,y)  =  0  si  può  porre  fra  gli  elementi  punlo  e 
retta  del  piano,  e  Tra  le  figure  da  essi  rispeltivamente  formate. 

A  ciascuno  degli  oo'  punti  del  plano  corrisponde  (come  polare) 
ciascuna  delle  co*  rette  del  piano,  e  viceversa.  Agli  co  punti  di  una 
retta  corrispondono  le  co  rette  di  un  fascio  (intorno  al  polo  della 
retta),  e  viceversa;  e  il  rapporto  aoarmonìco  di  4  di  quei  punti  egua- 
glia quello  delle  4  rette  corrispondenti  (*).  A  un  sistema  di  punti  e 
rette  corrisponde  un  sistema  di  rette  e  punti.  Agli  co  punti  di  una 
curva  corrispondono  co  rette  inviluppanti  un'altra  curva,  e  a  questa 
come  luogo  corrisponde  quella  come  inviluppo:  se  l'una  è  di  ordinen 
l'altra  è  di  classe  ii.  A  una  curva  di  2°  ordine  e  classe  corrisponde 
una  curva  di  2*  classe  e  ordine;  a  due  punti  coniugati  rispetto  al- 
l'una, due  rette  coniugate  rispetto  all'altra;  a  un  punto  con  la  sua 
polare  rispetto  all'una,  una  retta  col  suo  polo  rispetto  all'altra.  Ai 
punti  della  conica  l{x,  y)  ^:  0  considerata  come  luogo  corrispondono 
le  tangenti  nei  punti  medesimi  alla  conica  considerata  come  invi- 
luppo, e  viceversa;  ai  punti  comuni  alla  conica  e  ad  una  retta  cor- 
rispondono le  tangenti  condotte  dal  polo  della  retta  alla  contea  stessa; 
a  due  punti  coniugati  due  rette  coniugate;  ecc. 

Due  figure  corrispondenti  nel  modo  accennato  si  dicono  polari- 
reciproche,  correlative,  coniugate,  ecc.  Questa  corrispondenze  ^  un 
caso  particolare  della  legge  di  dualità. 

Qui  è  opportuno  osservare  (correlativamente  al  %  15)  che  un  invì- 
ìuppo,  la  cui  equazione  tangenziale  sia  f  (u,  v)  =  aii'  +  -  ■  ■  =^  0,  è 
una  curva  di  2"  classe  e  2*  ordine,  e  la  sua  equazione  locale  è 
F{x,  y)  —  Az^-{- . . .  ^  0.  Quando  ù  ;=  0,  la  f(u,  ci  si  scinde  in  dae 
attori  di  1°  grado,  e  l'inviluppo  si  riduce  a  una  coppia  di  punti 
(considerati  come  ìavìluppi),  i  quali  possono  essere  reali   e  distìnti, 


O  infttti,  se  (>■■,  u")  (^'■.  y'% 


»  +  "    •      -»  +  »    J 
sono  qiiBUTO  ponti  dì  una  retta,  il  loro  rapporto  amiooico  é  —  :  — ;-;  onlalotv 
polari  hanoo  per  equazioni 

ax'x  +  -.-  —  a.    aj:"x  -f  . . .  =  0,     intax'x  -|-  - . .)  -t-  Max"-'  +  ...)  =  (J 

«■(a.r'x  +  .,.)  +  n'(<w-.r  -J-  . . .)  ^  0, 

gnde  a  vede  che  il  rapporto  anarmonìco  dì  (jueste  polari   e  ontne  . —  ■  "3"B 


reali  e  coincidenti,  immagiuarit.  Allora  la  F{x,y)  diviene  un  qua- 
drato, avendosi 

=  (x^A -{- y^B -}- ^C)*, 
e  la  retta  pei  due  punti  ha  per  equazione  indifferentemente 
Ax-\-ffy+O  =  0,    Hx  +  By-\-F=0,    Gx -^  f)/ -\- C  :=  0, 

xVa  +  vVb-ì-Vc  —  0. 

Da  ultimo  osserviamo  (correlativamente  al  %  2.  es.  II)  che  una 
curva  ài  S*  classe  è  individuata  quando  ne  sono  date  cinque  tan- 
ffenti. 

Triangoli  coniugati. 

•  J  ss.  l'Dato  un  triangolo  p'p"p"'  (fig.  46),  le  polari  dei  enoi  ver- 
tici, r',  r",  r"',  costituiscono  un  altro  triangolo  fo  trilatero),  che  po- 
tremo indicare  con  r'r"r"'. 
Per  ipotesi  i  vertici  del  I" 
triangolo  sono  i  poli  dei  lati 
del  2*;  e  quindi,  viceversa, 
i  vertici  del  2*  sono  i  poli 
dei  lati  del  T  (poichò  essendo 
r"  e  r"  polari  di  V  e  P",  sarà 
il  punto  r"/'  polo  della  retta 
rp",  e  cosi  via).  E  i  due  tri- 
angoli sono  conìuf/off  (l'uno 
all'altro)  rispetto  alla  conica. 
Due  triangoli  coniugati  sono 
in  omologia;  vale  a  dire:  le 
tre  rette  che  uniscono  i  ver- 
tici dell'uno  a  quelli  del- 
Vallro  (r  con  r"i-"',  P"  con 


lig.  Ili 


P'"  con  r'r")  concorrono  in  un 
medesimo  punto  (centro  di  omologia),  e  t  tre  punti  d'intersezione 
dei  lati  dell'uno  con  quelli  dell'altro  (cioè  i  punti  ove  le  P'P",  P"P"', 
P"'P'  secano  rispettivamente  le  r'",  r',  r")  sono  in  una  medesitna 
retta  (asse  di  omologia),  e  quel  punto  di  concorso  è  il  polo  di 
questa  retta. 


Infatti,  le  equazioni  delle  r',  r",  r"',  polari  di  P',  P",  P"',  sono 
per  la  [281 

aci:fa!-\-...-{-c=0,  ax"x-{' ...-\-c  =  (ì,  ax"'fl:+ ...  4-c:=0; 

la  retta  (P',  r"r"')  ha  una  equazione  della  forma 

(aic"x  +...)  +  h(aa:^"x  +  ...)  =  0. 

e  siccome  x",  y'  devono  verificarla,  sarà 

(ax"x'  -f  . . .)  4-  h[aos"'xf  -j-  .  .  .)  =  0, 
onde 


sicché  la  equazione  diviene 

[aa;"'af-\- . . .)  {anf'x  4- . . .)  =  [ax'af'-\- . . .)  [ascf'x  -}-..-)■ 

Similmente  le  equazioni  delle  rette  {P",  r"V)  e  (P'",  r'r")  sono 

(aofx"  -\- . . .}  (ax"'x-\- . . .)  =  (oa^'a!"'+. .  ,)  [aafx-\- . . .), 

{aa^'x!"^ . . .)  {aafx  -|- .  . .)  =  (aa/"af  -(-...)  (aa/'a:  +...)■ 

Or  le  tre  ultime  equazioni  sommate  membro  a  membro  damm  ou 
identità,  adunque  le  tre  rette  che  esee  rappresentano  concorroDO  in 
un  punto. 

Inoltre,  essendo  r"r"'  polo  della  p"P"'  e  P'  polo  della  r',  Bara  U 
retta  (P',  r"r"')  polare  del  punto  (r",  P"p"'|  ;  e  similmente  la  retU 
{V",r"'T'}  sarà  polare  del  punto  (r",  P"'P'),  la  retta  (P"',r'r")  polare 
del  punto  (r"',  P'P"j.'  Ma  quelle  tre  rette  concorrono  in  un  puDlo, 
dunque  questi  tre  punti  sono  io  una  retta,  che  sarà  la  polare  di 
quel  punto. 
Come  corollario  del  teorema  precedente  :  mh  triangolo  iscritto  f» 
a  curva  di  2"  ordine,  e  il  triangolò 
I  circoscritto  formato  dalle  tangenti  «d 
oerttci  del  primo,  sono  in  omologia. 


2°  Un  punto  P*  (fig-.  47),  con  due  paiitt 
I  P",  P'"  presi  sulla  polare  di  P'  e  conìugfatt 
I  fra  loro,  costituiscono  una  terna  dì  ponti 
ftg.  47  mutuamente  coniugati  rispetto  alla  carrs. 

Nel  triangolo  p'p"P"'  ciascun  vertice  è  polo  del  lato  opposto,  Tslet 


dire  che  il  triangolo  ha  per  coniugato  se  stesso  rispetto  alla  curva, 
e  perciò  lo  diremo  autoconiugato  rispetto  alla  curva.  (Esempio  i: 
triangolo  OPP'  delle  &g.  43,  44,  45). 

0  ancora:  una  retta,  con  due  rette  coniugate  condotte  pel  polo  di 
essa,  costituiscono  una  terna  di  rette  mutuamente  coniugate;  un 
trilatero  autoconiugato. 

Vi  sono  co"  triangoli  o  trilateri  autoconiugatl. 

È  facile  assicurarsi  che  due  dei  tre  lati  secano  la  curva  in  punti 
reali  e  uno  in  punti  immaginarii.  Inoltre  le  rette  da  ciascun  vertice 
ai  punti  ove  il  lato  opposto  seca  la  curva,  sono  le  tangenti  che  ei 
possono  condurre  per  quel  vertice. 

Quadrangoli  e  quadrilateri  completi. 

"§  26.  1°  Siano  (fig.  48)  M,  N,  P,  ([  quattro  punti;  si  tirino  le  tre 
che  pos-  ^^^^^^H^^^^^HI^^^^^^^^^^^I 

Gono  passare  per  essi  ;cio<>  ^^^^^^^^^H^Hf^^^^^^^^H 

MN  e          HP  e             ^^^I^B^^SSH^^^^^^I 

esiaKrJntersezionedella  HRBfl^^^^^^^H^sR^^^SI^I 
prima  coppia                 S  ^S^^S^^^^^^^Bh^^^^^^H 
delìasecouda.Tdellater-  ^H^^^^^^^^^^^HÌ^^^^|H 
za.LafìgDracosìforuiata  ^|S^^^^^^^^^|H^^^^^^H 
un    quadrangolo   ^^^|^^^|^^^B^^B^^^^^^^^^H 
quattro  punti   ^^^^^^^^^^H^^^^^^^^^^^^^^^H 
X,  S,  P,  q  ne  sono  i  ver-                                    i\^.  w 
<fc(,  le  sei  rettei/an(adueadue  opposto.  B,  8,  T  itre  punti  diagonali. 

Pei  quattro  punti  M,  H,  P,  Q  possono  descriversi  infinite  curve  di 
2»  ordine  {%  1).  le  quali  diremo  costituire  un  fascio.  Per  ogni  punto 
dato  de!  piano  ne  passa  una.  Di  questo  fascio  fanno  parte  le  tre  coppie 
di  rette  testé  nominate,  e  sono  le  sole, 

Da  un  teorema  sulle  polari  (§  20)  sappiamo  che  la  retta  8T  è  la 
polare  di  R  rispetto  alia  curva,  e  similmente  TB  è  polare  di  8,  e  RS 
di  T.  Adunque  il  triangolo  R8T  è  autoconiugato  rispetto  a  ciascuna 
.  ^Mrva  del  fascio  |*). 

Ed  è  facile  vedere  che  in  generale  è  il  solo. 

0  Si  aggiunga  cho  rinlereei 

one  dc-lle  tangenti  in  M  e  N  6  sulla  8T.  i;oine  puro 

d 

K  chiaro  poi  die  la  ST  seca  HN  nel  punto  armonico  di  B  rispello 
a  M  e  II,  e  PQ  nel  punto  armonico  di  B  rispetto  Pei};  che  le  quattro 
rette  MP,  QS,  R8,  ST  sono  in  armonia,  e  sJmilmeDte  le  MIJ,  KP,  8T, 
TB,  e  le  MN.  PQ,  BS.  TE. 

InBomma,  nella  figura  composta  da  un  quadrangfolo  completo  e  dal 
triangolo  dei  suoi  punti  diagonali  (in  tutto  9  rette,  che  danno  13  punti 
di  mutua  intersezione),  quattro  punti  di  una  stessa  retta  formano  un 
gruppo  armonico,  e  quattro  rette  per  uno  stesso  punto  formano  al- 
tresì un  gruppo  armonico. 


2°  Siano  ora  (fijr.  49)  m,  n,  p,  q  quattro  rette.  Si  osserTÌno  le  tre 
1  foppie  di  punti  comuni  allequat- 
I  tro  rette,  cioè 

mn  e  pq,  mp  e  qn,  mq  e  npi 

e  sia  r  la  retta  clie  passa  per  la 
prima  coppia  di  punti,  s  per  la 
seconda,  t  per  la  lerzn.  La  figura 
cosi  formata  si  chiama  un  qua- 
lirilalero  completo;  le  quattro 
rette  tn,  u,  p,  q  ne  sono  i  lat(,  t 
sei  punti  i  vertici  (a  due  a  due 
opposti),  e  le  tre  rette  r,  a,  1 1» 
diagonali. 

Codesta  figura  può  anclie  considerarsi  come  un  quadrangolo  com- 
pleto, di  cui  siano  mp,  pn,  nq,  qm  i  quattro  vertici,  men,  peq.set 
i  lati  (a  due  a  due  opposti);  mn,  pq,  %i  ì  tre  punti  diagonali. 

Siccome  cinque  tangenti  individuano  una  curva  di  2*  classe,  «xà 
esistono  infinite  curve  di  2*  classe  taogenti  alle  quattro  rette  n,  a,  ir,  %% 
e  diremo  che  formano  una  schiera.  Fra  esse  le  tre  coppie  di  vertìei 
suddetti. 

Il  trilatero  rst  è  autoconiugato  rispetto  a  tutte  le  curve  dtfUs 
scMera  ("),  eil  è  in  generale  il  solo. 


rìnUrseziono  dctlc-  lBD);cn1i  in  P  e  Q.  Le  intersezioni  delle  tangenti  in  M,  P  e  in  Q,  N 
RODO  sulla  TR.  Le  inlcrHezioni  delle  tangenli  in  M,  Q  e  N,  P  sono  Attila  RS. 

O  Si  aggiunga  che  la  corda  di  contatto  delle  m,  n  e  quella  delle  p.  q  pagitstiQ  ^ 
punto  ft  quelle  delle  m,  p  e  q.  n  paEsano  pel  punto  Ir,  e  quelle  delle  m,  q  a  n.  p  poi 
punto  n- 


Diametri,  centro,  asintoti. 

%  27.  Passiamo  ora  ad  esaminare  le  ìnteressang  conseguenze  che  si 
deducoDO  dalle  cose  dette  innanzi  intorno  alle  tangenti,  polari,  ecc., 
<]uaDdo  si  prendono  in  considerazione  i  punti   all'infinito  del  piano. 

E  innanzi  tutto  ricordiamo:  che  ciascnna  retta  del  piano  lis  un 
punto  all'infinito,  comune  a  tutte  le  sue  parallele;  e  che  i  punti  al- 
l'infinito Bu  tutti  i  siatemi  di  rette  parallele  nel  piano  sono  tutti  in 
una  stessa  retta,  la  ?-elta  all'infinito,  la  equazione  della  quale  ai  ot- 
tiene dalla  equazione  generale  di  1'  grado 

^  +  Mtf  -f-  V  =  0 

facendo  tendere  X  e  |i  verso  zero  mentre  v  resta  finito. 

1°  Ciò  premesso,  la  retta  all'infinito  incontra  la  curva  in  due 
punti  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  ìmmagìnarii ,  sccondocliè 
il  1°  membro  della  (l?)  per  X  =  (i^O  è  negativo,  nullo  o  positivo, 
cioè  secondochè  C  =  0;  onde  ta  curva  ha  due,  uno,  nessun  punto 
■all'infinito,  secondo  che  é  una  iperbole,  una  parabola,  o  una  ellisse. 

Questo  fatto  è  d'accordo  con  quanto  già  dicemmo  circa  la  forma 
<lell&  iperbole,  della  parabola  e  della  ellisse;  poiché  la  iperbole  ha 
due  rami  doppiamente  infiniti,  la  parabola  uno,  e  l'ellisse  è  una  curva 
«hiusa,  priva  di  rami  infiniti. 

Lo  stesso  fatto  potrebbe  dar  ragione  dei  nomi  attribuiti  alle  dette 
•curve.  Accenneremo  in  altro  luogo  le  proprietà  che  effettivamente 
«onsigliaroDO  l'adozione  dei  nomi  :  ellisse,  iperbole,  parabola. 


2*  Una  retta  seca  la  curva  in  due  punti  reali 
11  cui  punto  dì  mezzo  ^  sempre  reale,  ed  ha 
per  coniugato  sulla  retta  il  punto  all'inlinild. 
Quindi  SPtrue  che,  se  per  un  punto  dato  P 
(fig.  50  e  61)  si  tiri 
la  parallela  alla  po- 
lare rdi  esso,  SU  que- 
sta parallela  il  puntai 
P  avrà  per  coniugato 
punto  all'infinito 
ove  la  detta  parallela 


seca  la  r;  e  però  il  punto  1"  bisecherà  il  seg-mento  che  la  curva  la- 
glia  da  quella  parallela. 

Adunque  per  ogni  punto  si  può  tirare  alla  curva  una  corda  che 
rtstt  in  esso  bisecata,  e  in  generale  una  sola. 


3" Tutte  le  rette  parallele  a  una  stessa 
retta  r  {tìg.  52,  53,  54)  hanao  io  comune 
il  punto  airinénito  sulla  r,  e  quindi  la 
polare  di  questo  punto  all'infinito  biseca 
tutte  le  corde  che  la  curva  intercetta 
sulle  dette  parallele;  ovvero:  il  luogo 
del  punti  medii  di  un  sistema  di  corde 
parallele  a  una  stessa  direzione  è  una 
retta,  che  è  chiamata  perciò  diametro 
della  curva. 

Ad  ogni  direzione  corrisponde  un  ponto 
alPinfinìto,  e  quindi  un  diametro. 

E  le  potori  dei  punti  di  un  diametro 
sono  parallele  alle  corde  che  esso  M- 
seca. 

In  particolare,  le  tangenti  n«f 
punti  ore  un  diametro  seca  la 
cuiTa  sono  parallele  alte  cor^ 
che  esso  biseca. 

4'  Se  n  e  m  sono  i  seni  d^lì 
angoli  che  la  data  direzione  r  b 
eoo  sii  assi  delle  x  e  delle  y  (o 
anche  solamente  proporsiocnli  • 
tali  seni),  allora  la  retta  condotta 
.per  l'origine  cella  direzione  r 
avrà  evtilentemente  per  i = — 


e  la  sua  dimtooe  dipendete  solo 
jdal  rapporto  —,  il  qoale  posK 

chiamereoio  rapporto  ilTi  illìi» 
jdelìa  retta  (e  delle  sae  yiraBifci 
Ad  ogni  valore  drt  n^port»  *- 
retti  vo  oocrfaponie  osa  dìrcsìeBe, 


e  Tìcerersa.  Inoltre  la  ,7:  e  la  y  d 
rola,  SODO  proporzionali  amen; 
qualanque  della  retta  potremo  aa 

x'  —  pm, 

indioando  con  p  un  fattore  arbìtre 
per  equazione  (§  19-6°) 

(oa  +  fty  +  g)pm  +  (hx  +  by 
ovvero 

iax  +  fty  -t-  g)m  +  {ha  +  6y  - 

Se  ora  facciamo  crescere  p  all'ii 

all'infinito  sulla  data  direzione,  — 
p 
come  equazione  del  diametro  che 

restane  r  fissata  dal  rapporto  di 

[31]                 [ax  +  hy  +  g]m  + 
OTTero 
131)'            [am  +  hn)x  +  (ftm  + 

In  particolare,  i  diametri  che  bi 
delle  X  e  delle  y  {fig.  55,  56,  57) 

(n  =  0,  m^O),  (»i  =  0,  71^0), 

e  perciò  Bono 

ax-^ììy-\-g  =  Q,  hx-\-ì)y-\-f  —  fi. 

ovvero  le  derivate  parziali  della 
t{Xy  v)  eguagliate  a  zero. 

5'  Ad  ogni  direzione  di  corde 
corrisponde  un  diametro  (Bg.  55. 
56);  lutti  ^^TÒgVinfinìti  diametri 
passano  per  un  medesimo  punto. 
metro  qualunque  prova  che  esso  ] 

ax  -\-  hy  -\-  g  =  0, 

si  punti  della  retta  r,  di  cui  è  pa 
e  quindi  per  un  punto  P'{x',  y' 
umere 

V'  =  pn, 

rio.  La  polare  dì  questo  punto  ha 

+  npn-{'{ffx  +  fV-^c}^Q, 
1-nn  +  {i?a:  +  n/  +  c)-^=0. 

finito,  il  punto  P'  diverrà  il  punto 
tenderà  a  zero,  e  quindi  avremo 

biseca  le  corde  parallele  alta  di 
rettioo  —  : 

hx -\- by  -\-  f)n  =  0, 

bn)V  +  {ffm-\-  r>i)  =  0. 

secano  le  corde  parallele  ag'lì  ass 
orrispondono  alle  ipotesi  : 

Infatti  l'equazione  [31 1  di  un  dia- 
nssa  pel  punto  comune  ai  due 

hx  +  by-{-f=0. 

1 

i 

Le  coordinate  x„ , 


—  T2  — 
di  questo  punto  ?„  &i  ricavano  da  queste  due 
equazioni,  e  sono 

132]    ^„=-|r,     !/.-4- 

Allo  Stesso  si  perviene  osser- 
vando che  i  diametri,  come  po- 
lari dei  punti  della  retta  aU'ìn- 
Snito,  passano  pel  polo  della  retta 
all'infinito;  or  le  coordinate  di 
uesto  polo  si  traggono  dalle  [21) 
ponendovi  X  =  ^  =  0,  e  cosi  si 
ritrovano  le  Xn ,  l/n- 
%-  ^  Viceversa,  ogni  retta  condotta 

pel  punto  PjXa.,4/u)  è  un  diametro:  poiché  la  sua  equazione  può  ri- 
cevere la  forma  [311;  ^^  anche  perchè,  avendo  il  polo  sulla  polare 
di  P,  (e  quindi  all'infinito),  hlseca  le  corde  (parallele)  dirette  a  quel  polo» 

Da  coleste  premesse  s'inferisce  che  il  punto  ?„  biseca  tutte  le  corde 
che  passano  per  esso;  e  perù  è  centro  di  simmetria  della  curva,  o 
semplicemente  centro  della  curva. 

Nella  ellisse  e  nella  iperbole  il  centro  è  reale,  unico  e  a  distanza 
finita;  il  che  concorda  con  la  circostanza  che  il  denominatore  C  delle 
sue  coordinate  allora  non  è  nullo.  E  precisamente,  nell'ellisse  il  centro 
è  interno  alla  curva,  visto  che  la  sua  polare,  cioè  la  retta  Bll'infinito, 
seca  la  curva  in  punti  immaginarii  ;  e  nell'iperbole  è  esterno. 

Rammentiamo  che  si  ha 

axa  +  fnj^  +3  =  0,     hx^,  -f  tiy„  +  f=0  ; 
e  però  la  |2|  darà 

f  («o'I/dMoaJ.-l-fti/^-l-ff  )ar»+(ftj;„+ 6yo-(-/l  1/0+ (ffi»«+ft'o4-c)  =PJ!,-Ì-/Ì( 

~n   '^    ir  ^      ,    ^_ffG  +  fF  +  eC 

=  i'T-+/^C"  +  ^^ C—  • 

tì  per  la  3'  delle  [3] 

[33]  f(x,,y,)=^.   n 


(■)  Poiché  ù.f(j;j,ya) 
(g  i'M'). 


A' 


I   all'  cllLsìe,   esterno    all'  tpB 


Stmilmeiite 
(331'  ax,=^  +  ■ 


.^c  =  gx^^n/„-\-c  = 


Questi  risultamenti  ci  serviranno   tra   breve. 

6°  Nella  parabola  II  centro  é  aWinfinito 
{tìg.  57),  ed  è  il  punto  ove  la  retta  all'infinito 
tocca  la  curva  (il  che  è  d'accordo  coll'essere 
nella  parabola  C—Q). 

Sicché  tutti  i  diametri  della  parabola  sono 
paralleli,  e  secano  la  curva  in  un  punto  a 
distanza  finita,  variabile  eoo  essi,  e  nel  punto 
sirintinito. 

7"  Quando  oltre  a  C  aon  nulli  G  e  F,  il 
luogo  si  riduce  a  due  rette  parallele  (§  7), 
a!t  e  ì/f  riescono  indeterminate,  e  vi  sono  in- 
finiti centri,  il  cui  luogo  è  la  retta 


ax  +  hy  ~\-  g  '. 
hx^by  +  f  = 


0. 


8°  Le  tangenti  t  e  t'  (fig.  58)  condotte  dal  cenh\ 
Aanno  per  punti  di  contatto  i  due  punti  1 
all'infinito  della  curva,  essendo  il  centro! 
pòlo  della  retta  all'infinito.  Esse  si  dici 
tuintoti,  poiché  si  comprende  che  debbono  1 
accostarsi  indefinitamente  alla  curva,  senza  | 
Dai  raggiungerla. 

L'equazione  complessiva  deg'U  asintoti  si  1 
forma  ponendo  le  coordinate  del  centro  ^r^.p^  f 
in  luogo  di  x','/  nell'equazione  comples-l 
aiva  |26]  delle  tangenti  tirate  dal  punto  I 
(ir',  j*'):  tenendo  presente  la  [33)  e  la  |33|'  %  5« 

«I  trova  immediatamente 


-.((x,y)~i 


=  0, 


f (a:,  v)~^  = 


—  74  — 

equazione  che  si  forma  da  quella  della  curva  t(Xy  y)  =  0  mutando 

solo  e  in  e g-  (*). 

Nella  paràbola  gli  asintoti  coincidono  in  uno^  che  è  la  retta  al- 
Vinfinito. 
Nella  ellisse  gli  asintoti  sono  immaginarii. 

9*  Le  parallele  condotte  da  un  punto  arbitrario  P  agli  asintoti 
secano  la  curva  in  un  punto  a  distanza  infinita  e  in  un  altro  a 
distanza  finita.  Esse  sono  reali  e  distinte  nella  iperbole,  immagi- 
narie nella  elliese,  e  nella  parabola  sono  i  diametri. 


Diametri  coniugati,  assi. 


S  98.  1*  Un  diametro  è  coniugato  a  tutte  le  corde  che  biseca^ 
poiché  queste  passano  pel  suo  polo  (alFinfinito). 

2**  La  relazione  fra  i  rapporti  direttivi  —,  ^  diun  sistema 

di  corde  parallele  e  del  diametro  ad  esse  coniugato  si  potrebbe  ùir 
derivare  dalla  [29]  o  dalla  [30],  le  quali  esprimono  la  relazione  fra 
due  rette  coniugate  (**).  Ma  preferiamo  osservare  che  il  diametro 

rappresentato  dalla  [31]'  ha  per  rapporto  direttivo 7^,    ,  sicché  la 


O  Le  equazioni  separate  degli  asintoti  non  sono  altro  che' quelle  dedotte  dalla  [8] 

e  dalla  [8]'  nel  §  8-3",  poichò  bisognerebbe  mutani  solo  e  in  e ^r  «  il  che  non 

altera  le  C\  Fj  G  colà  adoperate, 
e*)  La  [31]'  mostra  che  bisognerebbe  porre  nella  relazione  [29] 

X  =:  am  +  /*«»    M  =  hm  +  ^»    v  =  ffm  -\-  fn, 
X'=am'+hn\    pL'=hmf+bn\   m*  =  gm' -^  fu' . 
Con  questo  la  [20]  diviene 

0  ani  +  hn  hm  +  ^  9"^  +  /*" 
ani  -\-  hn*              a                     h  q 

hm'  -{-  bn'  h  b  f 

gm'  ^  fn'  g  f  e 


relazione  cercata  sarà 

"''  —  _  ^'»  +  ^ 

»■    —         am  +  hn    ' 

ovvero 

[351  amm'  -|-  fi{mn'  -\-  m'n)  +  bnn'  =  0, 

o  sDche 

'^i'  «  ^■^^+''(^■  +  "^1 +''="*'• 

Nella  parabola  i  diametri  souo  tutti  paralleli,  e  però  hanno  tutti 
uno  stesso  rapporto  direttivo.  Infatti  allora  (*)  si  ha 


e  quindi  il  rapporto  direttivo  dei  diametri  della  parabola  é — 

b 
0  -  -,-  . 

3"  Due  diametri  r,  r'  (fi{r.  5^1,  60)  della  ellisse  e  dell'  iperbole 
sono  coniugati,  se  l'uno  biseca  te 
corde  parallele  all'altro. 

Quesla  relazione  h    reciproca; 


(jrìit^onlalo  k  2* 

la  3"  niolliplicate  |>ef  »i. 

1.  e  poi  riJuo 

ai  trova 

amm-  +  A(/n 

n- +  m-n)  +  bnn' =  0. 

Vdendo  poi  far  capo  dalla  [30],  bisognerebbe  Mstittiire  a  j)',  y'  le  ic^  ^u  date  dalle 
~S],  ed  a  X>M  e  X',  w'  rìspellìvaiuonle  n,  —  me  n',  —  ni'.  Dopo  qualche  riduzione  ai 
Eticadrebbe  nella  equazione  precedente. 

O  In  questo  passaggio,  cooio  in  tutti  i  calcoli  relativi  alla  parabola,  è  iitilo  tener 
ante  4  adoperare  di  contìnuo  la  rola/ione  ab  =  h*  e  le  equivalenti 


—  70  — 

poiohè  se  T  passa  pel  polo  di  r',  anche  r'  passerà  pel  polo  di  r  (§  20  e  32); 
e  anche  perchè  fra  i  rapporti  direttivi  di  due  diametri  coniugati  passa 

la  relazione  |35]',  la  quale  non  si  altera  scambiando  —  con  — ?. 

Nella  parabola  si  può  dire  che  ciascun  diametro  ha  per  diametro 
coniugato  la  retta  all'Infinito. 

4'  Nell'ellisse  e  nell'iperbole,  le  infinite  coppie  ter',  »  e  «',,.. 
itìg.  61  e  62i  di  diametri  coniugati  sono  in  involuzione  (S  22). 


136] 

ovvero 

|36|' 


a(~\  -f  2A-^  +  &  =  0, 
am*  -\-  2hmn  -j-  (»«'  =  0. 


Le  rette  doppie  della  involuzione,  cioè  i  diametri  coniugali  a  se 
stessi,  sono  te  tangenti  condotte  dal  centro,  ossia  gli  asintoti. 

Se  un  diametro  ì-  reale,  il  coniupato  è  reale,  come  prova  la  [ÌSf. 

Nella  ellìiise  tutti  i  diametri  secano  la  curva  in  punti  reali. 

Nella  iperbole,  di  due  diametri  coniugati  l'uno  cade  in  due  angoli 
opposti  degli  asintoti  e  l'altro  negli  altri  due  angoli  opposti  ;  l'utia 
seca  la  curva  in  punti  reali  e  l'altro  in  punti  immaginari!.  E  i  due 
rami  della  curva  cadono  nei  primi  due  angoli  opposti  degli  asintoti. 

&'  I  rapporti  direttivi  degli  asintoti  si  ottengono  ponendo  nella  [35r 
-  7  =  -    ,  e  si  ha 


La  equazione  di  2°  grado  [36)  dà  per  - 
rapporti  direttici  degli  asintoti. 


due  valori  ,  che  saraQuo  fi 


—  77  — 

E  siccome   una  retta ,  condotta  per  Torigrine  nella  direzione  de- 
terminata dal  rapporto  — ,  ha  per  equazione 


X  m 


y        * 
cosi,  ponendo  nella  [36]  —  invece  di  — ,  si  avrà  Tequazione  com- 

y  n 

plessiva  delle  pturallele  agli  asintoti  condotte  per  Vorigine  :  essa  è 


«(fr+2.;+.=o. 

ovvero 

m 

ao?*  +  Zhxy  +  6y'  —  0,  (•) 

vale  a  dire  si  'forma  eguagliando  a  sere  Tinsieme  dei  termini  a  2'' 
grado  nella  equazione  della  curva. 

VegtAazione  complessiva  delle  parallele  agli  asintoti  condotte  da 
un  punto  qualunque  {af,  y')  si  trova  trasportando  Torigine  in  quel 
punto  mediante  le  sostituzioni 

allora  la  [37],  visto  che  a,  &,  h  non  mutano  (§  10-P),  diviene 

aX^  +  2hxr  +  &y»  =  0  ; 

e  poiché  X^=  X  —  af  e  y=zy^y\  la  richiesta  equazione  sarà 

[38]       a(x  -  xy  +  2n(x  —  x')  (y  —  f/')  +  l)(y  —  y')»  =  0. 

Risolvendola  rispetto  a  a?  —  a;'  o  y  —  y\  si  hanno  le  equazioni  delle 
singole  rette. 

L'equazione  complessiva  degli  asintoti  fu  già  trovata;  ma  si  può 
anche  dedurla  dalla  [38]  ponendovi  in  luogo  di  a/^  y^  le  coordinate 
del  centro  a?o ,  i/o ,  il  che  dà 

[39]    a(x  -  Xo)'  +  2h{x  -  x^)  {y  -  I/o)  +  Hv  -  Vo)'  =  0  D- 


(')  Nella  parabola,  essendo  C-=.ah  —  ^*  =  0,  le  due  rette  coincidono  in  una,  la 
cui  equa/ione  è  ax  -\-  hy  z=zO  od  anche  Zia?  +  ^y  =  0. 
(**)  Sviluppando  e  tenendo  presenti  le  [3]  e  [4],  si  ritrova  la  [34]. 


Risolvendola  rispetto  &x  —  -To  o  y  —  y„ , 
separate  degli  asintoti. 


i  ottengono  le  equazioni 


6'  Fra  gli  inflnili  diametri  ve  ne  ha  due,  in  generate,  ortogo- 
nali alle  corde  coniugate  (fig.  63  e  64). 


ti(r.  l'ii  lig-  t'A 

Infatti  la  relazione  135)',  combinata  con  la  condizione  di  ortogonj] 

__._+  1  +  1^  — ^__Jc. 

eliminandone   una  volta  —-—r  e  un'altra  volta-'   -f-^,-,  pord 

m      I      m'  a  —  b  m       ni'   ^  ftCOSUi  —  A 

e  conoscendo  ora  la  somma  e  il  prodotto  dei  due  rapporti  —,   ~, 
questi  saranno  determinati  come  radici  dell'equazione  di  2*  grado: 


140]      (acoaiu  — A)  ( 
ovvero 

m 


-    -\-{a  —  t))— (6  cosu)  —  h)  =  0, 

h'    —  nm    tn'     1 

a  h        b       Uo. 

1      cosut      ]       I 


A  ciascuno  dei  due  valori  di  —  forniti  da  questa  equazione  e 
sponde  un  diametro  che  è  perpendicolare  alle  corde  coniugate. 
I  due  diametri  di  cui  si  tratta  sono  coniugati  ;  poiché  ciasoad! 


ortogonale  al  suo  diametro  c(*iiigato,  e  quindi  a  tutte  le  corde  che 
biseca.  Essi  costituiscono  la  coppia  di  diametri  coniugati  e  ortogo- 
nali; i  quali  nell'iperbole  sono  i  dismetri  che  bisecano  gli  angoli  degli 
asiatoti,  e  nell'ellisse  sono  reali  benché  gli  asintoti  siano  immaginari, 
come  risulta  da  quanto  sì  disse  (§  23  1*)  circa  la  coppia  di  rette  coniu- 
gate ortogonali  uscenti  da  un  punto. 

Questi  due  diametri  sono  evidentemeote  assi  dì  simmetria  della 
curva,  e  sono  chiamati  assi  o  diametri  principati  delia  curva. 

Vertici  sono  chiamati  i  punti  in  cui  essi  incontrano  la  curva. 

Che  gli  assi  della  conica  siano  sempre  reali,  non  sarà  inutile  anche 
provarlo  calcolando  il  discriminante  della  equazione  (401;  i^  quale, 
moltiplicato  per  — 4,  è 

4(a  cOBu)  —  h)  (fi  cosili  —  /|)  +  (a  —  6}' 

=  (o  —  ft)*8en*iu  +  (a  —  &)*co8*iu  +  4a&oo8'w  —  4(o  +  fi)hooBuj  -f-  4ft' 

=  (o  —  6)*sen*iu  -f  (a  -{-  ())*oob»uj  —  4{a  -f  6)fico8'uj  -|-  ih* 

^^  {a  —  6)'sen*uj  +  [(a  +  C)co3iu  —  2ft]*; 

or  questa  quantità  è  positiva  come  somma  dì  due  quadrati;  quindi  i 

■valori  di  —  dati  dalla  |40j  sono  in  generale  due,  reali  e  discinti. 

La  atessa  quantità  può  poi  trasformarsi  in 

<a— 6)*Ben'uj  +  (a  +  6)*(1— sen'ui)  —  4{a+6)/ico6w-|-4ft'(cos*u)  -\-  sen'iw) 

=  (a  -h  6)'  —  4(0  +  &)ftcosuj  +  4A'co8'ui  -|~  4A'aen*m  —  4a&sen'ui 

—  (fl  +  6  —  2floosoj)*  —  4(a6  —  h*)Ben*iu, 
ovvero  in 

7*  —  4C3en'm. 
La  quantità 


K==-^I*  —  4Cflen*uj 

è  una  funxione  reale,  positiva,  irrazionate  dei  coefficienti  (dei  ter- 
mini a  2°  grado)  della  i[x,  y).  Inoltre  — ;-  è  un  invariante  asso- 
luto,  perchè 

— :—  ^  1/  {  — =-  I  —  4  — r-  =  costante. 


7'  Nell'ellisse  e  neiriperbole,  l'eqtiaiione  complessiva  delie  pa- 
rallele agli  assi  condotte  per  Vorigine  si  ottiene  dalla  |40]  ponen» 
dovi  —  invece  di  — -;  e  si  trova 

[41 1       (a  cosm  —  ft)x'  +  (a  —  b)xy  —  (6  cosui  —  tt)y^  =  0, 

Da  ultimo  l'equazione  complessiva  degli  assi  si  ricava  da  quesiti 
[41|  trasportando  l'origine  al  centro,  ossia  mutando:»  e  y  io  x — x, 
e  y  —  y„  :  essa  è  dunque 

[42|  (acos\iì—tt){x~Xa]'-\-{a—b){x~x,.){y'-ya) — (ficosiu— /i)(i/— i/u)*=0. 

Risolvendola  rispetto  a  j; — x^  o  y  —  j/„  si  hanno  le  equazioni 
separate  dei  due  assi  ['). 

8°  Nella  parnf'oln  irt  t''itn  solo  asse  (**)  (fig.  65).   Per  determi- 
I  Darlo  nel  modo  pili  spedito,  si  osservi  che 
il  rapporto  direttivo  -"'    delle  sue  corde, 
e  quello  dei  diametri,  —      ,  devono  soddi- 
sfare la  condizione  di  ortogonalità 


—  —  4-1+— — —  cosu)  =  0, 


onde 
[43| 


od  anche  per  analogia 

La  parabola  ha  un  sol  vertice  (a  distanza  finita). 

9°  Ora  cercheremo  V equazione  dell'asse  della  parabola,  e  l 
ordinate  del  vertice. 


O  Dalla  [dì]  e  dalla  [4(1]  eliminando  — ,  si  avTcbljc  l'equazione  degli 
l'altra  rorma 
(acosw-AX''^+l'!/+/')'— {"— *j  (.'M+h!/+ii}(hj:+bij'i-f)-{bcosvt-f.)(,ax+hi/+ 

C)  L'altro  asse  è  la  rutta  all'infinito. 

C")  Dalla  A  ^  ±  ^ab  si  ha  pure 


—  81  — 

L'asse  biseca  le  corde  il  cai  rapporto  direttivo  è  dato  dalla  [43];  e 
però  la  sua  equazione  si  ottiene  dalla  equazione  [31]  di  un  diametro 

qualunque  ponendo  per  —  il  detto  rapporto,  od  anche  ponendo 

m  =  /icosui  —  a,     n  =  acosuj  —  h  : 
essa  è  dunque 

(/icosui  —  a)  {ax  -{-hy  -{•  g)  -^  (acosui  —  h)  (/w?  +  ^  +  /)  =  0; 
e  ordinando  e  ricordando  che  h^  =  àb^ 
(a-\-b''2hcosiìi))ax-\'(a-{-b--2hcosiìi))hy+{ag+hf)—'(af-\-gh)cos{ii=0; 

qui  aggiungendo  e  togliendo  (a  -f  &  —  2/i  cos  ui)^,  ossia  Ig  (§  10), 
si  ha 

lax  4-  //iy  +  /^  +  G  +  Fcosui  =  0, 

e  dividendo  per  / 

[44]  ax  +  hy  -{-g-l -^ =  0. 

Invece  di  questa  forma  deirequazione  dell'asse,  possiamo  ottenerne 
un'altra  mercè  i  soliti  scambii  di  x  con  y,  a  con  6,  f  con  g:  allora 
F  e  6  si  scambiano  e  h^  I  non  mutano,  e  si  ha 

1441'  ha:.  +  b,j  +  r-^':±p^  =  0. 

Per  trovare  l'ascissa  del  vertice,  basta  combinare  la  equazione  [44]' 
dell'asse  con  l'equazione  della  curva  sotto  la  forma  [12];  eliminando 
dalle  due  equazioni  /io?  -f*  ^V  +  A  si  trova  subito 

[45]  e  poi 

\  ^  2F/'  '  ^ 


C)  E  utile  IraRforinarc  alquanto  queste  fonnole.  Dalle  [6]  si  ha  i>cr  €-=.0 

onde 

(F  -h  Gcosu))*  =  F^  +  G*  H-  2FGC0SU)  —  G'sen'ui  =  —  A  /  —  G'scn'iu, 

E    d'Ovidio  —  Le  proprietà  fontìamenlali  dtlle  curvt  di  2*  ordine.  C 
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10**  Termineremo  accennando  un'altra  maniera  per  determinare 
gli  assi  di  una  conica. 

Se  —  è  il  rapporto  direttivo  di  una  retta,  la  solita  condizione  di 

ortogonalità  dà  per  rapporto  direttivo   di  una  retta  perpendicolare 

alla  prima  —  ^^^     ^  ;  sicché,  se  il  diametro  [31  f  è  un  asse,  sarà 

'^  m  -{-  n  C08UI  ' 

am  -^  hn    hm  -}-  Im     . 

—  A, 


m  -{•  ncos\u        mco6ui-f~^ 

ove  X  è  un  rapporto  da  determinare;  e  quindi 

(a  —  X)m  +  (h  —  X  cosui)n  =  0, 

(h  —  \  oosu))m  +  (&  —  X)n  =  0, 
onde  la  condizione 

a  —  X  ^  —  X  cosai 

146]  =  0, 

h  "X  cosu)  &  —  X 

e  sviluppando 
[46r  sen'u)  .  X»  —  iX  +  C  =  0. 

/~h  K 

Questa  equazióne  di  2*  grado  (•)  fornisce  per  X  i  due  valori  2~^t"  » 
a  ciascuno  dei  quali  corrisponde  un  valore  di  —  : 

m  A  —  X  C06UJ b  —  X      u-V'^  —  ^ 

n  a  —  X  h^X cosui        —  ^a^  \  ' 

I  due  valori  di  p  sono  reali,  e  sono  invarianti  assoluti  della  t{x^  y). 

Per  la  parabola,  la  [46]'  dà  X  =  — p-  (oltre  X  =  0,  cui  corrisponde 
la  retta  airinfinito). 


e  quindi 

A/— A       G        , 

[45]' 

O  La  presente  equazione  è  la  stessa  che  ci  occorse  al  §  10^*,  salvo  il  cambio  <li 
X  in  —  X.  • 


Altro  modo  di  dimostrare  le  proprietà  del  centro, 
dei  diametri,  degli  assi,  degli  asintoti. 

*§  29.  Nelle  pag-ioe  precedenti  abbiamo  slabililo  le  nozioui  dei  dia- 
metri, del  centro,  degli  asintoti,  dei  diametri  coniugati  e  degli  assi, 
riguardandoli  come  casi  particolari  della  polare,  del  polo,  delle  tan- 
genti e  delle  rette  coniugate,  ed  avvalendoci  della  considerazione  dei 
punti  all'infinito  del  piano.  Tuttavia,  atteso  l'importanza  che  i  dia- 
metri, il  centro  e  gii  asintoti  hanno  nello  studio  delle  curve  di  2"  or- 
dine, e  tenuto  conto  che  la  scoperta  delle  loro  proprietJi  fu  di  molto 
anteriore  a  quella  dei  poli  e  delle  polari,  ci  sembra  utile  rifare  di- 
rettamente la  esposizione  delle  loro  proprietà  più  spiccate,  in  modo 
che  possa  esser  compresa  anche  da  chi  non  avestse  notizia  dì  poli 
e  polari. 

Dairorigine  o  (fig.  60)  tiriamo   una   retta,  e  siano  a,  p  gli   angoli 
che  essa  fa  rispettivamente  con  gli  assi 
delle  j;  e  delle  y,  p  la  distanza  dell'ori- 
giae   da    un    punto   qualunque  V{x, 
della  retta.  Ponendo 


avremo  evidentemente 

a;  =  mp,    y  =  np  (*(. 
Sarà  poi 


l'equazione  della  retta  ;   sicché  basta   conoscere  il  rapporto  diret- 
tivo —  per  fissare  la  direzione  della  retta. 

Per  determinare  i  punti,  nei  quali  la  curva  (^  incontrata  da  una 
retta  condotta  per  l'origine  nella  direzione  fissata  dal  rapporto  -^  , 
hasterà  sostituire  i  valori  mp  e  np  di  ;c  e  y  nella  equazione  della 


n  Nel  Cam  dogli  ssai  ortogonali  sarà  m  - 


—  a*  _ 

curva  ticc,  y)  —  0  :   si  avrà  cosi  una  equazione  di  2»  grado  in  p,  la  ' 
quale  fornirà  le  distanze  dell'origine  dai  punti  ove  la  retta  seca  la 
curva;  usua  è 

|47|         inwi'  -f-  i/miìi  -\-  &)i')p'  -j-  %m  +  ftiÌP  +  e  —  0, 

e  piiù  dir»!  l'equaiiìone  polare  della  curva. 

I)a  qui'Hla  equazione  derivano  molte  conseg^uenze  : 


1°  (Juaudu  » 
quando  cioè 


t>  TI  30D  tali  da  annullare  il  coefficiente  di  p,  gtnA 


la  |47l  dà  per  p  due  valori  opposti,  vale  a  dire  che  la  retta  r(fig.67> 

corrispondente  a  —  = —  seca  la  curva 

iu  due  punti  (reali  o  immagi narii),  fra  cui 
l'origine  è  il  punto  di  mezzo. 
L'equazione  di  cotesta  retta  è 

-  — _  Z. 
9  9     ' 

ovvero 

gx  +  fy  =  (ì, 
f 

e  sì  forma  eguagliando  a  zero   il  groppo 
'^•"'  dei  termini  a  1*  grado  dell»  f  (x.  »). 

Trasportando  l'orìgiue  va  un  punto  qualunque  fx'.  y').  le  A  IT  di- 
Yeiifwio  ($  101  *j-' +  ésf*  + /■,  ojt"  4- 'W  + 17.  e  l'altima  eqoazkHie 
dìvte»« 

,_       U-  +  V  +  /- 
«  «■  +  *,■+»' 

QaaH*  «fiMtkiae  proTi  ohe  yir  ««■<  piDito  (j/,  y*)  si  fmà  tkr^nK 
WMi  cvrtte  cV  rtski  MsfCttte  ta  «so,  e  Sasa  la  (Uienuoe  £  tafe 


^  La  stessa  ei|aaiì(»e  stahìUaec  ooa  rt-fairmw}  fra  ìl 

S«  èM^M  Iwciawo  water  carlaww  ^  «  «anu*  a  pooio  t^z',  «T) 
■né»  da  mttififtn!  sasfic  «Bk  [-C^  jwin  futo  faiumcti  a  Ina 


-  B5- 
rappresentato  dalla  equazione 

m  ^  +  fry  +  /* 

ovvero 

[48]  m(acc  -f  hy  +  g)  +  n{hx  -{-  &y  +  /•)  =  0, 

o  anche 

[48]'  (am  +  /in)a?  +  (/iw  +  bn)y  +  (flfm  +  fìi)  =  0, 

cioè  una  retta.  Dunque  il  luogo  dei  punti  di  mezzo  di  un  sistema 
di  corde  parallele  è  una  retta^  la  quale  dicesi  diametro  coniugato 
a  quelle  corde  (fig.  52,  53,  54).  Ad  ogni  sistema  di  corde  parallele 

corrisponde  un  diametro;  e  se  —  è  il  rapporto  direttivo  delle  corde, 

la  [48]  0  la  [48]'  è  Tequazione  del  diametro  ad  esse  coniugato. 
In  particolare 

[49]  ax  +  hy-\-g=iO^     ;ia?4- &i/ +  ^=0 

sono  i  diametri  coniugati  alle  corde  rispettivamente  parallele  agli 
assi  delle  x  e  delle  y, 

S""  Dalla  [48]  si  rileva  che  tutti  i  diametri  passano  pel  punto  co- 
mune ai  due  diametri  [49],  vale  a  dire  pel  punto  Po  (fig.  55,  56)  di 
coordinate 

[50]  a?o  =  -g-  ,      ^0  =  "c  • 

Adunque  nelV ellisse  e  nell'iperbole  (C^O)  tutti  i  diametri  pas- 
sano per  un  punto.  Questo  biseca  le  corde  che  passano  per  essOj 
e  però  dicesi  centro  della  curva. 

Nella  parabola  tutti  i  diametri  sono  paralleli  (fig.  57).  Poiché 
per   C  =  0  0^0  e  2/o  risultano  infinite.   0  altrimenti,   poiché  quando 

C  =  0,  onde  -t-=  —,  i  due  diametri  [49]  riescono  paralleli,  e  quindi 

tutti  gli  altri  diametri   riescono  paralleli  ad  essi.  Per  ciascuno  sarà 

=  —  .-  il  rapporto  direttivo. 

4*  Quando  m  e  n  hanno  tali  valori  da  annullare  il  coefficiente 
di  P^  nella  [46],  cioè  quando 

[51]  am^  -f-  2ìimn  +  &n*  =  0, 
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oude 
[5ir  a[^-y-h2h^^-  +  b  =  0, 

allora  un  valore  di  p  diviene  infinito;  dunque  quelle  due  rette  per 
Torigine,  che  corrispondono  ai  due  rapporti  —  determinati  dalla  [5If , 

secano  la  curva  in  due  punti,  di  cui  uno  (almeno)  è  a  distanza 
infinita.  E  siccome  trasportando  Torigine  in  ogni  altro  punto  le 
a,  h,  b  non  mutano,  e  quindi  neanche  la  [51f  ;  così  (fig.  58)  per 
ogni  punto  P  possono  tirarsi  due  rette,  che  incontrino  la  curva 
in  due  punti  di  cui  uno  sia  a  distanza  infinita;  e  le  direzioni  di 
tali  rette  sono  le  stesse  per  ogni  punto.  Esse  sono  reali  e  distinte 
nelV iperbole  (perchè  h*  —  ab>0);  immaginarie  nelVellisse  (perchè 
A*  —  a^  <  0)  ;  e  nella  parabola  si  riducono  ad  una  per  ciascun 
punto^  e  precisamente  al  diametro  che  p€issa  per  quel  punto  (per- 
chè A*  —  oò  =  0,  e  però  la  [511'  dà  -—  =: ,  che  è  anche  il  rap- 
porto direttivo  dei  diametri). 

5^  NeWiperbole  quelle  due  rette  t^  i\  che  passano  pel  centro  e 
inconiraìio  la  curva  alVinfinito^  sono  tangenti  della  curva  cUVin- 
finito  (fig.  58)  ;  perchè,  se  uno  dei  due  ponti  d^incontro  di  una  retta 
pel  centro  con  la  curva  è  a  distanza  infinita,  anche  raltro,  che  deve 
essere  equidistante  dal  centro,  sarà  a  distanza  infinita,  e  però  coin- 
ciderà col  primo.  Si  comprende  che  le  due  rette  in  questione  andranno 
avvicinandosi  indefinitamente  alla  curva  senza  mai  raggiungerla,  e 
però  si  dicono  asintoti  ddla  curva. 

•  * 

6*"  Sia  —  il  rapporto  direttivo  di  una  retta  \6g.  59  e  60):  allora 
la  (48f  rappresenta  un  diametro  r'  bisecante  le  corde  parsitele  ad 
essa:  sicché,  se  chiamiamo  ^  il  rapporto  direttivo  del  diametro  r^» 
sarà  evidentemente 

m'  km  <{-  fn 


M*  «XM  -|-ib(     '^ 


onae 
(58;  amsff  —  H  mn  —  m'n  •  —  bnn  =  0. 

Siccome  onesta  relazione  non  si  altera  scambiando  —  con 


cesi  :  dati  du^  diaishrtri  r«  r ,  se  il  secondo  biseca  le  carde  pa- 
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rallele  al  primo,  anche  il  primo  bisecherà  le  corde  parallele  al 
secondo.  Due  diametri  così  fatti  sono  coniugati  Tuno  airaltro. 

7*  Tra  le  corde  coniugate  a  un  diametro  r  contano  anche  le  tan- 
genti nei  punti  ove  esso  seca  la  curva  ;  adunque  le  tangenti  nelle 
estremità  di  un  diametro  sono  parallele  alle  corde  e  al  diametro 
coniugato  ad  esso. 

S""  In  generale  un  diametro  non  è  perpendicolare  alle  corde  coniu- 
gate; ma  nelVellisse  e  nell'iperbole  vi  sono  due  diametri  perpen- 
dicolari alle  corde  coniugate^  e  diconsi  gli  assi  della  curva. 

Basta  provarlo  nellMpotesi  che  gli  assi  delle  coordinate  sieno  orto- 
gonali, trattandosi  di  una  proprietà  indipendente  dalla  posizione  dei 
medesimi.  Allora,  se  un  diametro  e  una  corda  ad  esso  coniugata  fanno 
gli  angoli  a  e  a'  con  Tasse  delle  a;,  sarà 

n  sena        .  *»'        x       » 

—  = =  tga,      — y  =  tga', 

m  cosa  ^     '       m'        -o      ' 

e  la  [52]  divisa  per  mm'  diverrà 
[52]'  a  +  h(tga  +  tga')  +  &tgatg  a'  =  0. 


ir 


I  due  diametri  saranno  poi  perpendicolari  se  a' =  a +  -2-,  onde 
tg  a'  =  —  - —  ;  e  l'ultima  equazione  diverrà 

ovvero 
[53]  h  tg«a  +  (a  —  &)  tg  a  —  /i  =  0. 

Questa  equazione  dà  per  tga  due  valori  reali,  perchè  il  loro  pre- 
dotto è  — 1;  dunque  vi  sono  due  diametri  perpendicolari  alle  corde 
che  bisecano,  cioè  due  assi.  È  chiaro  poi  che  i  due  assi  sono  dia- 
metri coniugati;  perchè,  se  un  diametro  r  biseca  le  corde  perpendi- 
colari ad  esso,  il  diametro  coniugato  r'  (che  è  una  di  quelle  corde) 
sarà  perpendicolare  a  r,  e  quindi  bisecherà  le  corde  parallele  a  r, 
cioè  perpendicolari  a  r'. 

Nella  parabola  vi  è  un  solo  asse.  Infatti,  supposte  le  coordinate 


ortojTonali,  per  ogni  diametro  sarà  - —  —  —  — (3*),  e  quìDdl 

saraaDO  perpendicolari  al  diametro  quelle  corde  per  le  quali 


'e"+7l 


Un  teorema  di  Newton. 

'S  30.  Siano  p, .  P»  le  due  radici  della  equazioDe  polare  (47|;  i 


P.Pi  = 


um*  +  2Anin  +  òn* 


Siano  poi  p', ,  P*,  le  radici  della  stessa  [47|  relative  ad   un   altro 
rapporto  direttivo  —r'.  sarà  similmente 


Dividendo  membro  a  membro  si  avrà 


>*  +  2Amji  +  In' 


le  rette  < 


Di  qui  sì  scor^'e  che,  se  dall'origine  0  (fig.  6$k  si  tirano  due  rette 
alla  curva,  il  prodotto  dei  due  segroentl 
I  p,^OP, .  pj^OPj,  che  la  curva  fa  soUa 
prima  retta .  sta  al  prodotto  dei  dtie 
segmenti  p\  =  OP", ,  p',^OP', ,  che  la 
curva  fa  sulla  seconda  retta ,  io  un 
certo  rapporto ,  che  dipende  solo  dai 
coefficienti  dei  termini  a  2*  grado  della 
I  equazione  della  curva  e  dall'incUnazioiie 
delle  dne  rette  sugli  assi  delle  ooordi- 
nate  (*),  vale  a  dire  dipende  da  quantità  che  non  si  alterano  quando 
si  sposta  TwigiDe  senxa  cangiare  la  direzione  delle  due  rette  e  degli 
assi.  Onde  il  teorema: 


'4a 


Se  da  un  punto  mobile  si  (frano  alla  curva  due  rette  in  dire- 
zioni fisse,  i  prodotti  delle  coppie  di  segmenti  che  la  curva  segna 
su  ijueste  rette  sono  in  rapporto  costante. 

Da  un  altro  punio  0  (fig-.  69)  si    tirino   le  parallele  op,p.   e   op'.p', 
alle  due  rette  precedenti;  pel  teorema 
ora  enunciato  sarà  1 


OP,.OP,:OP',.OP'i- 

e  permutando 
OP, .  OP,  _  OP', 


-•p. 


op , . op , 


-opg.op,  :  op  |,op,. 


:  costante. 


Ovvero  :  Se  due  rette  rotano  in- 
torno a  due  punti  fissi  serbandosi 
parallele  fra  loro,  i  prodotti  dei  seg- 
menti che  la  curva  segna  sulle  due 
rette  serbano  un  rapporto  costante. 


Corollario  1°.  Se  il  secondo  punto  è  il  ceutro,sÌ  Uà  che  il  prodotto 
dei  segmenti  di  una  secante  che  roti  intorno  a  tin  punlo  fisso  è 
proporzionale  al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  od  essa. 

Infatti  allora  {fig.  7]) 


(^,  =  —  op, ,       «Pi   .  op,  =  —  op,'. 

Ne  aegue  che  nel  circolo  il  prodotto 
dei  segmenti  è  costante  su  ogni  tras- 
versale condotta  per  un  punto  fisso: 
teorema  notissimo. 


2"  Le  due  tangenti  condotte  da 
vn  punto  sono  proporzionati  ai  semidia- 
metri ad  esse  paralleli. 

Infatti  (fig.  71)  io  questo  caso  il  cor.  1°  lUi 


—  -^ -—  ,    onde    -  —  = 
oP  ,•      '  oP 


3'  /  quadrati  di  un  sistema  di  cordo 
parallele  sono  proporzionalt  ai  prodotti 
dei  segmenti  che  esse  determinano  siti 
diametro  coniugato. 


qp  ■  S"" 

Qi     QA'  '■ 


—  00  — 

Infatti,  siano  (fig-.  7'2e73)  IK'  un  dia- 
metro, C  il  centro,  e  PP'  una  corda  bi- 
secata da  Al'  I 

in  <ì.  Allora  il 
teorema     gè- 


QP' 


QA  .  QA- 


«  due  punti  di  una  retta_  parallela  a  un  asÌBtoto 
delia  iperbole  (Sg.  74),  ovvero  due  punti 
di  un  diametro  della  parabola  {Qg.  75)  ; 
insomma  due  punti  di  una  retta,  che  sechi 
la  curva  in  un  punto  A  a  distanza  fiotta 
e  in  uu  punto  all'iufinito.  Indicando  questo 
con  ce,  sarà 
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vale  a  dire  che  i prodotti  dei  segmenti,  che  una 
retta  parallela  a  un  asintoto  nell'iperbole,  oe- 
"'''  '"  vero  un  diametro  nella  parabola,  taglia  sopra 

un  sistetna  di  corde  parallele,  sono  proporzionali  ai  semplici  seff- 

menti  che  queste  corde  staccano  da  quella  retta. 


(■)  Infatti,  te  in  una  rotta  si  hanno  tre  punti  0, 0,  B.  sari  —  = 
ora  quandi)  0,  o  l'catano  fermi  e  B   xi    nllontana   all'inlìtii 
imiefìniluirierilp,   --,  tende  a  zero,  e  quindi   -^  tende  ail  I. 


OB     Oo+oB      Co 


Osserrazioiii  sull'iperbole  equilatera,  sul  circolo, 
sulla  coppia  di  rette. 

{i  31.  1°  I  valori  del  rapporto  -  corrispondenti  agli  asintoti  Oi 
SODO  forniti  dalla  equazione  [3(ìi  ;  giccliè  iudiosndoli  con  "-'  e  '-  , 
avremo  le  relazioni 

Gli  asintoti  sono  ortog-onali  (fig-.  76}  quando  i  due  rapporti  "',  '' 
verificano  la  condizione  di  perpendicolari  tà 

la  quale  per  le  precedenti  relazioni  si  riduce  a 
}.  4-1- ■'''  cosai  =0, 


ovvero 


0  infine 


a  -\-ti  —  2lt  cos  u)  —  0, 


Dunque:  la  relazione  cut  debbono  soddisfare  1  coefficienti  (dei 
termini  a  2°  grado)  della  f(a',  y)  —  fl,  affinché  la  curva  abbia  gli 
asintoti  ortogonali,  è  1^0. 

La  curva  allora  non  può  essere  che  una  iperbole;  e  a  convincer- 
sene basta  osservare  {come  al  ^  23-1')  che  quando  lu  è  retto  si  ha 
-'.— 1  =  —  1,  sicché  la  136]  ha  radici  reali. 

Una  tale  iperbole  vien  chiamata  ortogonale  per  la  detta  proprietà 
degli  asintoti.  Viene  anche  chiamata  equilatera  per  una  ragione  che 
sarti  esposta  in  seguito. 

Il  fatto,  che  la  funzione  /  dei  coefficienti  della  !{ic,y)  coll'annul- 
larsi  esprime  che  la  curva  possiede  una  proprietà  indipendente  dalla 
posizione  degli  a,ssi  delle  coordinate,  è  perfettamente  d'accordo  con 
l'aUro  fatto  già  osservato  (§  10),  ohe  la  funzione  —j- è  un  invariante 
aasoluto  della  t{x,!/). 


2°  Esamioiamo  le  modificazioni  che  subiscono  le  proprietà  rela- 
tive ai  diametri,  agli  asintoti,  alle  polari,  ecc.  nel  caso  di  un  circolo. 
Definito  il  circolo  come  il  luogo  dei   punti  aventi  da  uno  stesso 
punto  (a,  p)  una  stessa  distanza  p,  vedemmo  che  la  sua  equazione  è 

{X  ~  a)'  +  2(ir  -  a)  {y  -  p)  cos  uj  +  (y  -  p)'  =  p', 

e  die  il  circolo  appartiene  alla  specie  ellisse  (§  8-6°). 

Dalla  definizione  emerge  che  il  punto  (a,  p)  è  il  centro  del  circolo, 
e  che  ciascun  dismetro  ne  è  un  asse  di  simmetria;  e  però  ciascuna 
retta  i^  perpendicolare  al  diametro  che  passa  pel  suo  polo,  e  t\dte  (e 
coppie  di  diametri  coniugati  sono  ortogonali. 

Queste  infinite  coppie  di  diametri  costituiscono  una  involuzione, 
della  quale  le  rette  doppie  sono  gli  asintoti  (imniaginarii)  del  circolo. 

L'equazione  complessiva  degli  asintoti  sarà,  giusta  la  [3!)], 

{X  -  a)'  +  2(^  -  a)  (y  -  p)  cos  uj  +  (y  -  p)'  =  0; 

e  però  le  equazioni  separate  dagli  asintoti  saranno 

(a;— a)+(cosuj4-i3enoji  (j/— p)=0,  (^— a)+(co8UJ  +  fsenuj)  (y— P)=0, 
od  anche 

(cosiu  — /senuj)  (.r— a)+Ù/— Pi— 0,   (cosw+'seuoJi  (a;— ciH-(y— p)=0. 

Or  siccome  in  queste  equazioni  non  vi  è  più  traccia  di  p,  così  tutti 
i  circoli  concentrici  del  piano  hanno  gli  slessi  asintoti. 

Siccome  poi  i  coefficienti  di  .r  e  y  nelle  stesse  equazioni  sono  in- 
dipendenti anche  da  a  e  P,  cosi  tutti  i  circoli  del  piano  hanno  gii 
asintoti  paralleli. 

E  se  ricordiamo  che  gli  asintoti  sono  le  tangenti  alla  curva  nei 
punti  all'infinito,  conchiuderemo  ohe  tutti  i  circoli  del  piano  hanno 
in  comune  due  punti  immaginari  all'infinito,  detti  i  punti'  ciclici 
del  piano. 

Una  conica  é  circolo,  se  passa  per  i  due  punti  ciclici. 

Due  circoli  concentrici  sono  anche  tangenti  nei  due  punti  ciclici 
(ossia  hanno  un  doppio  contatto  all'infinito). 

Ciò  posto,  consideriamo  in  un  fascio  di  rette  le  infinite  coppie  di 
rette  ortogonali.  Potendo  queste  considerarsi  come  ie  coppie  di  dia- 
metri coniugati  di  qualunque  circolo  abbia  per  centro  il  centro  del 
fascio,  concludiamo  che  le  infinite  coppie  di  rette  ortogonali  appar- 
tenenti a  un  rascia  costituiscono  un'involuzione,  le  cui  rette  doppie 
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sono  le  due  rette  (immaginarie)  che  vanno  ai  due  punti  ciclici  del 
piano. 

In  altre  parole  :  due  rette  perpendicolari  sono  in  armonia  con  le 
due  rette  che  vanno  dal  loro  punto  comune  ai  due  punti  ciclici  del 
loro  piano;  ovvero  hanno  i  punti  alVinfinito  in  armonia  coi  punti 
ciclici. 

Z""  Il  circolo  si  distingue  fra  le  coniche  per  la  proprietà  di  pos^ 
sedere  infiniti  assi.  Ora  l'equazione  quadratica  [40],  che  fornisce  i 
rapporti  direttivi  degli  assi,  ammette  più  di  due  radici^  anzi  diviene 
una  identità,  quando  son  nulli  i  coefficienti  dei  singoli  suoi  termini, 
vale  a  dire  quando  si  verificano  le  condizioni 

a  cos  ui  —  /i  =:  0,    a  —  &  =  0,    &  cos  io  —  /i  =  0, 

che  si  riducono  alle  due 

a  =  &,     /i  =  a  cosui  ; 

e  ritroviamo  cosi  le  condizioni  perchè  la  t(x^  J/)  =  0  rappresenti  un 
circolo. 

La  stessa  equazione  [40]  ha  le  due  radici  eguali  quando  è  nullo  il 
suo  discriminante,  il  quale  moltiplicato  per  —4  vedemmo  essere  (§28-6'') 

/*  —  4Csen'ui    ovvero    K^, 

Ma  vedemmo  pure  che  questa  quantità  può  ridursi  a  una  somma  di 
due  quadrati: 

(a  —  &)*8en'ui  +  [(a  +  &)cosui  —  2/1]*, 

e  quindi  non  può  annullarsi  se  non  quando  si  annullano  ambo  i  qua- 
drati, ossia  quando 

a  —  &  =  0,     (a  +  &)cosio  —  2h  =  0, 

onde 

a  =  &,    /t  =  a  COSUI, 

e  però  allora  la  conica  è  un  circolo. 

Concludiamo  che  le  due  condizioni  perchè  la  t[x^y)  =0  rappre- 
senti un  circolo  si  possono  compendiare  nelVunica  P — 4Csen'io=0 
ovvero  K=0^  qualora  siano  reali  i  coefficienti  dei  termini  a  2*  grado. 

4''  Ci  resta  ad  esaminare  come  si  applichino  le  nozioni  e  le  pro- 
prietà del  centro,  dei  diametri  e  degli  asintoti  al  caso  che  la  curva 
rappresentata  dalla  f (^,  y)  =  0  si  scinda  in  due  rette. 


É  chiaro  che,  se  le  due  rette  sono  convergenti,  i  diametri  sono  le 
rette  che  passano  per  il  punto  comune  alle  due  rette  date,  e  questo 
punto  è  il  centro.  Due  diametri  coniugati  sono  rette  coniug-ate  ar- 
monicamente rispetto  alle  due  rette  stesse.  Gli  asìntoti  sono  le  due 
rette  date.  Gli  assi  sono  le  bisettrici  degli  angoli  delle  due  rette  date, 
e  sono  reali  anche  quando  queste  siano  ìmmag-inarie. 

E  di  qui  segue  che:  se  la  f(;c,  £/]  ~  0  rappresenta  due  rette,  la  [31) 
rappresenta  le  rette  del  fascio  determinato  alle  due  rette  (fra  cui  la 
ffx  -^  fy  -\-  e  ^^  Q]  ;  la  |35]  è  la  relazione  fra  i  rapporti  direttivi  di  due 
rette  in  armonia  con  le  due  rette  date  ;  la  136]  dà  i  rapporti  direttivi 
delle  due  rette  date;  la  |40]  determina  i  rapporti  direttivi  delle  biset- 
trici degli  angoli  delle  due  rette  date;  e  la  |42|  è  l'equazione  com- 
plessiva di  tali  bisettrici  (ohe  sono  sempre  reali). 


Fuochi. 

§  33.  Abbiamo  dimostrato  (§  '2'3-V>  che  per  un  punto  assegnato 
passa  una,  ed  in  generale  una  sola,  coppia  di  rette  coniugate  orto- 
gonali. Ora  ci  proponiamo  d'investigare  se  vi  sono  dei  punti,  dai 
quali  si  possa  tirare  più  di  una  coppia  di  rette  coniugate  ortogonali. 

A  tale  uopo  riprendiamo  la  equazione  (§  23-1°}: 


(A'GQBUÌ  +  ff) 


-  (-4'  -  m 


-  (B'cosui  -[-  S')  =z  0, 


la  quale  determina  i  valori  del  rapporto  —  corrispondenti  alle  due 

rette  coniugate  ortogonali  che  si  possono  tirare  da  un  punto  dato 
Ì3/,y'];  ed  osserviamo  che,  se  per  questo  punto  ai  potesse  tirare 
un'altra  coppia  di  rette  coniugate  ortogonali,  quella  equazione  do- 
rrebbe fornire  per—  anche  due  altri  valori;  sicché  essa  avrebbe  più 

radici  di  quello  che  il  suo  grado  comporta,  e  quindi  si  ridurrebbe  a 
una  identità;  per  conseguenza  i  coefficienti  dei  singoli  termini  sareb- 
bero nulli,  vale  a  dire  avrebbero  luogo  le  relazioni 

^'cosuj  + ff'  =  0,     A'  —  B'  =  0,    B'cos  uj -f  i/' =  0, 

ohe  equivalgono  alle  due  seguenti  : 
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ovvero,  restituendo  a  A\  S',  H'  il  loro  significato  (%  10-P), 

Abbiamo  cosi  due  equazioni  di  2^  grado  fra  le  due  quantità  a/,  y'; 
sicché  possiamo  prevedere  che  in  generale  esistono  quattro  punti 
tali^  che  per  ciascuno  di  essi  passino  due^  e  quindi  infinite^  coppie 
di  rette  coniugate  ortogonali.  Tali  punti  chiameremo  fuochi  della 
curva. 

Per  procedere  con  maggiore  speditezza  alla  determinazione  delle 
af^  y\  introdurremo  una  terza  incognita  € ,  e  scriveremo  le  ultime 
equazioni  come  segue  : 

[54]  {     Cy'^  —  2Fy'  +  B  =  €, 

Cafy'  —  Fx'  —  Oy'  +  H=  —  ecos  ui. 

a)  Quando  C  non  è  nullo,  ossia  quando  la  curva  è  una  ellisse  o 
una  iperbole,  dalle  due  prime  [54]  ricaviamo 


x' 


=  '^±-^yO'-C(A-^)='^±-^  |/C€-(C^-G*), 


ovvero,  per  le  [6], 
(551        ^=^±  J-  y/Ce  -  A&,     y'  =  J-  ±  ~^-  yCe-£^a; 

sicché  per  determinare  x*  e  y'  resta  a  conoscere  e. 

A  tale  uopo  sostituiscansi  nella  terza  delle  [54]  i  valori  [55]  di  af 
e  y\  e  si  avrà 

CH--FG  +  {±  ^Ce  —  A&)  (±VC^  —  Aa)  =  —  ce  cos  ui, 
ovvero,  poiché  FO  —  CH=  A/l, 

[56]      {±VCe-£ib)  i±VCe  —  £ia)  =  —  Ce  cos  ui  +  A/i  ; 
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e  quadrando  e  ordinando  rispetto  a  €, 

(57]  Csen*ui .  e*  —  A/ .  e  +  A*  =  0. 

Questa  equazione  (*)  fornisce  i  due  valori  di  e  : 

__  A(/4- JQ  _  A(/—  K) 

ì  quali  sono  reali  e  sono  invarianti  assoluti  della  {{x^y). 

A  ciascun  valore  di  €  corrispondono  per  le  [55]  due  valori  dì  of  e 
due  di  y'  ;  ma  i  segni  dei  radicali  nelle  [55]  dipendono  Tuno  dall'altro 
mediante  la  [56] ,  sicché  a  ciascun  valore  di  a/  corrisponde  un  sol 
valore  di  y';  dunque  al  valore  €,  corrisponde  un  paio  di  fuochi,  e 
similmente  al  valore  €,  ne  corrisponde  un  altro  paio. 

Due  fuochi  corrispondenti  ad  uno  stesso  valore  di  e  si  trovano  in 

linea  retta  col  centro  e  simmetricamente  rispetto  ad  esso;  poiché  la 

e 
semisomma  delle  loro  ascisse  è  -^  ,  ascissa  del  centro,  e  similmente 

per  le  ordinate. 

Di  più  il  diametro  che  passa  per  tali  due  fuochi  è  un  asse  della 
curva  ;  poiché  la  corda  sua  coniugata  condotta  per  uno  di  quei  due 
fuochi  è  perpendicolare  al  diametro  stesso,  dietro  la  definizione  dei 
fuochi. 

— ,  -^] 

è  espresso  da 

d*  =  (^_4)V(f/'-^) +2(^-4)  (ì/'—^)co8u,; 

sostituendo  i  valori  di  a:'  e  y'  dati  dalle  [55],  si  ha 

d»=-^  j 2C€-A(a-f  &)+2(±  Vce^^b)  (±  VCe-t^a)  cos  ui  j  , 
e  per  la  [56] 

d»  =  -^  |2Ce  —  A(a  +  &)  +  2(—  Ce  cos  ui  +  A/i)co8uj  | 

=  7T  (2^€  sen*u)  —  A/)  ; 


(*)  Questa  equazione  ha  per  radici  quelle  della  [46]'  moltiplicate  per  -.r- 


e  sostituendo  quivi  ad  e  una  volta  e,  e   un'altra 
di,  d^ì  corrispondenti  valori  di  d,  si  ha 


;  chiamando 


d,'=-' 


londe 
ISSI 


d, — 


V&K 


C 


cchè  delle  due  distanze  d,, 
e  precisamente  sarà  reale  d. 
Per  conseguenza  [fig.  77  e  78) 
nella  ellisse  e  nella  iperbole 
ì  una  coppia  di  fuochi. 
realt ,  V  e  f,  situati  sopra 
uno  degli  assi  simmelrica- 
menle  rispetto  al  centro  C. 

Questi  fuochi  sono  interni 
alla  curva,  vale  a  dire   che 
da  essi  non  si  posEono  tirare 
tangenti  alla  curva;  altrimenti 
per  ciascun  fuoco  passerebbe  solo  una 
coppia  di  retle  coniugate  ortogonali, 
cioè  quella  delle   bisettrici   degli   au- 
goli  delie  tangenti.  Quindi  segue  clif 
Tasse  che  contiene  ì  due  fuochi  (asse 
focale}  seca  la  curva,  anche  se  è  una 
iperbole,   in  due  punti  reali  Y  e  V 
^ertici).  B  le  distanze  VP,  F'V  sono 
eguali  ('). 


_  V—  AA- 


na  sarà  reale  e  una  immaginaria; 
A  è  positivo,  rfj  se  A  è  negativo. 


bt  Quando  la  e 
«i  riducono  alle 


'va  è  uua  parabola,  ossia  quando  C==0,  le  |54| 


IMI*    -iGx'+A  =  i,  -2;iV'+B=e,  F,r'-f  Gy'-ffr=«  cosa 
e  la  157]  a 


Q  Mei  vircolu  è  chiaro  che  i  due  fuochi  e ndono  nel  centro  (poìclié  £—0  e 
)ri  puro  nella  coppia  di  relto  (poiché  A=0  e  i=:0). 
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sicché  (flg.  79)  la  parabola  ha  un  sol  fuoco 
reale  T  (a  distanza  finita),  situalo  sopra  l'asse 
e  interno  alla  curva  (*). 


Direttrici, 


S  33.  La  retta  polare  dì  un  fuoco  dicevi!  direllrice.  Essa  è  per- 
pendicolare all'asse  sul  quale  giace  il  fuoco  corrispondente  (§27-3'), 
ed  è  reale  se  questo  è  reale  (§  19-6°). 

Adunque  7iel''ellisse  e  nell'iperbole  vi  sono  due  direttrici  reali, 
perpendicolari  all'asse  focale,  simmetriche  rispetto  al  centro,  e  che 
non  secano  la  curva.  E  nella  parabola  vi  é  una  direttrice  reale  (a 
distanza  finita),  perpendicolare  all'asse,  e  che  non  seca  la  curva  (**). 

Se  neirellisse  e  nell'iperbole  (fig.  77  e  78)  D  e  D'  sono  i  punti  ove 
le  direttrici  secano  l'asse  focale,  sarà  »  coniugato  a  F  e  D'  a  F,  e 
però  sarà 

CP .  CD  :r3  cn,      cp' .  CD'  =  crv 

Nella  parabola  poi  (fig.  79),  se  la  direttrice  seca  l'asse  iu  D,  sari  D 
coniugato  armonicamente  a  P  rispetto  a  T  e  al  punto  all'infinito  del- 
l'asse, e  quindi  V  dividerà  per  metà  la  distanza  DP. 

É  chiaro  che  ogni  retta  pel  fuoco  ha  il  polo  nel  punto  ove  la  sua 
perpendicolare  pel  fuoco  seca  la  direttrice  corrispondente;  poìcbè  due 
rette  perpendicolari  uscenti  da  un  fuoco  sono  coniugate. 


(■)  L'nllro  fuoco  reale  é  il  punto  all'infinito  della  paiabols. 

Dalle  [55J'  e  dalle  [45}'  si  ha  la  distanza  Irò  il  vertice  e  il  fiioeo: 


—-^ft^  G'  +  2FGeoaio=Jsen*w 
(■")  L'olila  direttrice  reale  ò  la  retta  all'iufinilo. 


/=!■ 
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L'equazione  di  una  direttrice  si  forma  sostituendo  nella  equazione 
generale  [28]  della  polare  i  valori  [55]  ài  x\t/'  ;  e  si  trova ,  fatte  le 
riduzioni  (•)  : 

[59]  ±)/C€— A& {acc  +  hy-{'g)  +)/C€— Aa {hcc  +  by +  f)  + ùkc=^0. 

Nel  caso  della  parabola,  Tequazione  della  direttrice,  cioè  della  po- 
lare del  punto  [55]',  può  ridursi  alla  forma 

[59]    2(Fcosiw  +  0)cc  +  2(JF'+  OcosiX})y  ^(A  +  B  +  2noo8ix))  =  0. 


Alcune  proprietà  dei  faochì  i**). 

*  §  34.  Sia  preso  per  origine  un  fuoco  F  della  curva  (fig.  80,  81, 
82),  e  sieno  gli  assi  ortogonali  :  allora  le  equazioni  [54],  che  deter- 
minano le  coordinate  dei  fuochi,  dovranno  essere  soddisfatte  da 

X'  =  0,        y'  =  0, 

e  quindi  sarà  (per  uno  dei  due  valori  di  e) 

e  l'equazione  della. curva  per  la  [7]"  diverrà 

[60]                      6(0?»  +  y«)  4-  (fl'^  +  A/  +  0)*  =  0» 
onde  

[60]'  V^^^TT'  =  ±V-^(goi>  +  f)/+c). 

Osservando  che  Vx*  +  y*  è  la  distanza  PF  di  un  punto  F(a?,  y)  della 
curva  dall'origine  F;  e  che  gx  +  fi/  +  c=^0  rappresenta  (J  19-6»)  la 
polare  dell'origine  F  (cioè  la  direttrice  corrispondente  al  fuoco  F), 
sicché  gx  +  fy  +  e  è  eguale  alla  distanza  FÉ  del  punto  F(a?,  y)  da 

questa  direttrice,  moltiplicata  per  +Vg*  +  f*  ;  vediamo  che  l'ultima 


(')  Lasciamo  al  lettore,  per  suo  esercizio,  la  cura  di  sviluppare  i  calcoli  e  le  ridu- 
zioni qui  indicate,  le  quali  si  |x>ggiano  sempre  sulle  solito  identità  [3],  [4],  [6]. 

(**)  I  §§  34  e  35  formano  una  disgressione,  certo  molto  interessante,  dallo  studio 
deirequazione  generale  di  2o  grado,  ma  possono  essere  tralasciati  senza  alcun  danno. 


equazione  &i  traducG  nel  seguente  teorema:  la  distanza  di  un  punto 
ijuatunque  della  curva  da  un  fuoco  serba  un  rapporto  costante 
alla  distansa  dello  stesso  punto  dalla  direttrice  corrispondente  a 
quel  fuoco.  Questo  rapporto  è  \^-^~  ■ 

Grazie  alla  Eimmetria  dei  fnoctii  e  delle  direttrici  rispetto  al  centro,' 
è  manifesto  che  il  rapporto  in  questione  è  lo  stesso  anche  per  le  di- 
stanze PP'  e  PE'  d'un  punto  qualunque  P  della  curva  dall'altro  fuoco 
P'  e  dalla  relativa  direttrice. 

Noteremo  alcune  conaeg-uenze  del  teorema  ora  dimostrato. 


4 

nate  «  ^ 


ì°  Dalla  160]'  emerge  che  la  distanza  di  ciascun  punto  i 
curva  da  un  fuoco  si  esprime  mediante  una  funzione  razionate  » 
lineare  delle  coordinale  del  punto,  e  ciò  qualunque  sia  la  posizione 
degli  assi  coordinati. 

Viceversa  :  il  luogo  di  un  punto,  le  cui  distanze  da  un  punto  fisso 
si  possano  esprimere  mediante  una  stessa  funzione  razionale  e 
Hiteare  della  coordinate  di  esso  punto,  è  una  curva  di  2»  ordine, 
Ui  cui  quel  punto  è  un  fuoco  e  la  retta  rappresentata  da  quella 
funzione  eguagliata  a  zero  è  la  corrispondente  direttrice.  Poiché 
Tequazione  del  luogo,  preso  per  origine  il  punto,  sarà  della  forma 
V^.t' -f- y*  ^^  i).v  4*  ?(*  +  »'.  che  è  riducibile  facilmente  alla  160/. 


»iH! 


2"  Sia  F  un  punto  di  una 
ellisse  (6g.  80);  PF  e  Pr  !e 
sue  distanze  dai  fuochi  P  e  F', 
dette  raggi  focali  del  punto 
P:  PE  e  PE'  le  sue  distanze 
'ialle  direttrici.  Indicsudo  eoo 
'  il  rapporto  costante  fra  le 
distanze  dei  punti  della  carvs 
da  ou  fuoco  e  dalla  rispettiva 
direttrice,  avremo  in  partico> 
lare  pei  vertici  T,  T': 


rr     CT 


adunque  il  rapporto  costante  è  il  rapporto  della  distoma  trmm 
fuoco  e  II  centro  alla  metà  delibasse  focale;  esao  dìo 
otta,  poiché  apposto  roisara  la  distaoca  di  ciascun  fuoco  dal  e 
quando  si  prende  il  semiasse  per  unità  di  lun^ezza. 


^^^^^™^                               ini 

_ 

nore  di  1,  poiché  cr<  CV;  sicché 
i  puuti  della  ellisse    soiio   più  vi- 
cini a  un  fuoco  che   alla  relativa 
■  direttrice  (■). 

Per  l'iperbole  {fig.  81)  si  può  ri- 
petere ciò  che  abbiamo  detto  per 
l'ellisse,  solo  che  nell'iperbole  l'ec- 
centricUà  è  maggiore  di  1,  e   i 
punti  della  iperbole  sono  pìii  lon- 
tani dal  fuoco  che  dalla  direttrice. 

1 

1 

1 

Nella  parabola  (fig.  82)  l'eccan- 

li-   -^1 

iricità  è  eguale  a  1  ;  poiché ,  essendo  (§  33) 
»T  — rp,  è  pure 

I  punti  della  parabola  sono  equidistanti  dal 
fuoco  e  dalla  direttrice. 

3*  Tornando  all'ellisse,  sì  hn 

1 

■ 

pp     PF'     pp+pr 

^       EP        PE'  ~  EP+PE' 

«ude 

PF  -f-  PP'  1=  e.D 
«  quindi 

PP  -t-  PF'  —  TF  +  FF' 

sicché  (a  somma  del  raggi  focili  { 

l'ellisse  è  costante,  ed  è  eguale  ai 

Per  l'iperbole  poi  si  ha  sirailment 

PF        PF'       PF  -  PP' 
*       BP        E'P        EP— E'P 

onde 

PF  —  PF'  =  e.DD'  =  costante  — 

PF+PP 

~       BE' 

l>'  =  costant 

=  TF  +  rr 

PF  -1-  PF')  d 
'asse  focale 

e 

PF  -  PF' 

EE' 

•T'_  rr  = 

PF+PF' 
~       DÌ)'      • 

e. 

=  \y  ; 

t  ciascun  pìmto  del 

rr. 

PF  —  PP' 
~  ^DD'  "    ' 

FT'  -  FT  =  TV  : 

i 

0  Noi  circolo  l'oi^eenliicith  ò  nuUn,  come 

1 

^ 

j 

—     —                  ^^^^^H 

siccUè  la  differema  dei  raggi  focali  (PP  —  Pf)  di  ciascun  f^^| 
ieWiperbote  é  costante  ed  eguale  all'asse  focale  TY'.              '^^H 

4"  Nell'ellisse,  pel  punto  B  estremo  dell'altro  asse,  sì  ha  dall'ul- 
imo  teorema  2BP  —  TT',  onde  BF  —  CV.  Dunque:  i  due  fuochi  del- 
'ellisse  sono  sull'asse  maggiore  ;  e  la  distanza  di  un  fuoco  dal 
"enlfo  è  il  2"  calcio  di  un  triangolo  rettangolo,  di  cui  l'ipotenusa 
ila  il  semiasse  maggiore  e  il  1"  cateto  l'altro  semiasse. 

'S  35.  Per  ilare  un  altro  esempio  del  vantaggio  che  può  ritrarsi     ■' 

(7  =  0, 
Sarà  poi 

a     h     0 

A—    h     b     f 

0    /■    0 

A  =  '-  r*^  B  —  Q,  C=^ab~h*, 
e  le  [54]  diverranno 

f   Cx''^  —  1ìifx'~ 

[54]"                             Ci,"+2a/V'- 

[  Cx^y'  +  afaf- 

Da  queste  equazioni  derivano  vari 

aa  una  particolare  scelta  deg-li    , 
assi,  assumiamo  per  origine  un 
punto  P  della  ellisse  0  dell'iper- 
bole (iìg.  83),  e  per  assi  la  tan- 
gente Px   e   la    normale  Pj.  In 
questa    ipotesi    la   t{x,fì)  =  fi, 
ossia 

ax*  4-  2gx  -(-  e  =  0, 

dovrà  dare  (§  11)  per  a;  due  t&-  . 
lori  nulli,  e  quindi  sarà      ^hJ 

F=-af,  G  =  hf,  H  =  Q^^^ 

3  interessanti  proposizioni  (^^^| 

ta 

<■)  Le  jiropotii/ioHi  Jei  §§  M  e  35  sussisto 
iuefiiix-hi  im  magio  ari  i. 

no,  iJp Li  1.1  niente  interin-clalt-,  andl^^^| 
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P  Dette  x\  ^  le  coordinate  del  fuoco  F,  e  a/',  y"  quelle  del 
fuoco  F',  si  ha  dalla  2*  della  [54f 


vY  =  -  -^  ; 

ora  f/,  y^'  sono  le  distanze  FO,  V&  dei  due  fuochi  dalla  tangente  Px; 
ed  €,  e  non  variano,  qualunque  punto  F  della  curva  scelgasi  come 
origine  (%%  10  e  32).  Dunque  il  prodotto  delle  distanze  dei  due  fuochi 
da  una  tangente  qualunque  è  costante, 

2*  La  equazione 

C(a?«  +  r/')  -  2ftA»  +  2aA/ -  (r  +  €)  =  0 

rappresenta  un  circolo  (§  2-4''),  il  quale:  T  passa  pei  punti  9t{co\  0)  e 
^(x^\  0)  in  forza  della  prima  delle  [54^;  2""  ha  per  centro  il  punto 

(—»  "^cr  °^®^*  ("e"'  "e")»  ^®®^*  *^  centro  C  della  curva;  3«  ha 
per  raggio 


1 


±  —  }/h^r  +  aV*  +  C(r  +  €)  =  ±  -^r  ^ar(a  +  ft)  +  Ce 


1 


=  ±  TT  )/C€  -  A/, 

che  non  varia  qualunque  sia  Torigine  F  (visto  che  C,  A,  /,  e  non 
variano).  Dunque  il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari  condotte  da 
ciascun  fuoco  sulle  tangenti^  ovvero  la  podaria  di  un  fuoco,  è  un 
circolo  concentrico  alla  curva  e  (per  conseguenza)  avente  per  dia- 
metro Vasse  focale  VY'  (•). 

S*"  Le  equazioni  dei  raggi  focali  FF,  PF'  sono 

y'x  —  o/y  =  0,     y"x  ~  af'y  =  0  ; 
e  moltiplicandole  si  ha  l'equazione  complessiva  di  FF  e  PF': 

y'y".  X*  —  (a/y"+  x"y')xy  +  a/af'.  y*  =  0. 


O  Quindi  segue  che  le  lunghezze  dei  due  semiassi  sono  espresse  dalla  forniola 
^3  Y»  |/  Ce  sen'ui  —  Ali  ove  €  è  Tuna  o  Taltra  radice  della  [57]. 
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Ora  dalla  2*  delle  [54]"  si  ha 


e  dalla  1* 


di  più  si  ha 

^2/"  +  (xf'y'  =  x\y^  +  y")  +  y\x'  +  a/')  —  2a?V 

da  cui  per  la  3»  delle  [54)" 

afy''  +  a?"i/'  =  0. 

Ciò  posto,  la  suddetta  equazione  complessiva  diviene 

€^*  +  (r  +  €)2/*=o, 

che  si  scinde  nelle  due 

^  =  2/l/£-l.     a?=-|/[/^~l. 

Queste  son  dunque  di  nuovo  le  equazioni  delle  PF,  PF^  ;  e  dalla 
loro  forma  apparisce  che  PF  e  PF'  sono  egualmente  inclinate  agli 
assi  delle  coordinate.  Per  conseguenza  :  la  tangente  e  la  normale  in 
un  punto  della  curva  bisecano  gli  angoli  dei  raggi  focali  che  vanno 
a  quel  punto, 

Neirellisse  la  tangente  biseca  Tangolo  esterno  dei  raggi  focali  e 
la  normale  Tinterno  :  nella  iperbole  avviene  il  contrario  (•). 

4**  Nella  parabola  la  podaria  del  fuoco  si  riduce  alla  tangente 
al  vertice;  e  la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  bisecano  Van- 
gelo del  raggio  focale  e  del  diametro  che  passano  per  quel  punto. 


(*)  Se  in  un  fuoco  F  deireliisse  si  pone  una  fiamma,  e  si  suppone  la  curva  capace 
di  riflettere  i  raggi  luminosi  emananti  da  F,  avverrà  che  il  raggio  diretto  secondo  FP 
si  rifletterà  facendo  Tangolo  di  riflessione  eguale  a  quello  d'incidenza,  e  quindi,  per 
Tultimo  teorema,  si  rifletterà  secondo  PF'.  Adunque  nell'altro  fuoco  F'  convergeranno 
tutti  i  raggi  emananti  da  F,  sicché  si  avrà  in  F'  una  immagine  della  fiamma  posta 
in  F.  Questa  proprietà  ha  suggerito  di  attribuire  ai  punti  F  e  F'  il  nome  di  fuochi. 


"^^w 


Forme  ridotte  dalla  equazione  generale  di  2"  grado. 

S  3S.  Lo  studio  delle  proprietà  speciali  della  elUsEC,  della  iperbole 
e  della  parabola  riesce  più  agevole  dopo  aver  ridotta  l'equazione  della 
curva  a  forma  più  semplice  mediante  una  particolare  scelta  degli 
assi  delle  coordinate.  Dovendo  l'equazione  rimanere  di  2"  grado  dopo 
la  trasformazione,  il  modo  piìi  naturale  clic  si  presenti  per  semplifi- 
carla consìste  nel  cangiare  la  posizione  deg'li  assi  in  guisa  die  l'equa- 
zione perda  uno  o  piìi  termini.  Nelle 
pagine  precedenti  abbiamo  più  volte 
ricorso  a  cosiffatte  semplificazioni  (§§  4, 
7,  34,  35)  ;  ma  ora  vogliamo  trattare 
la  questione  ìu  modo  più  ordinato  e 
Eistematico. 

Le  sostituzioni  atte  a  far  passare  da 
due  assi  ox,  oj  (fig.  84)  a  due  altri  OX, 
or  sono,  com'è  ben  noto:  ''e*' 


,  161) 


i»  =  K,v  +  ?y  +  x\ 


=  a.'x  +  ?-y+v\ 


ove  x',  y'  sono  le  coordinate  della  nuova  origini 
primitivi  OX,  87,  e 


0  rispetto  agii  assi 


nlOX.oy) 


sen'tSfTòy) 


sen<OX,ox) 


sen(i 


(ìStT"*, 


e  supponiamo  che  per  effetto  di  queste  sostituzioni  la  fl^r,  y}^0  di- 
venga 
1621       a'-'^  +  2h'xr  -\-  &■  J"  +  2ff'X  -f  2/"  V  +  c'  —  0. 

Le  af,y'  possono  ricevere  qualunque  valore  reale  e  finito;  ma  le 
[  quattro  quantità  a,  p,  a',  p',  che  dipendono  solo  dalla  direzione  dei 
[  nuovi  assi  e  non  già  dalla  posizione  della  nuova  origine,  non  sono 
I  tutte  arbitrarie ,  potendo  considerarsi  come  funzioni  di  due  sole 
I  quantità  iadipendenti,  p.  e.  degli  angoli  OX^òx  e  OY.ox  (ovvero  degli 


—  Iffi  — 

angoli  OxTÒT  e  XOY),  visto  che  la  conoscenza  dì  questi  due  angoli 
basta  a  determinare  la  direzione  dei  nuovi  assi.  Adunque  netrese- 
guire  la  trasformazione  noi  possiamo  disporre  di  quattro  quantità 
arbitrarie,  cioè  di  x',y'  e  (p.  es.)  degli  angoli  OX,  ox  e  OT.ox.  Ma 
ciò  non  ci  permette  di  concludere  che  potremo  disporre  di  quelle 
quattro  quantità  in  modo  che  riescano  nulli  quattro  assegnati  coeffi- 
cienti della  equazione  trasformata  [62|  ;  poiché  ciò  può  risultare  in- 
compatibile con  le  restrizioni,  essenziali  nel  caso  nostro,  che  i  valori 
di  quelle  quattro  quantità  sieno  finiti  e  reali,  e  che  inoltre  i  due  an- 
goli 1^7<>x  e  Ot^»*  aleno  diseguali. 

%  37.  Per  chiarir  meglio  la  cosa,  gioverà  esaminare  varii  dei  casi 
che  la  questione  presenta  ;  cominciando  da  quelli  nei  quali  vogliasi 
annullare  un  sol  coefficiente  : 

1"  a'  =  0.  Per  r  =  0  la  [62]  dà  a'.Y'  -|-  %g'X  +  e'  =  0,  equazione 
che  dà  le  ascisse  dei  due  punti  ove  OX  seca  la  curva.  Ora  se  o'  =  0, 
una  di  queste  ascisse  diviene  infinita,  e  viceversa  ;  dunque  bisognerà 
assumere  Tasse  OX  in  modo  che  seciii  la  curva  in  un  punto  a  di- 
stanza infinita.  Sicché  la  trasformazioue  sarà  impossibile  nella  ellisse, 
che  non  è  secata  da  alcuna  retta  a  distanza  infinita;  possibile  nella 
iperbole,  ove  OX  dovrà  esser  parallela  a  un  asintoto;  e  possibile  nella 
parabola,  ove  OX  tiara  un  diametro,  purché  sia  pure  A'  :=  0. 

h'-=^.  Analoga  conclusiooe  rispetto  ad  OT. 

e'  ^=  0.  Bisognerà  portare  l'origine  sulla  curva  ;  il  che  è  sempre 
possibile  (tranne  quando  C  >  0  e  Aa  >  0,  poiché  allora  la  curva  è  im- 
maginaria). 

/■'  =  0.  Per  .Y  — 0  la  [62|  dà  h'Y'^ -\-%f'Y -Y  e' =^1,  equazione 
che  determina  le  ordinate  dei  due  punti  comuni  a  OE  e  alla  curva. 
Se  f'^^O,  sarà  0  il  punto  di  mezzo  di  quei  due  punti,  e  viceversa. 
Dunque  si  potrà  prendere  per  asse  delle  Y  una  retta  qualunque,  ma 
bisognerà  portare  l'origine  nel  punto  ove  essa  è  secata  dal  diametro 
coniugato  alla  sua  direzione. 

g't^O.  Analoga  conclusione  rispetto  ad  OX. 

h':=Q.  Il  diametro  coniugato  alia  direzione  OXè  a'.Y-f/i'K-j-(;'=^, 
il  quale  per  h'=:0  è  parallelo  a  OT;  e  viceversa.  Dunque  bisognerà 
prendere  gli  assi  OX,  OV  paralleli  a  due  diametri  coniugati  nella 
ellisse  e  nella  iperbole;  e  nella  parabola  basterà  che  l'asse  OX  aia 
un  diametro. 

2°  Passiamo  a  considerare  due  coefficieuti.   Possono  presentarsi 


P  _  Hy;  _ 

15  combinazioni,  l'esame  delle  quali  riesce  facile  appoggiandosi  ai 
6  casi  già  trattati,  e  però  non  le  tratteremo  singolarmente. 
Notiamo  solo  che  si  può  annullare  : 

a'  e  6',  a'  e  g',  a'  e  f\  a'  e  e',  b'  e  p',  h'  e  f,  b'  e  e',  solo  nella 
fperbole  (infatti  nei  detti  casi  C  ^  —  A"<  0)  ; 

a'  e  h',  b'  e  h'  solo  nella  parabola  (C'  =  0)  ; 

f  e  jf'  solo  nella  ellisse  e  nella  iperbole,  dovendo  allora  Torì- 
gine  cadere  nel  centro  (cfr.  i  casi  /"=:0  e  g'^O], 

3"  Fra  i  casi  in  cui  si  vogliono  nulli  tre  coefficienti,  noteremo 
che  si  può  rendere  nulli  : 

h',  f  e  g'  solo  nell'ellisse  e  nell'iperbole,  prendendo  per  assi 
due  diametri  coniugati  ; 

h',  f  e  c\  o  h',  ff'  e  e'  nelle  stesse  curve,  prendendo  per  asse 
OX  (o  OY)  un  diametro  e  per  asse  Or  (o  OX)  la  tangente  in  un  suo 
estremo. 

4"  Fra  i  casi  in  cui  sì  vogliano  nulli  quattro  coefficienti,  notiamo 
quelli  in  cui  si  annullano: 

a',  6',  f  e  g\  che  è  possibile  solo  nella  iperbole,  e  si  risolve 
preadendo  per  assi  gli  asintoti  ; 

o',  h',  f  e  &,  o  b\  h\  g'  e  e',  che  è  possibile  solo  nella  para- 
bola, e  si  risolve  prendendo  per  asse  un  diametro  e  la  tangente  nelhi 
sua  estremità. 


equazione  riferita  al  centro. 

%  38.  Dopo  aver  esposte  queste  considerazioni  generali,  passiamo 
a  trattare  con  tutti  gli  sviluppi  alcuni  dei  casi  testé  accennati,  co- 
minciando da  quello  della  sparizione  dei  termini  a  1°  grado  (/'':=0 
e  (7'=0)  e  del  termine  in  XY  (ft'— 0). 

Trasportando  l'orìgine  nel  punto  {x\  y')  senza  alterare  la  direzione 
degli  assi,  la  f  (.e,  y)  =  Q  diviene  {%  10) 

163]  a.V+27i.Yr+tJ  }-_)_2(a./.-'+hy'+ff).Y+2(/i.e'+6y'+/')  I'+r(x',  y')=0. 

Si  fanno  sparire  ì  termini  di  1°  grado  in  .V  e  Y,  eguagliandone  a 
zero  ì  coefficienti,  cioè  ponendo 

[64]  aa;' -f  Ai/' -f  £7  =  0,    haf  +  b>j' ^  f  =  0  ; 


ma  queste  due  equazioni  danno  per  w',  y'  le  coordinate  del  ceiiW 
(§  27  5")  ;  adunque  basta  prendere  come  nuova  origine  il  ceutro  della 
curva  (Bg.  85). 

Viceversa,  è  chiaro  che  una  equazione 
di  2"  grado  priva  dei  termini  a  1'  grad« 
non  si  altera  mutando  di  segno  ambedue 
le  coordinate,  il  clie  implica  che  l'orì- 
gine sia  uu  ceutro. 

Quindi    è   impossìbile    trasformare    la 
({a;,  y)  in  modo  che  svaniscano  ambedue 
i  termini  di   1"  grado,  quando  la  curva 
ò  una  parabola;  caso  che  peroraescla*   i 
diamo. 

Ciò  posto,  si  ha  dalla  |33| 


Per  conseguenza  la  |63]  si  riduce  a 

[05]  «,r'4-2?iA'r+()r'4-- 


Equazione  riferita  a  due  diametri  coniugati. 


%  39.  Dopo  aver  privata  l'equazione  dei  termini  a  Y  grado,  spo- 
steremo ora  la  direzione  degli  assi  intorno  al  centro  ;  il  che  si  esegue 
mediante  una  sostituzione  della  forma 


ove  a,  0,  a',  P'  hanno  analoghi  significati  che  nelle  [61],  e  si 
con  x^  y  le  nuove  coordinate. 

Per  effetto  di  tali  sostituzioni  la  {63]  prenderà  la  forma 

(67)  a'-TT'  -f  Wxy  +  b'y"  +  -^  =  0, 

essendo  evidente  che  le  sostituzioni  [66]  non  influiscono  sul  teit 
noto  della  [65). 
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Eseguendo  le  sostituzioni  [66] ,  si  ottengono  a\  ì>\  ìi  espressi  me- 
diante  1  coefficienti  a,  &,  li  della  [65]  e  le  quantità  a,  p,  a',  p':  sicché, 
attribuendo  a  a,  p,  a',  p'  valori  tali  da  render  nullo  ìi  \!^)^t  poi  sosti- 
tuendoli  nelle  espressioni  di  a'  e  ì>\  si  avranno  i  valori  di  ài  e  V  da 
porre  nella  [67]  ;  la  quale  allora  prenderà  la  forma 

[68]  a'^»  +  Vy^  +  T"  =  ^' 

che  dicesi  forma  canonica  della  f(a7,  y). 

Ma  possiamo  trovare  i  richiesti  valori  di  ol  e  ìf  senza  eseguire  i 
calcoli  indicati,  mediante  la  considerazione  degli  invarianti^  quando 
sia  dato  l'angolo  dei  novelli  assi,  che  chiameremo  Q. 

Noi  sappiamo  (§  10)  che 

I'    _    I  e     _  __c_ 

ponendo 

r  =  a'  +  V—  2^'cosQ,        C  =  a'b'  —  K^. 

Ora,  quando  si  suppone  IV  :=  0,  le  precedenti  eguaglianze  danno 

e  fanno  conoscere  la  somma  e  il  prodotto  di  a'  e  &';  sicché  a'  e  y 
sono  le  radici  della  equazione  di  2""  grado 

69  v' r-  / .  V  H i-  C  =  0, 

onde 


seii»uj  '    scn'u) 


170] 


'  scn*u»  (     —  r  scn'Q      j' 


''  =  lSSl'T  1/^-4=1^  c|. 


(*)  Al  fatto  si  trova 

h'  =  aap  +  /*(ap'  +  a'p)  +  fta'p'  =  0. 

Si  stal)ilisce  cosi  una  relazione  fra  a,  P,  a',  p';  e  poiché  questo  dijiendono  da  due  va- 
riabili^ si  potrà  ottenere  lo  scopo  desideralo  in  infiniti  modi. 
La  detta  relazione  coincide  con  la  [35]. 

(")  La  — i^  =  — m—  dai*cbbe  lo  stesso  che  la  — mFi= — ?--  • 
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Sui  quali  valori  bisogna  fare  due  osservazioni  : 

La  prima  si  è  che,  quando  la  curva  è  un'iperbole  (C<0),  la  quan- 
lità  sotto  radicale  è  positiva,  e  a',  b'  sono  reali,  qualunque  sia  l'an- 
golo dato  Q,  Ma  quando  la  curva  è  una  ellisse  (C  >  0),  allora  la 
quantità  positiva  eeuQ  deve  essere  data  abbastanza  grande,  in  modo 
che  la  quantità  sotto  radicale  non  sia  negativa,  altrimenti  a'  e  h'  ri- 
sulterebbero imraaginarii.  Laonde  gli  estremi  valori  possibili  di  senQ 
sono  quelli  che  annullano  il  radicale,  ossìa 


La  seconda  osservazione  riguarda 
il  doppio  segno  nei  valori  di  a'  e 
h'.  Quando  l'equazione  della  curva 
è  ridotta  alla  forma  {68|,  ad  ogni 
valore  dell'  una  coordinata  corri 
spendono  due  valori  eguali  ed  op- 
posti dell'altra,  e  però  gli  assi  delle 
coordinate  sono  due  diametri  con- 
iugati della  curva  (fig.  86  e  87). 
Ora  ad  ogni  coppia  di  diametri  con- 
iugati Ox,  Oj  inclinati  fra  loro  del- 
l'angolo Q  ne  corrisponde  un'altra, 
composta  dei  diametri  rispettivamente  simme- 
trici ai  due  primi  rispetto  agli  assi  della  curva 
ed  è  facile  vedere  che,  secondo  che  sì  riferisce 
la  curva  all'una  o  all'altra  coppia  dì  diametri, 
bisognerà  assumere  ì  segui  superiori  o  gli  in- 
feriori innanzi  ai  radicali  in  a'  e  b'  ("1. 

Giù  premesso,  bisogna  distinguere  due  casi: 

r  Nella  ellisse  (C  >  0)  a'  e  b'  hanno  lo  stesso 
segno  (§  5).  Scritta  la  [68]  sotto  la  forma 


(')  Vi  h  un'atln  spì^azioiie  del  (lo|ipki  segno  in  a'  o  A',  che  ò  d'acconlo  eoa  b 
[irecedente,  grazie  ulta  sinuuetricB  posizione  delle  due  coppie  di  dionietrì  in  questioBO. 
Presi  come  assi  delle  x  e  delle  y  due  dismetri  coniugali,  si  può  fare  lo  scsmMo  « 
prendere  il  primo  come  asse  delle  y  e  il  2*  come  asse  delle  .e,  il  che  eqnirale  a 
scambiaN  fra  loro  i  due  segni  preposti  a  cìuctrn  radicale. 
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se  Tellisse  è  reale,  i  coefficienti  di  a?'  e  y*  sono  positivi,   e  si  può 
porre 

[71]  -  -è-  =  «•*'  -  W  =  »'*' 

indicando  con  a^ ,  b^  quantità  positive;  onde  la  equazione ^i  ridurrà  a 

Siccome  per    y  =  0    si  ha    a?  =  +  ai , 
e  per    x=0    si  ha    y  =  +  &i , 

cosi  a,  e  &i  sono  le  lunghezze  dei  due  semidiametri  01  e  DB  (fig.  86) 
ai  quali  la  curva  è  riferita,  semidiametri  inclinati  sotto  l'angolo  Q. 
É  facile  poi  esprimere  ai  e  &«  in  funzione  dei  coefficienti  a,  &, . . . 
della  equazione  generale  e  dell'angolo  Q.  Infatti  dalle  [71]  si  scorge 
ohe,  mediante  la  sostituzione 

Tequazioue  [69]  si  trasforma  in  una  equazione  di  2''  grado  in  t: 

[73]  T«+-^T+-^^;^  =  0, 

la  quale  avrà  per  radici  ai*  e  &|*  ;  e  precisamente  sarà 

2*  Nella  iperbole  (C<0),  a'  e  &'  hanno  segni  opposti,  e  quindi 
nella  [68]'  1  coefficienti  di  a?*  e  y*  avranno  segni  opposti.  Se  nel  va- 
lore [70]  di  a'  supponiamo  che  +  sia  il  segno  di  A,  sarà  -7  positivo 

e  -jr  negativo;  e  potremo  porre 
(71]'  a«  — ^        h«— A- 
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indicando  con  a^  e  ò^  quantità  positive.   Allora  la  [68]'  prenderà  la 
forma  : 

Per    t/  =  0    la  [72]'  dà    oo=±a,, 
e  per    ^  =  0  b  !/  =  +  &i^ 

onde  si  conferma  che  di  due  diametri  coniugati  Tuno  seca  Tìperbole 
in  due  punti  reali  A,  A'  e  Taltro  in  due  punti  immaginari. 

Se  portiamo  sul  secondo  due  segmenti  OB,  OB'  eguali  a  +&i  (fig.  87), 
e  chiamiamo  la  distanza  BB'  =  2ì)^  lunghezza  del  diametro  coniugato 
al  diametro  AA',  potremo  determinare  a,  e  &«  mediante  la  [73],  che 
avrà  per  radici  «j*  e  — bj*,  e  porgerà 


[73]"  

ove  +  è  il  segno  di  A. 

§  40.  Qui  è  opportuno  accennare  alcuni  teoremi,  che  scaturiscono 
immediatamente  dalla  equazione  [73]. 

P  Si  ha  dalla  [73],  per  l'ellisse, 

il  quale  risultato,  indipendente  da  Q,  ci  dice  che  nella  ellisse  la  somma 
dei  qiMdrati  di  due  semidiametri  coniugati  è  costante. 

Si  ha  pure 

,     , A*  gennai 

onde 
[75]  a^  &j  sen  Q  =  +  ~  sen  uj  ; 

dunque  è  costante  Varea  (a,  h^  senQ)  del  parallelogrammo  costruito 
sopra  due  semidiametri  coniugati  della  ellisse. 


Da  ultimo  notiamo  che  nella  ellisse  esiste  una  coppia  di  diametri 
coniugati  eguali  (equiconiugati).  La  loro  lunghezza  b  e  il  loro  an- 
golo q>  8i  ottengono  dalla  [73]  supponendone  nullo  il  discriminante 
e  ponendo  T  =  b,  Q  =  <p  ;  e  quindi  si  ha  (•) 

Ve 


h  =  2c  >^~  2^^  »     ^^°  <p  =  +  2  sen  uj  ^  • 

É  facile  verificare  che  i  due  diametri  equiconiugati  sono  le  dia- 
gonali di  quel  rettangolo  (circoscritto  alla  curva)  che  ha  gli  assi 
per  rette  mediane.  E  siccome  abbiamo  dianzi  trovato  che  gli  estremi 
valori  possibili  di  sen  Q  sono  appunto  i  valori  di  sen  qp,  cosi  vediamo 
che  nell'ellisse  i  diametri  equiconiugati  son  quelli  che  fanno  il  mi- 
nimo angolo  acuto  (gli  assi  fanno  il  massimo,  cioè  l'angolo  retto). 

2°  Passiamo  all'iperbole.  Dalla  [73]  si  deduce 
[74]'  a^t-.6^>  =  -^, 

[75]'  afii  sen  Q  =  :t r  sen  w  ; 

sicché  nell'iperbole  è  costante  la  differenza  dei  quadrali  di  due 
semidiametri  coniugati^  ed  è  costante  Varea  del  parallelogrammo 
costruito  sopra  due  semidiametri  coniugati. 

Nell'iperbole  ortogonale,  essendo  /=0  (§  31)  onde  a^  =  &i,  ciascun 
diametro  è  eguale  al  coniugato;  il  che  dà  ragione  dell'epiteto  equi- 
latera ad  essa  attribuito. 

Privando  la  [72]'  del  termine  noto  1,  si  ha  l'equazione 

che  rappresenta  due  rette 


— ^=0,  ^+-^=o, 


ai  bi  rt|  ft| 


f  )  L'equazione  delFellisse  riferita  a  questi  diametri  sarà 

ar'  +  y«  =  6« 
come  quella  del  circolo  riferito  a  due  diametri  ortogonali. 

E.  d'Otidio  —  L4  proprietà  fondamentali  delle  curve  di  2?  ordine.  8 
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e  quali  passano  pel  centro  e  sodo  evidentemente  le  diagoDali  deI|B 

allelogrsmmo  adente  per  mediane  i  due  diametri  coniugati  AA',11', 
Dra  è  facile  vedere  che  le  coordinate  dei  punti  comuni  a  queste  (U»- 
g:onaIi  e  all'iperbole  sono  infinite,  vale  a   dire  che    le   dette  diago- 
nali sono  g-li  asintoti  dell'iperbole  (').  Dunque  gli   asintoti   sono  U 
iiagonali  di  tutti  t  parallelogrammi  aventi  per  mediane  dite  dia- 
metri coniugati. 
É  chiaro  poi  che  nell'iperbole  l'angolo  acuto  di  due  diametri ecm- 

ugati  ptiò  aver  tutti  i  valori,  da  sera  (per  un  asintoto)  a  un  retta 

per  gli  assi). 

Equazione  riferita  agli  assi. 

S  41.  1"  Le  precedenti  formole  relative  alla  ellisse  ed  alIaiperlXHt 

B 

SI  sempiincaiio  se  si  assumono   come  s^ 
delle  coordinate  i  due  assi  della  curva,  eie* 
i   due  diametri  coniugali  ortogonali. 

Infatti,  ponendo  Q  ~\^  chiamandoa,.*, 
le  lunghezze  OA,  OB  dei  semiassi  |fi^.  8&. 
l'equazione  [72]  della  ellisse  prende  la  for» 

I'"           ^  +  :&  =  >. 

H 

m 

cioè 
[79| 

e  flu',  V  sono  le  radici  della  equBKtODen 

(•)  U  stesso  risulta,  «la  dalla  [3il],  sìa  dal  ricordare  che  per  la  [34]  l'equoM 
foinpleasiva  dogli  otàntoti  deve  differire  da  quella  dell'iperbole  solo  nel  lemiìiMi»» 
e  quCHto  dev'casei'  nullo  ora  che  l'orìg^o  ò  sugli  nsintott. 

(")  Le  radici  di  questa  equazione  sono  quelle  della  [46]' molti plioate  per  —  ^  *n*«i 
o\Tero  quelle  della  [57J  moltiplicalo  per  _?'°  "* . 

Si  noti  che  la  conica  e  nu'elliase  reale,  un'ellisse  immaginaria,  o  iin'Ìporlal<  («** 
secoodocliò  la  equazione  [78]  o  la  [73]  o  la  [57]  presenta  2, 0,  1  varLiuione  «  «^ 

2'  L'equazione  [72]  dell'iperbole  riferita  ai  proprii  assi  è 

cve  2eio  =:  Al'  è  la  lunghezza  dell'asse  (fig.  89) 
ohe  seca  la  curva  (asse  focale  o  trasverso  o 
^rtmo),  e  ^„:='SB'  si  chiama  la  lunghezza 
dell'esse  che  non  seca  la  curva  (asse  imma- 
ginario 0  secondo). 
Le  flo*t  V  sono  date  dalle 


Potremo  supporre  sempre  preso  come  asse  delie  x  l'asse  maggiore, 
vale  a  dire  «o  >  li„  :  alìora  nelle  [79]  +  è  il  segno  di  A. 

E  qui  notiamo  che,  essendo  A'  il  massimo  valore  che  può  assumere 
!1  radicale  nelle  j73l',  ne  segue  che  dei  due  assi  delia  ellisse  l'uno 
è  il  massimo  e  Valtro  il  minimo  fra  i  diametri. 

Inoltre  si  ha  dalla  [78] 


o.,'  +  K 


è.T 
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< 


[79]' 


ove  +  è  il  se^rno  di  A. 

Segue  dalle  [73)"  e  [70]'  che  fra  i  diametri  che  secano  l'iperbole 
fasse  focate  è  il  miniano,  e  fra  ijuellì  die  non  secano  l'altro  asse 
è  il  minimo. 


Si  ha  pure 

[     a„*  —  f'fl»  =  — '■ 

[80]' 

„„_,      A 

[    ■'■      (-<;,» 

Da  ultimo  si  ha 

181] 

«.■+v=+4^ 

ma  il  2°  membro  Tu  trovato  eguale  al  quadrato  della  distanza  fra  un 
ftioco  e  il  centro  (§  32,  eq.  |58[),  dunque  nell'iperbole  la  distanza  di 
un  fuoco  dal  centro  è  l'ipotenusa  di  un  Iriangolo  rettangolo  di  cui 
i  cateti  sono  i  semiassi. 
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Altro  modo  di  ottenere  l'equazione  riferita  agli  assi. 

*§  42.  À  rendere  più  elementare  la  riduzione  dell'equazione  f(a?,y)=0 
quando  si  prendono  per  assi  delle  coordinate  gli  assi  della  curva, 
supponiamo  che,  dopo  aver  trasportata  l'origine  al  centro,  si  mutino 
(se  occorre)  le  direzioni  degli  assi  delle  coordinate  in  modo  che  di- 
vengano ortogonali  (basta  mutarne  un  solo)  :  allora  la  f(x^  y)  =  0, 
che  già  si  era  ridotta  alla  forma  [65] 

ax^  -t-  2hooy  +  &i/*  -f  ^  =  0, 

conserverà  la  stessa  forma,  solo  che  a,  &,  h  muteranno;  e  poniamo 
che  essa  divenga 

a'Z»  +  2h'xr  +  &'  r*  +  -^  =  0. 

Ciò  posto,. si  facciano  rotare  i  due  attuali  assi  di  un  angolo  a  in- 
torno al  centro  ;  bisognerà  mutare  X  e  Y  e  in  x  cos  a  —  y  san  a  e 
X  sen  a  -j-  y  cos  a,  e  l'equazione  diverrà 

a,x^  +  2h,xy  +  ì),y^  +  A.  =  o, 

ove 

flj  z=  a'cos'a  +  2/i'5en  a  cos  a  +  &'sen*a, 

6j  =z=  a'sen'a  —  2/i'sen  a  cos  a  +  &'cos'a, 

2/1,  =  —  2a'sen  a  cos  a  +  2/i'(cos*a  —  sen'a)  -|-  2&'8en  a  cos  a* 

Dalle  due  prime  relazioni  si  deduce 

[82]  a,  +  &,  =  a'  +  &', 

[83]  a,  —  &i  =  {a!  —  V)  cos  2a  +  2;i'sen  2a, 

e  dalla  terza 
[84]  2h,  =  —  (a'  —  V)  sen  3a  +  2/i'cos  2a. 

Dalle  [82],  [83],  [84]  si  possono  ottenere  a, ,  &, ,  2h^  in  funzione  del- 
l'angolo arbitrario  a. 
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Volendo  che  svanisca  il  termine  in  xy^  bisognerà  porre  2h^  =  0, 

ossia 

—  (a'  —  V)  sen  2a  +  2/i'cos  2a  =  0 , 

onde 
[85]  tg2a  =  ^, . 

Questa  formola  dà  per  2a  infiniti  valori  ;  e  se  si  chiama  2ai  Fan- 
golo  positivo  e  minore  di  ir  che  ha  per  tangente  ,^  ■,,  tutti  i  detti 
angoli  saranno  compresi  nella  formola  2a  =  2a|  -f-  ^^9  onde 

ove  /(  è  un  numero  intero  positivo  0  negativo.  L'aggiunzione  0  sot- 
trazione di  quattro  quadranti  non  alterando  la  direzione  dei  lati  di 
un  angolo,  potremo  limitarci  a  prendere  /t  =  0,  1,  2,  3,  ed  avremo 
rispettivamente 

a  =  a,,       at+-2-,     a, +  2-^,      a,  +  3  —  ; 

avremo  cioè  due  rette  perpendicolari  fra  loro,  che  dovremo  prendere 
per  assi  coordinati  ;  ed  è  indifferente  di  prendere  Tuna  0  Taltra  per 
asse  delle  a?,  ed  è  arbitraria  la  direzione  positiva  0  negativa  su  cia- 
scuna, poiché  l'equazione  non  contiene  che  a?'  e  v*.  Se  prendiamo 
per  a  il  valor  minimo  a^ ,  avremo  per  asse  delle  x  positive  quella 
direzione  che  fa  l'angolo  minimo  a, . 
Dalla  [85]  si  ricava 

sen2a,  = ,      cos2ai  = 


+  è  il  segno  di  h!  (poiché  sen2a,  >  0,  essendo  0  <  2a,  <  tt).  Allora 
la  [83]  dà 

(a'  -  &')*  +  4tf* 


a,  —  ì),=  '    '  =  4-  >/(a'  —  y  )»  +  4/1'* 

±  ^[a'  —  VY  +  4/1'*      " 

e  questa  combinata  con  la  [82]  porge 

a,  =  i  (a'  +  fe'  +  >^(a'— fe')*  +  4/i") 
h,  =  è  (a'  +  &'  hF  y(a'— &r  +  4/i'*)  ; 


e  requazioue  si  riduce  aliti  forma  canouica 

[86|  a,x'  +  b,y^+  ^^'^■ 

Se  ora  supponiamo  che  la  curva  eia  una  ellisse,  e  chiamiamo 

e  +bg  le  parti  (reali)  che  la  curva  taglia  bui  propri!  assi  a  partire 
dal  centro,  rultima  equazione  darà 


per  V  ~0,    (7(|'  =  - 


<->•, 


onde 


in  conseguenza  la  equazione  [86]  si  riduce  a 

Quando  poi  la  curva  è  una  iperhole,  basta  mutare  b^  in  b^f,^ 
equazione  si  riduce  a 


Iperbole  riferita  agli  asintoti. 


%  43.  Quando  la  curva  è  una  iperbole,  la  sua  equazione  sì  pa6 
ridurre  a  uua  Torma  semplicissima, 
preudeudo  per  assi  delle  coordinate 
gli  asintoti  (fig.  90). 

Infatti  è  chiaro  che  allora,  l'ori- 
gine essendo  nel  centro,  l'equazione 
mancherai  dei  termini  a  1'  grado 
(§  138),  e  avrà  la  forma 

a'x^  +  2h'xy  +  6V  -\-~'=zQ. 

Inoltre  mancheranno  i  termini  coi  quadrati  delle  coordinate;  poiché 
ponendo  i/^O  l'equazione  deve  dare  per  x  due  valori  infiniti,  e 


L 
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quindi  (§  11)  dev'esser  nullo  il  coefficiente  di  a?*  ;  e  similmente 
ponendo  a?  =  0  si  devono  trovare  per  y  due  valori  infiniti,  e  quindi 
dev'esser  nullo  il  coefficiente  di  y*.  Sicché  Tequazione  avrà  la  forma, 
bilineare  è  simmetrica  in  x  e  y: 

[87J  2h'xy  +  ^  =  0  (•); 

e  si  tratta  di  determinare  h'  in  funzione  dei  coefficienti  della  f  (a?,  y). 
A  tale  uopo  bisognerebbe  applicare  alla  [65]  le  sostituzioni  [66]  : 

jT  =  CUT  +  pv,        r  =  a'a?  +  p'v, 

e  poi  eguagliare  a  zero  i  coefficienti  di  x*  e  y*^  e  trovare  i  conse- 
guenti valori  di  a,  p,  a',  p'. 

Ma  possiamo  (come  pel  caso  di  due  diametri  coniugati)  ottenere  h' 
senza  eseguire  la  trasformazione,  mediante  le  solite  proprietà  inva- 
riantive.  Infatti,  essendo  attualmente  a'  =  0  e  &'=:0,  sarà 

/'  =  —  2/i'cos  Q,        C  =  —  h'\ 

detto  Q  rangole  compreso  fra  quelle  direzioni  degli  asintoti  che  si 
vogliono  assumere  come  positive  ;  quindi  le  [14]  e  [15]  daranno 

188]  -^'""'°         '  -*"  ^ 


sen*Q  86n\u  ^       8en*Q         sen'ui 

Dividendo  la  2*  delle  [88]  pel  quadrato  della  1'  si  ha 

[89]  tgQ  =  ±  ^^!^^sen  ui, 

onde 
[89]^  cosQ  =  ±  ^ , 


O  Si  può  anche  dimostrare  osservando  che  Tequazione  [34]  degli  asintoti  differisce 

da  quella  della  curva  solo  pel  termine  noto,  che  deve  essere  diminuito  di  -^.  Ma  at^ 

tualmente  Tequazione  degli  asintoti  è  a?^  =  0,  dunque  quella  della  curva  sarà  della 
forma 

2h'xy  +  A  =  0. 
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ciascuna  delle  quali  forinole  determina  l'angolo  degli   asintoti  (*). 
Fra  i  segni  -|-  e  —  si  sceglierà  il   segno  di  /  o  l'opposto,   secondo 
che  si  assegnano  le  direzioni  positive  sugli  asintoti  in  modo  che 
comprendano  un  angolo  acuto  o  ottuso. 
Dividendo  poi  la  2»  delle  [88]  per  la  !•  e  per  la  [89]',  si  trova 

Avuto  1i\  si  sostituirà  nella  [87],  che  diverrà 

[90]  xy  =  L\   . 

posto 

.  [91]  ^'  =  ±  ^i  (")' 

ovvero  per  la  [81] 

^,  _  qp"  +  V  ^ 


Equazione  riferita  a  un  diametro  e  alla  tangente 

nella  sua  estremità. 

§  44.  Ora  esporremo  una  riduzione  della  f (a:,  y)  =  0,  ohe  vale 
anche  per  la  parabola,  anzi  è  la  più  semplice  e  la  più  usitata  ridu- 
zione dell'equazione  di  una  parabola. 

Prendasi  per  asse  delle  X  un  diametro  qualunque,  e  per  asse  delle 
Y  la  tangente  nella  sua  estremità.  Allora  ponendo  X=0  la  [62]  deve 
dare  per  Y  due  valori  nulli,  onde  (§  11)  o'  =  0  e  f'  =  0.  Inoltre  il 
diametro  coniugato  all'asse  delle  F,  ossia  7i'-X'  + &'F  +  /^  =  0,  deve 
coincidere  con  l'asse  delle  JT,  onde  V  =  0  e  T  =  0. 


(*)  La  [89]  conferma  che  gli  asintoti  sono  perpendicolari  quando  /£=0,  vale  a  dire 
quando  Tiperbole  è  equilatera  (cfr.  §  3i-l*). 

Quando  la  f  (a?,  y)  =3  0  rappresenta  due  rette,  la  forinola  [89]  dà  V angolo  delle 
due  rette,  e  queste  sono  perpendicolari  se  /=0. 

('*)  Prendendo  per  direzioni  positive  degli  asintoti  quelle  nel  cui  angolo  cade  un 
punto  dell*iperbole,  risulteranno  a;  e  y  del  medesimo  segno  per  quel  punto,  onde  anf 
sarà  positivo,  come  anche  L^.  Allora  nella  [91]  +  sarà  il  segno  di  A.  Inoltre  risul- 
terà xy  positivo  per  ogni  punto  della  curva,  il  che  conferma  che  i  due  rami  della 
curva  cadono  Tuno  in  un  angolo  degli  asintoti  e  Taltro  nelFopposto. 
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Sicché  Tequazione  diverrà 

[92]  a'X^  +  &'  r*  +  2q'X  =  0, 

nel  caso  deirellisse  e  deiriperbole. 

Nel  caso  della  parabola,  dovendo  inoltre  la  equazione  per  F  =  0 
dare  un  valore  di  X  infinito,  sarà  anche  a'  =  0,  e  però  Tequazione 
si  ridurrà  a 

[92]'  &'r»-f-2flf'jr=0. 

P  Occupiamoci  prima  della  [92]  (•);  ed  osserviamo  che  per  otte- 
nere a^  V^  q\  si  potrebbero  fare  nella  f(a7,  y)  le  sostituzioni  [61],  indi 
eguagliare  a  zero  le  espressioni  di  ìiy  f^  d ^  assegnare  in  conseguenza 
dei  valori  convenienti  ai  coefficienti  delle  dette  sostituzióni  (il  che 
potrà  farsi  in  infiniti  modi),  e  da  ultimo  determinare  a',  &',  q\  Ma 
possiamo  determinare  più  presto  a\  ìf,  g^  mercè  gFinvarianti,  quando 
è  dato  rangole  Q  dei  nuovi  assi.  Infatti  le  [14],  [15],  [16]  divengono 

[931        2l±^=^J—       J^=__^       -  h'o*^  _    A 

*  sen'Q         sen^ui  '      sen'Q       sen'ui  '       sen'Q         sen'ui  * 

Le  due  prime  conducono  agli  stessi  valori  [70]  Ai  a'  ^  V  trovati 
nel  caso  di  due  diametri  coniugati.  Indi  la  3*  fornirà 

,94]  ^- =  +  !?11^  I/Z4:  . 

Sui  doppi  segni  preposti  ai  radicali  contenuti  nei  valori  [70]  di  a' 
e  &',  è  da  notare  che  neir ellisse  e  nellMperbole  vi  sono  due  coppie  di 
diametri  coniugati  inclinati  fra  loro,  e  quindi  anche  alle  tangenti  nei 
loro  estremi,  sotto  Tangolo  Q  ;  secondochè  si  sceglie  un  diametro 
dell'una  0  dell'altra  coppia  come  asse  delle  Z,  bisognerà  adottare  i 
segni  superiori  0  gli  inferiori  (•*). 

Quanto  poi  al  doppio  segno  +  neir espressione  [94]  di  ^,  esso  di- 
pende dal  fissare  come  direzione  positiva  dell'asse  delle  X  quella  dal- 


(*)  Preferiamo  trattare  direttamente  la  questione;  ma  il  calcolo  sarebbe  assai  più 
breve  partendo  dall'equazione  [72]  0  [72]'  della  curva  riferita  al  diametro  che  qui  si 
considera  e  al  suo  coniugato. 

(**)  Nella  ellisse  si  potrà  anche  dire  :  secondo  che  si  sceglie  Tuno  0  Taltro  diametro 
di  una  stessa  coppia,  poiché  amendue  secano  la  curva. 
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rorigine  verso  rinterno  o  verso  Testerno  della  curva,  e  sarà  quindi 
facile  scegliere  nei  siugoli  casi. 
Da  quanto  precede  si  rileva  che  Tequazione  [92]  può  scriversi  cosi  : 

I95J  r  •  =  2pX  +  qX\ 

posto 

2l>  =  --f-,     g  =  — y-. 

Nel  caso  della  ellisse  dalle  [71]  si  trae  subito 
e  poi  anche 

onde  eliminando  sen  Q  mediante  la  [75], 
Con  questo  la  [95]  diviene 

[96]  r»=2-^x--^jr* 

nel  caso  della  ellisse.  L'asse  positivo  delle  X  è  diretto  verso  Tinterno, 
perchè  F  =  0  dà  JT  =  2a^. 

Similmente  si  ha  per  la  iperbole 

[96]'  F«  =  2  -^  X+  -^  X\ 

« 

L'asse  positivo  delle  X  è  diretto  verso  Tinterno,  perchè  F  =  0  dà 
jr=  — 2a,. 

2"  Sesta  a  trattare  il  caso  della  parabola,  Tequazione  della  quale 
abbiam  ridotta  alla  forma  [92]'.  Dovremo  porre  nelle  [93]  a'  =  0  e 
C  =  0;  allora  la  1'  dà 

&'=^/, 
la  2^  si  riduce  a  una  identità,  e  la  3*  dà 


«■=±l/-4- 
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Quindi  si  vede  che  Tequazione  della  parabola,  riferita  a  un  diametro 
e  alla  tangente  nell'estremo  di  esso  (ohe  facciano  Tangolo  Q),  ò 

[97]  Y*  =  2pXy 

posto  2p  =  — ^;  e  può  assumersi 

dirigendo  Tasse  positivo  delle  X  verso  Tinterno  della  curva. 

Il  coefficiente  2p  nelle  equazioni  [96]  e  [97]  vien  chiamato  parametro 
corrispondente  a  quel  diametro  che  si  è  scelto  come  asse  delle  Z(*). 

§  45.  In  particolare,  Tequazione  della  parabola,  riferita  al  proprio 
asse  (diretto  verso  Tinterno  della  curva)  e  alla  tangente  nel  vertice,  è 

[99]  y*  =  2Px, 

ove 


[100]  2P  =  2sen»ui 


V-^r- 


E  Tequazione  deirellisse  o  deiriperbole,  riferita  all'asse  (diretto  da 
un  vertice  verso  Tinterno)  ed  alla  tangente  in  quel  vertice,  è 

[101]  |/*  =  2-^a?  +  -^a?V 

Il  coefficiente  2  — ^  nella  ellisse  e  nell'iperbole,  e  il  coefficiente  2P 
nella  parabola,  si  chiama  fd^rametTO  principale  o  lato  retto  della  curva. 


Riduzione  speciale  della  parabola. 

*§  46.  La  riduzione  della  equazione  f  (a?,  v)  =  0  nel  caso  della  pa- 
rabola può  essere  trattata  in  modo  più  elementare,  come  segue  : 

Cominciamo  dal  supporre  che  gli  assi  primitivi  siano  ortogonali 
(se  non  fossero  già  tali  basterebbe  spostarne  un  solo). 


(•)  Risulta  dalle  [96],  [96]'  e  [97]  che  nelFellisse  Y»  è  minore  di  2pXy  nella  iper- 
bole maggioro,  nella  parabola  eguale.  Questa  proprietà  fu  quella  che  suggerì  i  nomi 
di  ellisse,  iperbole,  parabola  (Pappo,  Collectiones  mathematicce,  lib.  VII). 
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Ciò  premesso,  essendo  C  =  0,   onde  a&  =  /i*,   saranno  a  e  b  dello 
stesso  segno,  e  potremo  supporli  positivi  (•)  e  porre 

ove  +  è  il  segno  di  h. 
Allora  la  f  (a?,  y)  =  0  diverrà  (cfr.  §  8) 

[102]  (^  >^à±  y  i/fiT)»  +  2gx  +  2/V  +  e  =  0. 

Ora  facciamo  rotare  gli  assi  di  un  angolo  qp,  compreso  fra  0  e  ir, 
e  tale  che  sia 


tg(p  =  +  l/^f,     onde     cos(p  =  +[/^,     sen(p=[/^; 

e  trasformiamo  le  coordinate  mediante  le  sostituzioni 

co  =  Xcosqp  —  Fsenqp,      y  =  Xsenqp  +  Fcosq), 
onde 

w  —  -^  ,      y  — ::i^;^ . 

La  [102]  diverrà 


ovvero,  riducendo  il  quadrato, 

che  indicheremo  più  brevemente  con 

&,r*+  2^,X+  2AF+  e,  =  0. 


(*)  Uno  di  essi  potrà  anche  esser  nullo,  ma  non  tutti  e  due;  altrimenti,   essendo 
anche  A  =  0,  la  f  (a?,  y)  scenderebbe  al  !•  grado. 
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Ora  trasportiamo  rorigine  in  un  punto  indeterminato  (X\  F)  mercè 
le  sostituzioni 

ed  avremo 

Determiniamo  Y'  in  modo  che  annulli  il  coeficiente  di  y,  cioè 
prendiamo 


b 


1 


e  poi  determiniamo  anche  JT'  in  modo  che  svanisca  il  termine  costante^ 
cioè  poniamo 

onde 

rf  —      (^i^^  +  fi)  Y'  +  fi^'  +  g|  _       fjY'  +  Ci_       h,c,^f^ 

Dopo  tutte  queste  trasformazioni  Tequazione  si  ridurrà  a 

ovvero 
[103]  !/*  ==  2P^, 

posto  -— ^  =  P,  ovvero 

(a  +  &)i 

La  [103]  rappresenta  la  parabola  riferita  all'asse  ed  alla  tangente 
nel  vertice  ;  poiché  :  1°  essa  è  riferita  a  coordinate  ortogonali  ;  2*  per 
ogni  valore  di  x  si  hanno  due  valori  eguali  ed  opposti  di  v;  S""  per 
a:  =  0  si  ha  1/  =  0. 
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EserciziL 

$  47.  Chioderemo  la  nostra  esposizione  con  una  raccolta  di  eser- 
cizii«  che  propoDìamo  al  lettore.  Parecchi  di  essi  non  sono  che  ap- 
plicazioni ad  esempii  numerici  delle  formole  più  rilevanti  fra  quelle 
date  nelle  pagine  precedenti.  In  altri  sono  enunciate  delle  proprietà 
scelte  in  guisa,  che  la  dimostrazione  ne  riesca  focile  col  solo  sussidio 
delle  cose  innanzi  STiluppate.  In  alcuni  è  anche  indicata  una  diversa 
dimostrazione  di  proprietà  già  stabilite  nel  corso  della  esposizione. 

1.  Discutere  la  curva  rappresentata  daUa  equazione 

5x*~4yy-f  y«  — 5x  — 2y  —  19  =  0    (posto  ui  =  90") . 
Si  ha  (cfr.  $  3) 

a  =  5,    A  =  2,    b=\,    g  =  —  l.    r=  — 1.    e  =  —  19, 

5      2-i 
A=  2      1-1      i, 

—  i  -1  —  19    : 

G  =  — 2-ri  =  i,    F=  — 5-^5  =  0,     C  =  5  — 4=1, 
e  sviluppando  A  secondo  la  3*  lìnea 

A  =  -  I .  i  —  1  .  0  —  19  .  1  =  —  I  —  19  =  —  V- 

Poiché  OO  e  Aa  <0,  la  curva  è  un'ellisse  reale  (|  5). 

I  diametri  coniugati  agli  assi  coordinati  sono  (§  27  o  29) 

lOjT-f  4y  —  5  =  0,    2j:-fy  — 1=0. 

II  centro  1$  27  o  29)  ha  per  coordinate  |  e  0,  e  però  è  suirasse 
delle  X. 

Attualmente  (||  10  e  28) 


7=5-fl  =  6,    i[=V36  — 4=V32  =  4^2. 
L'equazione  complessiva  degli  assi  è  ($  28,  eq.  [42]) 

(  j:  —  i)*  —  2  (0?  —  è»  y  —  y*  =  0; 
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le  equazioni  separate  degli  assi  medesimi  sono 

Le  lunghezze  dei  semiassi  son  date  dalle  formole  (§  41  o  42) 

ao*=T(3  +  2y^J),    V  =  t(3-2v^); 
e  l'equazione  della  curva  riferita  agli  assi  è 


X' 


+  .T 


y' 


'i(3  +  2V^)      V(3-3y2) 


=  1 


2. 


3a?*  +  4a:i/  +  l/»  — Sa?  — 2i/  +  21  =  0  (ui  =  90«). 


A  = 


3  2  —  1 
2  1  —1 
1-1       21 


G  =  — è,    F=0,    C==  — 1,    A=:J  — 21  =  — 

La  curva  è  un'iperbole. 

I  diametri  coniugati  agli  assi  coordinati  sono 

6x  +  4y  —  3  =  0,     2a?  +  1/  —  1  =  0. 

II  centro  è  (| ,  0). 

L'equazione  complessiva  degli  asintoti  è  (§  27-8'') 

30?' +  4in/ -h  1/*  —  3a?  —  2ì/ -f  J  =  0, 
0  anche  (§  28-5") 

3(^-J)'  +  4(a7-è)i/  +  i/«  =  0; 

e  le  equazioni  separate  sono 

6a?  +  2i/  —  3  =  0,    20?  +  2ì/  —  1  =  0. 
Si  ha  poi 
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7=4,      /ir  =  |/16-f4=2>^5. 


L'equazione  complessiva  degli  assi  è 


(a7_j)i-(a?-J)|/-y«  =  0, 
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e  le  loro  equazioni  separate  sono 

207  — i/(l±v^5)  — 1  =  0. 
L'equazione  riferita  agli  assi  è 


X' 


y' 


^(v/5  +  2)       ^^(y^5-2) 
ed  agli  asintoti  {%  43) 

xy  =:  — l —  . 

8 


=  1, 


3. 


4a;*  +  4a;j/ +  y»  —  5a;  —  2ì/ —  10  =  0    (iu  =  90'') 


A  = 


4      2 
2      1 

1-1 


-1 

—  1 

—  10 


G  =  è,     F  =  -l,     C  =  0,    A=-5+l  =  - 


1 


—  155         /:z3  5. 


^  =  —  11,       J5  = 

La  curva  è  una  parabola. 

L'asse  è  (§  28-9«) 

10^  +  5i/  —  6  =  0. 

Il  vertice  (§  28-9^)  ha  per  coordinate  (--10,96  e  23,12). 

Il  parametro  principale  (§  45  o  46)  è  -^  . 
L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è 

25 


5a?»  +  4iC|/  + 1/'  —  2a;  +  5  =  0    (lu  =  90°) 


A  = 


5  2—1 
2  10 
1       0       5 


G  =  l,     F=  — 2,     C=l,    A=-l+5  =  4, 

J  =  6,     A^  =  4y/2. 
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L'equazione  rappresenta  un'ellisse  immaginaria. 
I  diametri  coniugati  agli  assi  coordinati  sono 

5a?  +  2y  —  1  =  0,      2a?  4-  y  ==  0. 

TI  centro  è    (1,-2). 

L'equazione  complessiva  degli  assi  è 

(^  _  1  )t  _  2  (a?  -  1)  (y  +  2)  -  (y  +  2)«  =  0, 

e  le  equazioni  separate  sono 

^  —  (l  ±  V^)  y  =  3  ±  2  v^2 . 


L'equazione  riferita  agli  assi  è 


x^ 


z:t  +  - 


y' 


4(3  +  2>/2)        4(3— 2>/2) 


5. 


30?»  —  ^ocy^-  2ì/*  +  3a?  —  2y  =  0. 


A  = 


3-1  i 
I  2  — 1 
I  —1       0 


L'equazione  rappresenta  due  rette  iperboliche,  cioè  reali  e  secantisi 
nel  punto  (2,  3). 
Le  equazioni  delle  due  rette  sono  (%  8) 

3»  —  2y  =  0,    a?  —  y  +  1  =  0. 


6. 


2rr'  —  'ìxv  +  i/*  +  2»  +  1  =  0. 


A  = 


2  —1  1 
1  1  0 
1       0       1 


G  =  -l,    Fz=  —  \,    C=l,    A  =  — 1  +  1  =  0. 

E.  d'Ovidio  —  Le  proprietà  fondafMntali  d§ll§  curve  di  j8*  ordine. 
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L'equazione  rappresenta  due  rette  ellittiche,  cioè  immaginari* 
secantisi  nel  punto  reale  (-^1,  —  1).  Le  loro  equazioni  sono 


7.  a?*  —  2xy  +  y*  —  2a?  +  2f/  —  8  =  0, 


A  = 


1  —1  — 1 
1  1  1 
1       1  -8 


G  =  0,    F=0,    C=:0,    A  =  0. 

L'equazione  rappresenta  due  rette  paraboliche,  cioè  parallele  e  re 
perchè  A  =  —  9  <  0. 
Le  loro  equazioni  sono  (S  7) 

a:--y— 4  =  0,    x  —  y  +  2  =  0, 


8.  140?*  —  Aa!ìj  +  111/'  =  60    (iw  =  OO^). 

C=  14  .  11  —  2*  =  150,    A  =  cC=  —  60  .  150  =  —  900. 

La  curva  è  un'ellisse,  che  ha  per  centro  Torigine. 
I  diametri  coniugati  agli  assi  delle  coordinate  sono 

707  — 1/  =  0    e    ar  — llj/  =  0. 
Poiché 

7  =  25,     ^=5, 

Tequazione  complessiva  degli  assi  è 

ar«  +  3xy  —  2y^  =  0, 
e  le  equazioni  separate  sono 

a7  +  22/  =  0,     2x  —  y  =  0. 

L'equazione  riferita  agli  assi  è 
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9 


1  Ix^  +  8^xy  —  2V  =  156    (w  =  90") . 
C  =  — 2028,    A  =  2028.156,    /  =  — 13,    ^  =  91 


La  curva  è  un'iperbole,  che  ha  per  centro  rorigine. 
L'equazione  complessiva  degli  asintoti  si  ottiene  ponendo  zero  in- 
vece del  termine  noto  156,  e  le  equazioni  degli  asintoti  sano 

lla?-t-2(21  +  13>/3)i/=0. 
L'equazione  complessiva  degli  assi  è 

6a?'  —  5xy  —  6i/'  =  0, 
e  le  equazioni  separate  ne  sono 

ar  —  3^  =  0,     Sxi'2y  =  0. 
L'equazione  riferita  agli  assi  è 


€d  agli  asintoti 


4         3   "~  ^' 


xu==-^. 


10. 


{a?4-2/)'  +  2^  =  7    (u)  =  90o), 


A  = 


1  1  1 
1  1  0 
1        0—7 


(?  =  —  !,     F=l,     C  =  0,     A  =  — 1. 

^  =  -7,      5  =  — 8,      1  =  2, 

La  curva  è  una  parabola. 

L'asse  è    2a?  +  22/  +  1  =  0    e  il  vertice    (3,725  e  —  3,875)  • 

L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è 


2 
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11.  x*+Zxy  =  2a! 

rappresenta  le  due  rette  reali 

a?  =  0,        x-\-3y  =  2. 


12.        3x*—4xy  +  2y*  +  '7x  —  5v^3  =  0    (u)  =  90*), 


A  = 


3  —2  ì 
2  2  -  i 
J-i-3 


<?  =  -2,    F=è,    C  =  2,    A  =  — 7-5  — 6  =  -V, 

/=5,      K=^VÌ. 

La  curva  è  una  ellisse,  che  ha  per  centro  ( — 1,  \). 
Il  punto  (1,  1)  è  sulla  curva,  e  la  tangente  in  esso  ha  per  equi 
zione  (S  13) 

9x  —  5y  —  4  =  0. 

Le  equazioni  degli  assi  sono 

i&c + 4  (i  ±  yr?)  y  4- (15  +  yr?)  =  0. 


L'equazione  riferita  al  centro  è 


X' 


:=-s  + 


y* 


g  (5  +  )/17)       lì  (5  -  y/17) 


=  1 


13. 


ajy -f- a»  —  51/ =  0    (iju  =  90<'). 


A  = 


0 

é 
1 


0 


5 
t 


1 

i 

0 


(?  =  -ì,    /?•  =  *,    C  =  =  J,    A  =  -5-|  =  -|, 


/=0,        A^=.l. 
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La  curva  è  un'iperbole  equilatera^  che  passa  per  rorigine   ed  ha 
per  centro  il  punto  (5,  —2). 
Gli  asintoti  ne  sono 

a?  =  5,        j/  ZZI  —  2, 
e  gli  assi 

L'equazione  riferita  agli  assi  è 

a?»  —  !/•  =  20, 
ed  agli  asintoti 

ocy  =  10. 


14 


40?»  — 12a?2/  +  V  —  36a? +  100  =  0    (u)  =  90*) 


A  = 


4  —  6  —  18 
6        9       0 
18      0       100 


G  =  162,    F  =  108,     C  =  0,    A  =  —18.162, 

A  =  900,     B  =  76,     /  =  13. 

La  curva  è  una  parabola,  che  ha  per  asse  2a?  —  3y  —  ff  =  0  e  per 
vertice  «y?-,  UH). 
L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è 

.      108  i/l3  ^ 

2/'  = —  X. 

169 


15. 


2y«  +  7a;i/  +  3a?*— 3y  +  a?  =  2    (u)  =  90»). 


A  = 


I  -J- 


7 

2 

J 


1 

s 

i 

2 


vr  —  4    ,       x»  ^    ,       ^  —  ^    ,       AA g  8      12   ^* 


L'equazione  rappresenta  due  rette  reali  e  convergenti  nel  punto 
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(1,  --1),  e  le  loro  equazioni  separate  sono 

3a?  -I-  y  —  2  =  0,        0?  +  2y  -f  1  ==  0. 

16.  ÌOco*  +  6xy  +  5|/'  =  10    (iw  =  are  cos  |). 

C  =  50  -  9  =  41,      A  =  —  41 .  10, 


La  curva  è  una  ellisse,  che  ha  per  centro  Torigine. 
L'equazione  complessiva  degli  assi  è 


3a?« 

—  5xy 

-0, 

e 

le 

equazioni  separate  aono 

0?  — 

0, 

3a?~ 

■5y- 

:0. 

L' 

equazione  riferita  agli 

assi  è 

0?* 

2 

1^     32 
41 

=  1. 

17.  ^*  — 3a;y +  !/*  +  !  =.0    (ui^eO») 


/=l  +  l  +  3cos60"=J,     ^-=1/^,5  +  4.5.1  =  4. 

La  curva  è  un'iperbole,  che  ha  per  centro  l'origine. 
Gli  asintoti  ne  sono 

2x^{3±}/d)y  =  0, 

e  gli  assi 

0?  +  2/  =  0. 

L'equazione  riferita  agli  assi  è 

3  ^   -^' 

ed  agli  asintoti 

ccy  =  i. 
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18.     9x^  +  2Axy  +  I6y^  +  22^  -|-  461/  +  9  =  0    (ui  =  90^). 


A  = 


9 

12 

11 

12 

16 

23 

11 

23 

9 

(?  =  100,    F=-75,     C=:0,    A  =  11.100  — 23.75  =  -^625, 

^  =  —  385,      5  =  —  40,      7=26. 

La  curva  è  una  parabola,  che  ha  per  asse  3a?  +  4y  +  5  =  0  e  per 
vertice  (—18,8  e  0,16). 
L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è 


19 .  2jc«  —  5xy  +  5?/*  =  1     (ui  =  90°). 

C  =  10  -  «f  =  i/ ,     A  =  —  \^ , 
/=7,      K=^M. 
La  curva  è  un'ellisse,  che  ha  per  centro  Torigine,  e  per  assi 

5^— (3±>/34)|/  =  0. 


L'equazione  riferita  agli  assi  è 

+ 


X' 


y* 


,^  (7 + m)    ,\  (7  -  v'sì) 


=  1. 


20. 


2ar*  —  òxy  +  6y  =  1    (w  =  90*). 


A  = 


2  — ì       0 
ì       0       J 

0     s  — 1 


o  =  — 


25 
4    ) 


F=-5,     C  =  -^/,     A  =  -«^«^ 
7=2,      ir  =  v^29. 


2b 
4    9 
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La  curva  è  un'iperbole,  che  ha  per  centro  (1,  |),  per  asintoti 


e  per  assi 


a;  =  1    e    2cc  — 5y  -{-2  =  0, 

25a?  +  5  (8  ±  y2§)  1/  =  33  ±  4  1/29. 
L'equazione  riferita  agli  assi  è 


a?' 


y* 


ed  agli  asintoti 


iAV^-\-2)      i*5  (1/59-2) 


=  1, 


^       25 


21.        2a?«  — 3a;y  +  3y»  +  a!— 7|/  +  1  =  0    (io  =  90'), 


A  = 


2  - 


ì 


è  - 


3 

ì 


7 
f 


1=5,       ^'=1^10. 


4  f 


La  curva  è  un'ellisse,  che  ha  per  centro  (1^  |),  e  per  assi 

90?  —  3  (l ± ylò) y  =  U±5  yiO. 


22. 


0  = 


2^ 


0? 


2a?i/  y» 


207 


2y 


/.«  /»A       1       A«  /T  Al        •      *   ^* 


a'  ab     ^     b*  a  b 


A  = 


F  = 


1 


a» 
a 


b 


i_ 
a 

ì_ 
b 


a*6  ' 


C  =  0,    A  =  --rr-,-:;5M  =  - 


2 


a«6« 


4 


^  =  0,      B  =  0,     /  = 


«'  +  ^'  +  2<lftC08UJ 
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La  curva  è  una  parabola,  che  ha  per  asse 


JH y_    , 


a«  — 6« 


a 


a*  -I-  6*  -H  2a^osiu 


=  0 


e  per  vertice 


a6*(rtco9ui  -f  bf 


a^b{a  +  ^08ui)' 


(a«  +  6« -j- 2a^03uj)'  '       (a«  +  6*  +  2a6cosuj)« 


e  tocca  gli  assi  delle  coordinate  alle  distanze  a  e  h  dairorigine. 
L'equazione  riferita  all'asse  e  al  vertice  è 


y'  = 


4a*6's«n'ui 


(al  -f  6*  +  2aboomy 


X. 


23.  Esaminare  i  luoghi  rappresentati  dalle  seguenti  equazioni 

(a?  +  1/  —  5)«+  (ar  —  31/  —  1)«  =  3, 

(3x  -  2y  +  1)»+  (407  +  1/  -  3)'  =  0, 

(3y  -  2.r  —  5)  {2y  +  3a?  +  1)  =  2, 

(5y  —  2ar)«  =3x  —  y, 


y  =  j/iT*  —  3j7  -j-  4 . 


24.  Il  punto  comune  a  due  rette  Xa?+|ny+v=0,  Vir+M'2/+v'=0 
è  esterno  o  interno  o  sulla  conica  f  (a;,  y)  =  0,  secondoohè 


0 

0 

X 

M 

V 

0 

0 

V 

H' 

v' 

X 

X' 

a 

A 

a 

M 

M' 

h 

& 

r 

V 

v' 

0 

r 

e 

0, 


25.  L'equazione  dei  due  punti  comuni  alla  retta  (u',  x!)   ed  alla 
conica  f (a?,  y)  =  0  è 


F(m',  r') .  F(u,  t?)  —  (^li'u  +  . .  .  +  C)«  =  0. 
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26.  L'equazione  delle  tangenti  alla  conica  f{Xj  y)  =  0  nei  suoi 
punti  d'incontro  con  la  retta  (u,  v)  è 

F(u,  v) .  f  (a?,  y)  +  A(uj7  +  t?y  +  1)»  =  0. 

Questa  è  anche  Tequazione  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  dal 
punto  (Xy  y). 

27.  Luogo  dei  punti  medi!  delle  corde  tirate  a  una  conica  da  un 
punto  dato  (Newton,  Principia^  I). 

28.  Dimostrare  (mediante  Tequazione  polare  [47]  della  curva),  che 
se  Torigine  è  sulla  curva,  la  tangente  nell'origine  è  gx-\-  fy  =  0,e 
dedurne  (per  mezzo  di  una  trasformazione  di  coordinate)  l'equazione 
della  tangente  in  un  punto  qualunque  (a?',  y'). 

29.  L'equazione  complessiva  degli  assi  della  conica  t(Xyy)  =  0 
può  ricevere  anche  la  forma 

ax-\-hy  +  g  hx-\-by  +  f 

30.  Il  prodotto  dei  rapporti,  secondo  cui  i  successivi  lati  di  un  po- 
ligono sono  divisi  da  una  conica,  è  l'unità  (Carnot,  Géom.  de  posU 
tion,  235). 

31.  Dal  §  30-3''-4'*,  dedurre  l'equazione  della  conica  riferita  a  un 
diametro  e  alla  tangente  nel  suo  estremo,  o  a  due  diametri  coniugati. 

32.  L'equazione  dei  punti  ciclici  (in  coordinate  plùckeriane)  è 

w'  —  2uy  cos  uj  -|-  r*  =  0. 

33.  Gli  angoli  di  una  retta  reale  con  le  rette  ohe  vanno  da  un 
punto  reale  ai  punti  ciclici  hanno  per  tangente  + }/—  1 . 

34.  L'angolo  di  due  rette  moltiplicato  per  2  V—  1  è  il  logaritmo 
del  rapporto  anarmonico  delle  due  rette  con  le  due  che  vanno  dal 
vertice  ai  punti  ciclici  (Laguerre,  Nouv.  Ann,,  1863). 

Questa  importante  proprietà  riduce  le  relazioni  metriche  angolari 
a  relazioni  proiettive. 
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35.  Le  coordinate  dei  vertici  di  una  ellisee  o  iperbole  (rorigine  al 
centro)  si  possono  calcolare  mediante  la  [42]  e  la  [65]  combinate  con 

la  X*  +  2XrQ0s iD+  y  =^{—I±K)  che  si  deduce  dalle  [79]. 

Si  ha  linearmente 


e  anche 


.r  +  ^  .Y*  +  ^,  (&  cos  lu  -  ft)' =  0, 

y*  +  fr  y*  +  cJ^,  {a  C08  tu  -  A)»  =  0. 

36.  Se  Tellisse  o  l'iperbole  è  riferita  a  due  diametri  coniugati,  le 
cui  lunghezze  siano  2a  e  2&,  sarà  la  sua  equazione 

e  l'equazione  della  polare  o  della  tangente  relativa  al  punto  (os*^  y*) 


e  la  condizione  perchè  la  retta  Xa?  +  jny  +  v  =  0  tocchi  la  curva 

ovvero  Tequazione  tangenziale  della  curva 

a^u""  +  &«t?*  =  1  ; 
e  le  equazioni  delle  tangenti  parallele  alla  retta  X^  +  MI/  =  0 


\x  +  \xy  =  ±  ya*X«  +  &V'. 

37.  Se  la  parabola  è  riferita  a  un  diametro  e  alla  tangente  nella 
sua  estremità,  detto  2p  il  parametro  corrispondente  a  quel  diametro, 
l'equazione  della  curva  sarà 

y*  =  2px  ; 
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e  Tequazione  della  polare  o  della  tangente 

e  la  condizione  perchè  una  retta  Xa?  4-  l^y  +  v  =  0  tocchi  la  curva 

pjLi*  =:2Xv, 

ovvero  Tequazione  tangenziale  della  curva 

,       2 

P 

e  Tequazione  della  tangente  parallela  alla  retta  Xo?  +  MV  =  0 

Xa?  +  M2/+^  =  0. 

38.  Ogni  parallelogrammo  iscritto  in  una  conica  a  centro  ha  i 
lati  paralleli  a  una  coppia  di  diametri  coniugati  che  ne  sono  le  linee 
mediane,  e  può  avere  per  diagonali  un'altra  coppia  di  diametri  con- 
iugati. Un  parallelogrammo  circoscritto  gode  della  seconda  proprietà, 
ma  può  non  godere  della  prima. 

Ad  ogni  coppia  di  diametri  coniugati  corrispondono  infiniti  paral- 
lelogrammi iscritti  coi  lati  paralleli  ad  essi,  ed  un  solo  circoscritto. 
Ad  ogni  coppia  di  diametri  coniugati  come  diagonali  corrisponde  un 
sol  parallelogrammo  iscritto  e  infiniti  circoscritti. 

Fra  i  parallelogrammi  iscritti  vi  ha  infiniti  rettangoli  (che  hanno 
i  lati  paralleli  agli  assi),  e  fra  i  circoscritti  anche  infiniti  (tra  coi  un 
solo  ha  i  lati  paralleli  agli  assi).  Fra  gli  iscritti  vi  ha  pure  infiniti 
rombi  (di  cui  uno  ha  per  diagonali  gli  assi),  e  fra  i  circoscritti  in- 
finiti. 

39.  Il  luogo  dei  punti  tali,  che  le  tangenti  da  essi  condotte  alla 
ellisse  0  airiperbole  sieno  ortogonali,  è  un  circolo  concentrico  alla 
curva  e  di  raggio  y^a*  +  b*  (sicché  neiriperbole  è  immaginario  quando 
a<b).  Nella  parabola  il  luogo  èia  direttrice  (Delàhirb,  Con.^  Vili). 

Poiché  nelle  coniche  a  centro  le  equazioni  di  due  tangenti  orto^ 
gonali 

Xa?  +  M2/  =  v^a^X*  ±  ftVN    ^x^\y  =  >/àV±"ò*X*, 

quadrate  e  sommate  danno 

x^  +  y^  =  a''±b*; 
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e  nella  parabola  le  analoghe 

X^  +  W  +  ^'  =  0,       M^  -  Xy  +  1^  =  0, 

eliminata  y,  danno  a?  =  —  4'- 

Si  potrebbe  invece  calcolare  l'angolo  delle  due  tangenti  da  un 
punto,  e  poi  supporre  l'angolo  retto  (o  solo  costante). 

40.  Se 

è  l'equazione  di  una  ellisse  o  iperbole  riferita  a  due  diametri  coniu- 
gati, allora  dette  (oo'^  y')y  (o(f\  y'O  le  coordinate  degli  estremi  di  due 
diametri  coniugati,  si  ha 

-;^=±V'     7ir=±-|r   (Chasles,  Ap.  hisL), 

a?'*  +  a:"»  =  a\     y'*  +  y"*  =  ±  &*. 

Se  poi  la  curta  è  riferita  agli  assi,  dette  2a| ,  2&i  le  lunghezze  degli 
stessi  due  diametri,  e  posto 


=  y/a*+&%    e  =  -i-=j/l  +  Ìl, 


(a>ì)  per  Tellisse);  si  ha 

«1*  =  ±  ^'  +  «'«^S    ±  2?i*  =  a«  —  eV*, 

onde  :  è  costante  la  somma  o  differenza  dei  quadrati  di  due  diametri 
coniugati  (Apollonio,  Con.^  VII). 

La  distanza  fra  il  centro  e  la  tangente  nel  punto  (af^  y')  è  4~9  ^ 

l'angolo  fra  i  due  diametri  coniugati  ha  per  seno  —r-\  onde:  è  co- 
stante l'area  del  parallelogrammo  che  ha  per  due  lati  due  semidia- 
metri coniugati  (Apollonio,  VII). 

41.  Nelle  stesse  ipotesi,  la  normale  nel  punto  T'(x\y')  ha  l'equa- 
zione 


essa  divide  rascisaa  del  punto  P'  nel  rapporto  costante  ^ 
5,  TU'  i  punti  ove  seca  g:li  assi,  si  ha 

P'S  ^  *-^.         P'V  =  '^.       P-S  .  P'5'  =  b,\ 

e  risulta  costante  (=6'oa')  il  prodotto  di  FR  o  P'5'  per  la  e 
fra  il  centro  e  la  tang:ente  in  P'  (Chasles,  Ap.  fitst.). 

42.  L'ellisse  è  in  omologia  col  circolo  descritto  sopra  unsi 
rispetto  a  questo  asse  e  al  punto  all'infinito  sull'altro  asse. 

Sviluppare  le  conseguenze  di  questa  omologìa  ^Archimede, 
Sp/i.,  V). 

In  particolare,  a  due  diametri  coniugati  dell'ellisse  corrJspi 
due  diametri  ortogonali  del  circolo. 

Se  ^  -f  ^^:  I  è  l'equazione  dell'ellisse  riferita  agli  i 
l'angolo  di  »x  col  raggio  vettore  del  punto  omologo  di  {x,  y),  i 
sono  esprimere  x  ey  in  funzione  della  variabile  <p  (anomalfa  < 
trica  di  Keplero)  mediante  le  relazioni 


Per  l'iperbole  - 


x'  =^a  aec  v, 
V  essendo  un  angolo  variabile. 


x^  a  cos  (p,      1/  =  ù  sen  cp  : 

—  1^  =  1  si  ha 


43,  Per  la  conica  "V  i  77  ==  *  riferita  ai  suoi  assi,  le  equ 
delle  due  coppie  di  diametri  coniugati  formanti  l'angolo  Q  i 


fl'i/*  +  b'^r'  +  xy  ^c'  tg'Q  4-  4a*b^  =  0, 

e  le  equazioni  di  quelle  coppie  di  diametri  che  fanno  coi 
coniugati  l'angolo  Q  sono 

fl'y'  +  6*a;'  +  e'  tg  Q  .  jry  =  0. 

Quando  la  conica  è  riferita  a  due  diametri  qualunque,  rultima  e 
zione  diviene 

senojfaa:'  -|-  SA-ry  -j-  &!/') 

+  tgQ  ]  {acostii  ~  !i]x^ -\- [a  —  b)xy  —  {bcositi  —  fin/*]  =■ 


L'equazione  dei  diametri  equiconiugati  allora  è 

/  (ax*  +  2hxij  +  by*]  —  2C  (ic*  +  2xy  eos  uj  +  y*)  =  0. 

44.  Equazione  polare  della  conica  riferita  al  centro. 

45.  Un  diametro  dell'ellisse,  girando  intorno  al  centro,  decresce 
continuamente  dall'asse  maggiore  al  minore.  Nell'iperbole  cresce  dal- 
l'asse trasverso  a  un  asintoto,  per  cui  è  infinito  ;  e  poi  diviene  im- 
maginario. 

46.  La  differenza  fra  due  diametri  coniugati  è  minore  di  quella 
fra  gli  assi. 

47.  È  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  inverse  di  due  diametri 
ortogonali,  e  vale  —  -r — j—  (Plùckeb,  Enticiclielungen,  II). 

48.  fi  costante  il  prodotto  dei  segmenti  che  una  tangente  mobile 
(o  una  coppia  di  diametri  coniugati)  taglia  da  due  tangenti  parallele 
fisse  (Apollonio,  III}. 

49.  È  costante  il  prodotto  dei  segmenti  che  due  tangenti  parallele 
(0  due  diametri  coniugati)  variabili  tagliano  da  una  tangente  fissa, 

50.  Il  valore  di  f {.e,  i/)  differisce  pel  fattore  contante ^^  dal  rap- 
porto del  quadrato  di  una  tangente  condotta  dal  punto  {x.y)  al  qua- 
drato del  semidiametro  parallelo. 

Nella  parabola  f{x,v]  difi'erisce  pel  fattore  —  y— -/  ''**  rapporto 
del  segmento  di  diametro  fra  il  punto  (a:,!/)  e  la  curva  al  parametro 
relativo  al  diametro. 

51.  I  due  segmenti,  che  una  iperbole  e  i  suoi  asintoti  intercettano 
Bu  qualunque  trasversale,  hanno  lo  stesso  punto  medio. 

In  particolare,  la  parte  di  una  tangente  all'iperbole  compresa  fra 
gli  asintoti  è  bisecata  dal  punto  di  contatto  {Apollonio,  li). 

52.  Il  triangolo  formato  dagli  asintoti  con  qualunque  tangente  è 
di  area  costante  (Apollonio,  III). 


63.  Ogni  parallelogrammo,  che  abbia  due  vertici  opposti  sull'iper- 
bole e  i  lati  paralleli  agli  asintoti,  ha  una  diagonale  direttaal  centro. 

£4.  Le  rette  che  uniscono  due  punti  fissi  dell'iperbole  a  un  punto 
mobile  di  essa,  determinano  sa  un  asintoto  un  segmento  costante 
(Brpakohon). 

BB.  La  parte  di  un  diametro  di  parabola  che  è  compresa  fra  le 
corde  ad  esso  coniugate  condotte  per  due  punti  qualunque,  è  eguale 
alla  parte  compresa  fra  le  polari  dei  due  punti. 

Bfi.  Nella  parabola  la  tangente  e  la  normale  in  un  punto  fauno 
con  l'asse  un  triangolo:  le  proiezioni  dei  due  primi  lati  sul  terzo 
sono,  runa  bisecata  dal  vertice  (Apollonio,  I),  l'altra  costantemente 
eguale  al  semiparametro. 

B7.  Nella  parabola  i  parametri  corrispondenti  ai  singoli  diametri 
sono  in  ragione  inversa  dei  quadrati  dei  seni  delle  inclinazioni  dei 
diametri  alle  rispettive  corde  coniugate. 

58.  He  Ha  e  21)  sono  gli  assi  di  una  ellisse  o  dì  una  iperbole,  sarà 
cr='^a*^^t)*  la  distanza  di  un  fuoco  dal  centro,  e  =  — ^^l/llp  — 
l'eccentricità,  ^  la  distanza  tra  il  centro  e  una  direttrice. 

1  raggi  focali  relativi  a  un  punto  [x,  y)  della  curva  riferita  ai 
propri  assi,  sono 

a-j-ex,     a  — ex  nell'ellisse, 

+  (o  -f  ex),  T  (a  —  «i»)  nell'iperbole 

(se  +  è  il  segno  di  x)\  onde  è  costante  la  somma  o  difTerenza  dei 
raggi  focali  (Apollonio,  III),  mentre  il  prodotto  dei  due  ragg'i  fo- 
cali è  il  quadrato  del  semidiametro  &,  coniugato  di  quello  che  va  al 
punto  {x,  y}. 

B9.  Le  distanze  dei  fuochi  dalla  tangente  in  (.r,  y)  stanno  ai  rsg-gi 
focali  nel  rapporto  b:t',;  onde  segue  che  il  prodotto  delle  due  distanze 
è  costante  {Kbill,  Philos.  Trans.,  1709),  e  che  la  tangente  fa  angoli 
eguali  coi  raggi  focali  (Apollonio,  III). 

60.  Nella  parabola  la  distanza  tra  il  fuoco  e  il  vertice,  e  quella 


fra  il  vertice  e  la  direttrice,  sono  eguali  alle  quarta  parte  del  para- 
metro prinoipale. 

61.  Il  parametro  principale  di  una  qualunque  conica  misura  la  corda 
coQtlotta  pel  fuoco  perpendicolarmente  all'asse. 

62.  La  podaria  di  un  fuoco  eì  può  ottenere  quadrando  e  sommando 
l'equazione  \x  -j-  \iy^  ±  Va^X*  -f  6V  di  una  tangente  e  quella  della 
perpendicolare  tiratale  dal  fuoco  tia:  —  \y —■  +  ne,  e  si  trova  il  cir- 
colo ic'  '\-  y'  =  a*  descritto  sull'aase  focale.  Nella  parabola  si  trova 
la  tangente  al  vertice. 

63.  Equazione  polare  della  conica  riferita  al  fuoco  (Kbplbbo). 

64.  Sono  costanti  :  la  media  armonica  fra  i  due  segmenti  di  una 
corda  focale,  il  rapporto  di  tutta  la  corda  al  quadrato  del  diametro 
parallelo,  la  somma  di  due  corde  focali  parallele  a  due  diametri  con- 
iugati, la  somma  delle  inverse  di  due  corde  focali  ortogonali. 

66.  Le  due  tangenti  da  un  punto  qualunque  fanno  angoli  eguali 
coi  raggi  focali  del  punto  (Poncelkt,  Propr.  proj.,  478). 

66.  L'angolo  dei  raggi  focali  diretti  ai  termini  di  una  corda  è  bi- 
secato dalla  retta  che  va  al  polo  della  corda  (Dblabibe). 

67.  È  costante  l'angolo  dei  raggi  focali  diretti  ai  punti  ove  una 
tangente  mobile  seca  due  tangenti  fisse  (Poncblet,  464). 

68.  Nell'iperbole  la  distanza  tra  un  fuoco  e  un  asintoto  è  eguale 
al  semiasse  secondario. 

69.  La  distanza  di  un  punto  dell'iperbole  da  un  fuoco  è  eguale  alla 
distanza  dalla  direttrice,  contata  parallelamente  a  un  asintoto. 

70.  Le  tangenti  a  uua  conica  dai  suoi  fuochi  sono  dirette  ai  punti 
ciclici  del  suo  piano.  Quindi  i  fuochi  (reali  e  immaginarli)  dì  una 
conica  sono  quattro  vertici  del  quadrilatero  completo  formato  dalle 
coppie  di  tangenti  (immaginarie)  condotte  alla  conica  dai  due  punti 
ciclici  del  suo  piano  [Poscelet,  457;  PlìIcker,  II),  e  gli  assi  sono 
due  diagonali  dello  stesso  quadrilatero. 

I  due  fuochi  immaginarli  di  una  parabola  sono  i  punti  ciclici  del 
&ìi(i  piano. 
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71.  Ogni  circolo  che  passi  pei  fuochi  reali  determina  sulle  tan- 
genti nei  vertici  un  rettangolo  le  cui  diagonali  toccano  la  conica 
(Apollonio,  III). 

72.  II  parametro  corrispondente  a  un  diametro  della  parabola  è 
quadruplo  della  distanza  fra  il  punto  estremo  del  diaii.etro  e  il 
fuoco. 

73.  L'angolo  fra  due  tangenti  della  parabola  è  metà  deirangolo 
fra  i  raggi  focali  dei  punti  di  contatto  (Poncelet,  465). 

74.  Il  circolo  circoscritto  al  triangolo  di  tre  tangenti  della  para- 
bola passa  pel  fuoco  (Lambert,  Orbilae  cometarum,  I). 

Le  altezze  dello  stesso  triangolo  si  secano  sulla  direttrice  (Steiner, 
Ann.  Oerg.^  XIX).  L'area  del  triangolo  è  metà  di  quella  del  triangolo 
dei  punti  di  contatto  (Gregory,  Cambridge  matìi,  Journ.,  II). 

75.  Luogo  dei  centri  delle  coniche  che  passano  per  quattro  punti 
dati  0  toccano  quattro  rette  date  (Newton,  I). 

Luogo  dei  poli  di  una  retta  data.  Inviluppo  delle  polari  di  un  punto 
dato. 

78.  Un'iperbole  equilatera  è  individuata  da  quattro  punti.  Per  tre 
punti  dati  passa  un  fascio  di  iperboli  equilatere.  Il  quarto  punto  co- 
mune è  l'incontro  delle  altezze  del  triangolo  dei  tre  punti  dati 
(Brianchon,  Poncelet,  Ann,  Gerg,^  XI).  Il  luogo  dei  centri  è  il  cir- 
colo che  passa  pei  punti  medii  dei  lati  del  triangolo,  pei  piedi  delle 
altezze,  ecc.  (Magnus,  Aufgaben^  etc,  I). 

77.  Se  r  =  0,  r'  =  0,  r''  =  0  sono  le  equazioni  dei  lati  di  un  trian- 
golo autoconiugato,  l'equazione  della  conica  può  ridursi  alla  forma 
(canonica) 

ar'  +  aV*  +  a'V"«  ^  0, 
e  viceversa. 

78.  I  vertici  di  due  triangoli  autoconiugati  rispetto  a  una  conica 
sono  su  una  conica,  e  i  lati  toccano  una  conica  (Steiner). 

79.  Il  circolo  circoscritto  a  un  triangolo  autoconiugato  rispetto  a 
un'iperbole  equilatera  passa  pel  centro  di  questa  ;  e  una  delle  para- 
bole iscritte  nel  detto  triangolo  ha  per  fuoco  il  centro. 
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80.  Vi  sono  00  coniche  confocali  a  una  data.  Esse  sono  iscritte  in 
uno  stesso  quadrilatero  (immaginario). 

Se  la  conica  data  è  ^  +  4t=^^    sarà    -^^ [- -r~r —  =  1  una 

delle  confocali. 

Se  la  data  è  f  (m,  v)  —  0,  sarà  f  (u,  v)  +  P(u'  —  2ut?cos  u)  + 1?*)  =  0 
una  delle  confocali. 

Per  ogni  punto  passano  due  coniche  confocali  di  specie  diversa,  e 
si  tagliano  ortogonalmente. 

81.  Due  coniche  a  centro  sono  simili  e  similmente  poste  (omote- 
tiche), quando  i  coefficienti  dei  termini  a  2"  grado  nelle  loro  equazioni 
cartesiane  sono  proporzionali,  ossia  quando  gli  asintoti  sono  paralleli. 
E  due  parabole  simili  sono  eguali  (congruenti)  (Archimede,  Con.  et 
sph.\  Apollonio,  VI). 


Cenni  storici. 

§  48.  Noi  siamo  stati  assai  parchi  di  citazioni  storiche,  salvo  che 
negli  esercizi  del  paragrafo  precedente.  Stimiamo  quindi  utile  ag- 
giungere alcune  sommarie  indicazioni,  attinte  al  classico  Apergu 
histOìHque  ecc.  del  compianto  Chaslrs,  alla  recentissima  Analytische 
Geometrie  del  Baltzer,  e  altrove. 

In  Apollonio  Pergeo  (Conica^  247  a.  Cr.)  si  trovano:  le  denomina- 
zioni ellisse^  iperbole,  parabola^  lato  trasverso  (l'asse  focale),  lato 
retto,  diametro,  diametro  coniugato,  iperbole  equilatera;  le  più 
cospicue  proprietà  dei  diametri  coniugati  e  dei  raggi  focali  ;  il  fonda- 
mento della  teoria  dei  poli  e  polari  ;  gli  asintoti  come  diagonali  dei 
parallelogrammi  costruiti  su  semidiametri  coniugati. 

Pappo  (Collect,  math.,  VII)  reca  la  proprietà  del  rapporto  costante 
fra  le  distanze  dei  punti  della  conica  dal  fuoco  e  dalla  direttrice. 

Desargues  (Brouillon-projet  etc,  1639)  introdusse  i  nomi  para- 
metro,  fuoco,  involuzione;  considerò  gli  elementi  all'infinito;  trattò 
gli  asintoti  come  tangenti;  stabili  Tinvoluzione  delle  coppie  di  punti 
coniugati  su  una  retta;  assimilò  una  coppia  di  rette  a  una  conica; 
scopri  il  triangolo  autoconiugato  per  tutte  le  coniche  di  un  fascio  o 
schiera. 
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Ebplbbo  usò  la  denominazione  :  eccentricità. 

Dblàhire  (Sectiones  conicae  eie.,  II,  1685)  introdusse  il  nome  diret- 
trice; osservò  che  gli  asintoti  sono  in  armonìa  con  due  diametri 
coniugati;  studiò  i  fuochi  dal  punto  di  vista  da  noi  adottato  (|  32). 

Caenot  {De  la  corrélation  etc.,  1801)  diede  la  nozione  di  quadri- 
latero completo. 

Sbrvois  (Annales  de  Gergonne^  1811)  e  Gbegonke  (Ann.^  1813> 
usarono  rispettivamente  i  nomi  polo  e  polare.  Il  secondo  formulò  la 
legge  di  dualità  (Ann.  XVI),  e  il  concetto  di  classe  (XVIII). 

PoNCELET  {Traité  des  propriétés  projectives  etc.,  232)  stabilì  il 
metodo  delle  polari-reciproche.  Egli  considerò  i  due  fuochi  immagi- 
nari (470)  e  i  punti  ciclici  (94). 

Pluckbe  diede  una  base  analitica  alla  legge  di  dualità  mercè  le 
coordinate  della  retta  {Entwickelungen  etc.,  II).  Egli  provò  Tomo- 
logia  di  due  triangoli  coniugati  {Journ.  Creile^  V). 

Hesse  (/&.,  XXII)  introdusse  la  denominazione  di  punti  coniugati. 

Infine  ci  corre  l'obbligo  di  avvertire  che  il  teorema  del  §  30  lo  ab- 
biamo denominato  da  Newton  che  lo  enunciò  per  le  curve  di  grado 
qualunque  (Enumeratio  etc,  II);  ma  pel  caso  delle  coniche  era  già 
in  Apollonio  (III). 


fine. 
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PREFAZIONE 


Quando  pubblicai  l'opuscolo  «  Le  proprietà  fondafnentali  delle  curve  di 
2^  ordine  studiate  mila  eqtmzione  generale  di  2^  grado  in  coordinate  carte- 
siane »  (*),  mi  venne  da  molti  espresso  il  desiderio,  che  io  ponessi  mano  ad 
un'analoga  pubblicazione  sulla  teoria  delle  superficie  di  2^  ordine.  Mi  si  fa- 
ceva riflettere,  ed  io  stesso  riconosceva,  come  fosse  questo  un  argomento  più 
ampio  e  più  difficile,  e  tuttavia  meno  sviluppato  nei  trattati  e  nelle  lezioni 
orali  ;  onde  più  utile  ne  sarebbe  certo  riuscita  per  i  giovani  studiosi  una  espo- 
sizione elementare,  ma  pure  informata  allo  spirito  dei  moderni  metodi  geo- 
metrici ed  algebrici,  simile  a  quella  di  cui  avevo  dato  un  saggio  per  le  curve 
di  2®  ordine. 

Attratto  intanto  da  altri  studii,  io  non  ebbi  a^o  di  dedicarmi  senza  inter- 
ruzione al  paziente  lavoro  che  esige  la  composizione  dì  un  libro  didattico  ; 
ma  recentemente,  avendo  dovuto  curare  la  2*  edizione  del  citato  opuscolo  (**), 
risolsi  di  troncare  gl'indugi. 

A  chi  conosce  l'opuscolo  sulle  curve  di  2!"  ordine,  io  non  ho  bisogno  di 
spiegare  lo  scopo  del  presente,  che  tanto  a  quello  è  affine  nella  sostanza  e 
nella  forma.  Ho  avuto  in  mira  di  esporre  la  discussione  della  equazione  ge- 
nerale dì  2^  grado  fra  tre  coordinate  cartesiane,  e  la  riduzione  della  equazione 
medesima  alle  forme  più  semplici  ed  usitate,  assegnando  anche  le  principali 
proprietà  delle  singole  superficie  da  quella  equazione  rappresentate;  ma  senza 
estendermi  a  trattare  dei  sistemi  di  due  o  più  superficie,  salvo  qualche 
caso  particolare. 


O  Torino,  Loescher,  1876. 

f  *)  Torino,  Loescher,  1883.  Talora  citerò  questa  2*  edizione  indicandola  brevemente 
con  Con»  (Coniche). 
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Questa  volta,  dirigendomi  a  un  lettore  più  esperto,  ho  stimato  opportuno 
di  fare  uso  frequente  delle  coordinate  Plùckeriane  dei  piani,  e  d'introdurre 
l'omogeneità  nelle  formole,  indicando  le  coordinate  sia  di  punti  sia  di  piani 
mediante  i  rapporti  di  tre  variabili  a  una  quarta.  Ho  anche  adottato  la  nota- 
zione a  doppio  indice  pei  coefficienti  dell'equazione  di  2"*  grado,  a  fine  di  ren- 
dere le  formole  più  simmetriche  ed  espressive  e  facili  a  ricordare  (*). 

Una  raccolta  di  esercizii  (applicazioni  numeriche,  teoremi  da  dimostrare, 
ecc.)?  ed  alcuni  cenni  storici  chiudono  la  esposizione. 

È  superfluo  avvertire  che  il  mio  modesto  volumetto  non  ha  la  pretensione 
di  sostituire,  neanche  in  parte,  i  pregevoli  trattati  del  Salmon,  dell'HESSE, 
del  Baltzkr,  ecc.  (**);  come  del  resto  nessuno  di  questi  potrebbe  sostituire 
gli  altri.  Sarò  anzi  pienamente  pago  dell'opera  mia,  se  la  lettura  di  queste 
pagine  contribuirà  a  render  più  facile  e  più  proficuo  ai  nostri  giovani  lo 
studio  di  quei  classici  trattati  e  delle  importanti  Memorie  originali,  di  cui  è 
ricca  la  Geometria  delle  superficie  di  2"*  ordine. 

Mi  è  grato  da  ultimo  esprimere  un  sincero  ringraziamento  al  signor 
D' F.  Gerbaldi  già  mio  assistente,  pel  valido  aiuto  prestatomi  durante  la 
preparazione  e  la  stampa  del  presente  lavoro. 

Torino,  aprilo  1883. 


(')  I  paragrafi  segnati  con  asterisco  possono  esser  tralasciati  in  una  prima  lettura. 

(**)  Salmon,  A  Treatise  on  the  analytic  Geometry  of  three  dimensions,  ^  Salmos^ 
Anaìytische  Geometrie  des  Raumes  bearheitet  von  Fiedler.  —  Hesse,  Vorlesungen 
ùber  annlytische  Geometrie  des  Raumes.  —  Baltzer,  Anaìytische  Geometrie, 
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Prime  nozioni  sulle  quadriche. 


§  1.  L'equazione  generale  di  2"*  grado  fra  le  tre  coordinate  carte- 
siane 07,  y,  z  dì  un  punto  nello  spazio  a  tre  dimensioni  non  può  con- 
tenere che:  termini  coi  quadrati  dio?,  y,  z;  termini  coi  prodotti  xy, 
xz^  yz\  termini  di  primo  grado  m  x^  y^  z\  e  termini  indipendenti 
da  07,  y,  z.  Onde  essa  può  sempre  ridursi  alla  forma 

[A]    aa?'+  &!/'+  ^-3^+  dyz  +  ezx  +  focy  +  fifa:  +  Tiy  +  f;j  -f  ft  =  0, 

indicando  con  a,  &,...,  A  delle  quantità  date,  alcune  delle  quali 
possono  essere  nulle. 

Ad  ogni  coppia  di  valori  arbitrarli  assegnati  a  due  delle  coordinate 
X,  y,  z  corrispondono  due  valori  della  terza;  onde  Tequazione  è  rap- 
presentata geometricamente  da  oo'  punti.  Essi  costituiscono  un  luogo, 
il  quale  è  una  superficie,  che  dicesi  di  2''  grado.  Più  brevemente  la 
diremo  una  quadrica  (*). 

L'equazione  ha  dieci  termini,  e  quindi  dieci  coefficienti  ;  ma,  po- 
tendosi essa  dividere  per  uno  di  questi  (purché  non  sia  nullo},  é 
chiaro  che  per  scrivere  Tequazione  è  necessario  e  sufficiente  cono- 
scere nove  costanti,  cioè  i  rapporti  di  nove  dei  coefficienti  al  rima- 
nente. Quindi  segue  che  un  luogo  superficiale  di  2^  grado  è  deter- 
minato quando  è  soggetto  a  condizioni  geometriche^  che  possano 
venir  tradotte  in  nove  equazioni  distinte  fra  i  rapporti  di  nove 
coefficienti  dell'equazione  generale  di  2""  grado  al  rimanente^  ov- 
vero in  nove  equazioni  omogenee  fra  i  dieci  coefficienti.  Se  queste 
equazioni  sono  di  T  grado,  il  luogo  è  individuato,  cioè  determinato 
ed  unico.  A  meno  di  nove  equazioni  distinte  corrispondono  infiniti 
luoghi,  a  più  di  nove  nessuno. 


(*)  Altri  la  chiama  un  conicoid^,  in  analoga  coi  luoghi   piani  di  2«  grado,  che  si 
chiamano  coniche. 

E.  d'Ovidio  —  L«  proprietà  fondaiMntali  d€lU  tupgr/lcié  di  ì?  orAitu,  1 
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§  2.  Diamo  alcuni  esempi  di  luoghi  di  2''  grado. 

P  Se  a?,  y,  z  sono  le  coordinate  d'un  punto  qualunque  del  luogo, 
e  se  questo  è  soggetto  a  passare  per  nove  punti  dati  (a:^ ,  y^ ,  2;J,.--> 
(^«1  Voi  ^9)1  dovranno  coesistere  le  dieci  equazioni 

ax^  +  ...  4-  (^yz  +  •••  +  ^^  -f  ...  +  fe  ==  0, 
aa:i*-f  ...  +dy^z^-^  ...  +  ^^r^-f-  ...  -f  ft  =  0, 


aa?g*-f  ...  +^2/9^9+  •••  +  0^0+  ...  +  ft  =  0 

lineari  ed  omogenee  in  a,  &,  .  .  . ,  ft,  e  dovranno  determinare  i  rap- 
porti di  nove  delle  a,  &,...,  ft  alla  decima;  quindi  sarà 

x^     2/*     z^     yz      zx      xy      x     y     z      \ 


^i^    Vi     ^i     Vi^i    ^1^1    ^iVi    ^i    Vi    ^1     1 


=  0. 


^9'  y^  ^9'  1/92^9  ^9^9  ^9^9  ^9  2/9  ^9   1 


Dunque  'per  nove  punti  arbitrarti  passa  uno  ed  un  solo  licogo  di 
2""  grado^  di  cui  questa  è  l'equazione. 

Per  otto  punti  passano  00  luoghi  di  2"  grado,  per  sette  ne  passano 
00*,  per  sei  ne  passano  00^,  ecc.,  per  un  punto  ne  passano  00'.  Cosi 
per  l'origine  passano  tutti  quelli  00*  luoghi,  per  cui  è  nullo  il  ter- 
mine costante  K  dell'equazione. 

2*"  Un  esempio  di  luogo  di  2''  grado  è  la  sfera.  Definendo  questa 
come  luogo  d'un  punto  mobile  che  abbia  da  un  punto  fisso  (centro) 
una  distanza  costante  (raggio),  si  ottiene  l'equazione  della  sfera  di 
centro  (a,  p,  t)  e  di  raggio  p,  esprimendo  che  il  quadrato  della  di- 
stanza dei  due  punti  (a?,  2/,  ^),  (a,  p,  t)  è  uguale  a  p*,  ovvero  (*) 

(a;-a)*+(y-P)»+(z-Tr 
+  2(1/— p)  (;?— T)co8X-f  2(z  —  t)  (a?— a)cosjLi  +  2(x  —  a)  (y  —  p)cosv  =  p*  ; 


(•)  Se  oa?,  oy^  oz  sono  le  direzioni  positive  degli  assi  coordinati,  poniamo 

X  =:  yoj,        ^  =  zox^        V  =  osoy. 
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equazione  di  2^  grado,  poiché  si  sviluppa  in 

^*  +  2/*  +  2^  +2i/^co8X  -f  2za?cos|i  +  2^l/co8v 

— 2(a  -}-  Pcosv  -[-TCOSjLi)a? — 2(acosv + P  +  TCOsX)y  —  2(acos|i  -f  pcosX  +  T)* 

+  (a*  +  P*  +  T*  +  2.8tcosX  +  2Tacos^  -f  2apcosv  —  p*)  =  0. 

Questa  equazione  si  deduce  dall'equazione  generale  [À]  assumendo 
per  a,  2?, . . . ,  U  valori  proporzionali  od  anche  eguali  ai  coefficienti 
omologhi,  cioè  ponendo 

f  RI  —  =  —  —  —  =  -^  =      ^      =      f 

*^^  111  2cosX        2co8)ui  2cosv 

(l h i 

— 2(a  +  pcosv+TCOS|i)        —  2(aco8v+  p  +  tcosX)        —  2(acos)ui  +  pcosX  +  t) 

k 

a'  +  p*  +  t'  +  2pYC08X  +  2Yacos|Li  +  2apcosv  —  p*  ' 

Qui  si  presentano  due  questioni  :  1'  determinare  le  relazioni  che 
devono  sussistere  fra  i  coefficienti  della  [À]  perchè  rappresenti  una 
sfera  ;  2^  quando  queste  relazioni  siano  soddisfatte,  determinare  le 
coordinate  del  centro  e  il  raggio  della  sfera  rappresentata  allora 
dalla  [À]. 

Per  risolvere  la  prima  questione,  basta  eliminare  dalle  nove  equa- 
zioni [B]  le  quattro  indeterminate  a,  p,  t,  P  ;  or  questa  eliminazione 
si  fa  immediatamente,  poiché  a,  p,  Ti  P  non  entrano  nelle  prime  sei 
equazioni  [6] 

a    b    e    d     e  f      ^ 

1  1  1  2cosX       2co8  ji        2co8v   ' 

onde  le  condizioni  perchè  V equazione  generale  [A]  rappresenti  una 
sfera  sono  le  cinque  seguenti: 

a=^b  =  c^    d  =  2acosX,    e  =  2acos|i,     f  =  2acosv. 
In  altri  termini,  l'equazione  generale  d'una  sfera  è 

a[x^-\'  2/*+  ;j'+  2yzQ0s\  -|-  2za;cosjii  +  2a?yco8v)  -{-gx-^-hy -{-iz-^ fe=0. 

Per  risolvere  la  seconda  questione ,  si  eguagli  la  prima  delle  fra- 
zioni [B]  separatamente  alla  settima  e  seguenti,  e  si  avranno  le  se- 
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guenti  quattro  equazioni  fra  le  quattro  incognite  a,  p,  y,  p  : 


a  +  pcosji  -f-  Tcosv  =  — 
acosv  +  P  +  TCosX  =  — 
acosji  +  PcosX  -[-  Y  ^  — 


9 

h 

2a    ' 
f 


a'  +  P*  +  T*  +  2Ptcos\  +  2Tacos^  +  2apcosv  —  P*  = 
Dalle  prime  tre  equazioni  (*)  si  ricavano  a,  p,  y  :  posto 


a 


sen'uj  = 


1       COSV       COSji 

cosv      1       cosX 
COSji    cosX       1 


r), 


(*)  Mediante  queste  equazioni  si  dimostra  facilmente  che,  prendendo  sui  tre  assi  tre 
segmenti  eguali  a  —  -^,  —  g— ,  —  g^,  e  conducendo  per  le  estremità  i  piani  per- 
pendicolari ai  rispettivi  assi,  questi  piani  individuano  il  centro  colla  loro  intersezione. 

(**)  Dalla  trigonometria  è  noto  che,  se  X,  |yi,  v  indicano  le  facce  di  un  triedro  (o  i 
lati  di  un  triangolo  sferico)  e  X',  )ui',  v'  le  facce  del  triedro  (o  i  lati  del  triangolo) 
cosiddetto  supplemetitare  o  polare  del  primo,  si  ha 

sen  X  sen  \i  senv'  =  sen  ji  sen  v  sen  X'  =:  sen  v  sen  X  senji' 
:=  /l  —  cos*X  —  cos*|Li  —  cos*v  +  2cos  X  cos  ji  cos  V 


1  cos  V      cos  |Ll 

cos  V       1        cos  X 
cos  IH    cos  X        1 


è 


questa  quantità  è  dunque  compresa  fra  0  e  1,  e  fu  da  Staiidt  (1842)  chiamata  seno 
del  triedro.  Detto  ij  un  angolo  di  cui  essa  sia  il  seno,  il  determinante  viene  espresso 
da  sen*uj. 

Staudt  diede  anche  la  seguente  relazione  più  generale  per  due  triedri  con  lo  stesso 
vertice  oxyz^  oXYZ: 


sen  oxys  .  sen  oXYZ  = 


cos  xoX  cos  xo  Y  cos  xoZ 
cos  yoX  cos  yo  Y  cos  yoZ 
QO^zoX     cos  50  y     cosjoZ 
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si  ha 


a=: 


9 

cosv 

COSji 

h 

1 

cosX 

• 

% 

cosX 

1 

2aseu*ui 


P  = 


1 

g  cosji 

cosv 

h  cosX 

COSjLl 

t      1 

2asen^u 


T  = 


1     cosv  g 

cosv     1     h 

COSjLl   cosX  i 
2aseR*UJ 


Indi  dairultima  equazione  si  ricava 

p'  =  a'  -f  p*  +  T*  +  2pTC0sX  +  2Tacosji  +  2aPcosv  — 


a 


=a(a-f-pcosv-|-TCOSjLi)-{-p(acosv4-P+TCOsX)+T(acos|i-t-pcosX+T) 


a 


1 


4a'sen'iju 


g  cosv  cos|ui 

1    g  cosji 

h    1     cosX 

9  + 

cosv  h  cosX 

h  + 

t  cosX    1 

cos^  t    1 

1  cosv  g 
cosv  1  /t 
cos^  cosX  t 


I— 


1      cosv  COS|Ul 

cosv    1     cosX 
COSjUl  cosX     1 


4aA 


—  1 


4rt'8en'iu 


Aah      g      h       i 
g        1    cosji  cosv 

li      COSjLl     1      cosX 
i      COSV   cosX     1 


La  sfera  si  riduce  a  un  punto  quando  p  è  nullo,  ed  è  immaginaria 
quando  p^  è  negativo. 

Se  gli  assi  sono  ortogonali,  le  precedenti  equazioni  si  semplificano 
e  divengono 


'--L 


h^  _        J_ 


2a 

(fi  4.  /i«  +  t**  —  \nh 
^  4fi« 


2a 


Siccome  neirequazione  generale  d'una  sfera  compaiono  solo  cinque 
coefficienti  a,  g,  h^  i,  h\  così  per  individuare  una  sfera  bastano 
quattro  suoi  punti.  Procedendo  come  nell'esempio  T,  si  ottiene  come 
equazione  della  sfera  che  passa  per  quattro  punti  dati  (x^,  y^,  Zi)j 
(^8,  Vz^  ^i)^  (^11  1/3.  -2:,),  (x^,  1/4,  zj,  la  seguente 
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o;*  + ... +22/;scosX    +...0?     y     z     1 
^1*+  •••  +  '^ViZ^QO^X  +  ...    oc^    y^    Zi    1 

^/+  •••4-  2y^z^cos\  +  ...    a?^    1/4    z^    1 


=  0, 


S""  Data  In  un  piano  una  ellisse,  si  prendano  i  due  assi  di  questa 
per  assi  delle  x  e  delle  y^  e  si  prenda  per  asse  delle  z  la  retta  ad 
essi  perpendicolare  ;  se  e^o  e  &o  ^^^o  le  lunghezze  dei  semiassi  della 
ellisse,  ogni  suo  punto  soddisfarà  all'equazione 


x^ 


Oq 


-4-  -^— =  1 


Se  ora  si  fa  rotare  l'ellisse  intorno  all'asse  delle  a?,  essa  descriverà 

*  una  superficie  di  rivoluzione;  e  ogni  punto  nel  rotare  conserverà  la 

stessa  oOy  ma  la  sua   distanza  dall'asse   di  rotazione  non   sarà   più 

espressa  da  y  bensì  da  -^y^  -\-  z^  ;  sicché  si  avrà  per  equazione  della 
superficie 


X' 


«0 


+ 


«1 


=  1. 


La  superficie  è  dunque  un  luogo  di  2°  grado,  e  dicesi  ellissoide  di 
rivoluzione  0  rotondo  ;  è  allungato  se  ao>&o9  schiacciato  se  a^Kb^; 


è  una  sfera  se  aQ=ì)Q, 


Analogamente  :  un'iperbole  rotando  attorno  ad  uno  dei  suoi  assi 
genera  un  luogo  superficiale  di  2*  grado,  che  dicesi  iperloloide  ro- 
tondo^ e  che  avrà  due  falde  0  una  falda  sola,  secondochè  asse  di  ro- 
tazione è  l'asse  trasverso  dell'iperbole  0  l'altro  suo  asse.  L'equazione 
ne  è  rispettivamente 


X' 


a. 


^i 


=  1, 


<  ^    V    " 


Data  una  parabola,  e  preso  per  asse  delle  x  il  suo  asse,  per  asse 
delle  y  la  tangente  al  vertice,  e  per  asse  delle  z  la  perpendicolare 
ai  due  primi,  ogni  punto  di  essa  soddisfa  all'equazione 

y^  =  2px, 


se  2p  è  il  parametro.  Rotando  la  parabola  intorno  al  proprio  asse. 


genererà  una  superficie,  che  dicesi  paraboloide  rotando,  e  di  cui 
r equazione  sarà 

2/«  -f  2*  =  2px. 

4°  Se 

Ax  +  By'\'CZ'\-D  =  0,     A'x  +  ffy'\-az  +  jy  =  0 

sQno  le  equazioni  di  due  piani,  Tequazione-prodotto 

(Ax  +  By +  €%-{-  B)  (A'x  +  B'y  +  Cz  +  /)')  =  0 

è  del  2''  grado,  ed  è  soddisfatta  dai  punti  di  ciascuno  dei  due  piani 
e  solo  da  essi  ;  dunque  rappresenta  il  sistema  dei  due  piatii^  il  quale 
perciò  va  annoverato  fra  i  luoghi  di  2°  grado. 

6*  Sia  un'equazione  di  2°  grado  omogenea  in  x^  y^  z: 

ax^  +  &!/*  +  cz^  +  dyz  +  ^^^  +  f^V  =  ^• 

Essa  presenta  questa  particolarità  :  che,  se  un  punto  di  coordinate 
x^  2/,  z  la  verifica,  ogni  altro  punto  di  coordinate  proporzionali  a 
quelle  la  verifica  del  pari  ;  vale  a  dire  che  i  punti  del  luogo  sono 
distribuiti  su  cx)  rette  per  l'origine,  onde  il  luogo  è  un  cono  avente 
per  vertice  l'origine. 

Questo  ragionamento  si  può  invertire;  e  però,  affinchè  un'equa- 
zione di  P°  grado  rappresenti  un  cono^  è  necessario  e  sufficiente 
che  essa  sia  omogenea  in  a?,  i/,  z  se  il  vertice  è  VoriginCy  ed  omo- 
genea in  X  —  xl^  y  —  y\  z  —  z'  se  Vorigine  è  il  punto  (a/,  y\  z*). 

Ne  segue  che  cinque  punti  col  vertice  individuano  un  cono  di 
2^  gràdo^  ed  è  facile  formarne  l'equazione. 

6*  Sia  un'equazione  di  2°  grado  priva  di  una  delle  coordinate^ 
p.  es.  z  : 

ax'^  +  by^  -f  fxy  •}-  gx -{-hy  -{- h  =  0. 

É  chiaro  che  il  luogo  rappresentato  da  questa  equazione  è  un  ci- 
lindro, avente  le  generatrici  parallele  all'asse  delle  z  e  per  direttrice 
la  conica  che  la  stessa  equazione  rappresenta  nel  piano  delle  x  e  y. 

7^  Sia  l'equazione  priva  di  due  coordinate^  p.  es.  y  e  ;?: 

ax^  -^  gx  -{-h  =  0. 


É  chiaro  che  essa  rappresenta  due  piani  paralleli  al  piano    del!è 

Il  e  z. 

Osservazione.  Per  ben  discutere  le  varie  specie  di  luoghi  di  2°  grado, 
e  per  assegnare  le  forme  dei  luoghi  di  ciascuna  specie,  occorrerebbe 
premettere  molti  sviluppi  algebrici  ;  e  d'altronde  riesce  utile  dimo- 
strare prima  parecchie  proprietà  comuni  ai  luoghi  medesimi.  lotanto 
il  lettore  è  avvertito  che,  per  comprendere  meglio  tali  proprietà,  potr& 
raffigurarsele  applicandole  ag*!!  ellissoidi,  iperboloidi  o  paraboloidi  di 
rivoluzione,  ohe  sono  facilissimi  ad  immaginare,  e  die  d'altronde  non 
divergono  gran  fatto  dalle  forme  piil  generali. 

Ed  ora,  dopo  aver  arrecato  esempi  di  particolari  luoghi  di  2"  ^rsdo 
chiusi  ed  aperti,  procediamo  alla  teoria  generale  dei  luoghi  medesimi, 

ed  anzitutto  stabiliamo  alcune 


Forinole  fondamentali. 
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§  3.  I/equazione  generale  di  S'  grado  non  è  omogenea;  poiché, 
oltre  ai  termini  di  2°  grado  nelle  variabili  x,  y,  z,  contiene  termini 
a  primo  grado  in  x,  y,  z  e  un  termine  costante.  Ma  si  può  renderla 
omogenea  mercè  la  seguente  osservazione. 

Le  coordinate  cartesiane  d'un  punto  sono  i  numeri  che  misurano  tre 
segmenti  tagliati  sugli  assi  e  riferiti  ad  una  unità  lineare,  arbitraria  sì, 
ma  la  stessa  per  i  tre  segmenti  e  per  tutti  i  punti.  Ora,  invece  di  rife- 
rire immediatamente  i  tre  segmenti  all'unità  prescelta,  potremmo  prinaa 
riferirli  ad  una  certa  retta  finita  arbitraria  che  può  anche  variare  da 
punto  a  punto  (p,  es.  al  raggio  vettore  del  punto),  e  poi  riferire  a  questa 
anche  l'unità  liqeare  ;  allora,  se  per  un  punto  sono  x,  y,  z  e  t  \  nu- 
meri che  misurano  ì  tre  segmenti  degli  assi  e  la  retta  finita  suddetta, 
le  coordinate  cartesiane  del  punto  saranno  evidentemente  espresse 
da  -'^  .  -,  —  ;  e  potremo  dire  che  x,  ?/,  z,  t  sono  le  coordinate 
cartesiane  omogenee  del  punto,  purché  non  perdiamo  di  vista  il  si- 
gnificato di  ciascuno  dei  quattro  numeri,  e  ricordiamo  che  è  lecito 
moltiplicarli  per  una  stessa  quantità  arbitraria.  Del  resto  basterà 
porre  (  =  1  per  fare  che  «,  y,  z  tornino  a  significare  le  coordinate 
cartesiane. 

Ciò  posto,  se  in  una  funzione  qualunque  delle  coordinate  cartesiane 
d'un  punto  denotiamo  queste  con  —,    -^,   -^,  avremo  una  funzione 
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di  quattro  variabili  a?,  |/,  Zy  t,  la  quale  rimarrà  inalterata  se  noi 
moltiplichiamo  le  quattro  variabili  per  una  stessa  quantità  arbitraria, 
e  quindi  sarà  una  funzione  omogenea  di  quelle  quattro  variabili.  E 
se  si  tratta  d'una  equazione  algebrica,  razionale,  intera  di  grado  n 

fra  le  coordinate  d'un  punto,  denotando  queste  con  —,   —,  -^  e 

V  e  V 

moltiplicando  ambo  i  membri  per  t\  ogni  termine  diverrà  del  grado  n 
nelle  quattro  variabili  or,  f/,  z^  t,  e  l'equazione  diverrà  omogenea. 
Così  l'equazione  generale  di  2''  grado  [À]  potremo  scriverla 

+  »-f +'>-f +  <-J-  +  «  =  o. 

e  moltiplicando  per  t^ 

aa?*-f-  &?/*+  ^^*+  (^y^  +  €^^  +  A^l/  +  Q^t  +  ^y^  +  ^^^  +  ft<*  =  0  ; 
ove  basta  porre  ^  =  1  per  tornare  alla  [À]. 

Oltre  a  rendere  omogenea  l'equazione,  possiamo  darle  una  forma 
più  atta  ad  ottenere  simmetria  e  chiarezza  nei  calcoli  eiielle  formole. 
Perciò:  V  scriveremo  a?^ ,  a?, ,  a?3 ,  x^  rispettivamente  invece  di  a?,  y, 
Zy  t  ;  anzi  chiameremo  brevemente  punto  x  il  punto  che  ha  per  coor- 
dinate omogenee  x^^  a?, ,  ar, ,  x^\  2""  denoteremo  i  coefficienti  dei 
singoli  termini  dell'equazione  con  una  stessa  lettera  a,  alla  quale 
affiggeremo  due  indici  per  ciascun  termine  ;  3^  regoleremo  la  scelta 
degli  indici  sullo  sviluppo  del  quadrato  di  una  funzione  lineare  omo- 
genea di  x^  y  x^  y  x^y  Xj^  y  p.  es. 

il  quale  quadrato  è 

PiPi^i^  +  P% P2^2*  4-  PzP^z  +  PaPa^k 
^-2v,V^oc,x^^'2p,v^x^x^-\-2p^VzX^^^+2p^P^x,x^+^^ 

noi  scriveremo  rispettivamente  «j^ ,  a^ ,  «33»  ^44  al  posto  di  ViPiy 
PiPf  1  P^Pt^y  PkPk  y  ed  «ij  0  a^i  ,  a^a  0  ^3^ ,  a„  0  a^^ ,  ecc.  al  posto  di 
PiP%  1  P1P3 1  PiP^  »  ecc.  Così  all'equazione  [A]  sostituiremo  la  seguente 

+  2aijj:74a?j-t-2ai3.ri;r34-2aj3a?,a73+2a4^.r4a?4+2a,4a7,a;44-2a34a73a?^ 
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e  questa  potremo  assumere  come  tipo  delle  equazioni  dei  luoghi  di 
2*»  grado. 

Siccome  avremo  a  ogni  passo  occasione  di  trascrivere  questa  equa- 
zione, sarà  bene  d'indicarne  brevemente  il  primo  membro  colla  no- 
tazione 

f(^ii  ^2,  ^3t  ^4)      0  anche      f(a?). 

Questa  funzione  è  una  forma  quadratica  quaternaria  (*);  e  potrebbe 
anche  scriversi  così: 

t^  hp  h  p^ 

supponendo   che  h  e  p  possan   ricevere   tutti   i  valori  1,2,  3,  4  sia 
identici  sia  diversi. 

Quando  vogliasi  usare  le  coordinate  cartesiane  sotto  la  forma  or- 
dinaria, basta  porre  0^4  =  1,   ossia  ragionare  sulla  equazione 

«11^1*  +  «22^2*  +  «33^3'  4-  2a,^x^x^  +  ^izco^oo^  +  2a„^2^3 

+  2a,4a7,  +  2a^^x^  +  2^3^073  +  a^,  =  0, 
ovvero 

{(x^,  a?j,  a?3, 1)  =  0. 

Le  semiderivate  parziali  della  f(a?j,  x^^  a?3,  x^  rispetto  ad  a?^,  a?,, 
a?3 ,  x^  le  indicheremo  con 

f,(a?„  ^2,  a?3,  a?J,    fj(^„  x^,  x^,  x^)^    f^{x^,  a?,,  0^3,  a?^,    f^la?^,  a?,,  a;3,  o^J 

0  anche 

f,(a?),       fj(a7),       f3(a?),       f^ia?), 
cioè  porremo 

f Ja?4,  ojj,  a?3,  a7j  =  a,,x,  +  a.jorj  +  ai3^3  +  a,^x^ , 
fj(a7j,  a?j,  a?3,  rrj  =  agia?^  +  a^^x^  +  a^o^g  +  a^^x^  , 

'3(^11  ^2^  *^3>  ^4)  ^^^  ^31^1      1     ^32^2      I      ^33^3     I      ^34^4   ^ 
m(*^11  ^2»  ^31  ^4/   ^^  ^41^1     1      ^42^2      I     ^43^3     \     ^44*^4   » 

ed  è  facile  verificare  Tidentità  (teorema  d'EuLBRo) 
[1]  f{x)  =  X,  U^)  +  X,  U{x)  +  0:3  U^)  +  or,  f,(a7). 


(*)  Una  funzione  intera  omogenea  di  grado  n  ad  m  variabili  è  ciò   che  suol  chia- 
marsi forma  algebrica.  Nel  caso  presente  n  =  2,  m  =  4. 


In  particolare  si  ha 

*3(*^1'   *^2»  *^3>  *■) 
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^«1*^1      I      ^22^2  r  ^23*^3      1     ^21   » 

^31^1      1"  ^32^2  I     ^33*^3  "T  ^31   ^ 

^41^1  4"  ^42^2  l     ^43^3      l     ^44   5 


sicché  fiiiCj,  ^j,  a?3, 1),  fj(a74,  a?g,  ^3, 1),  f3(a?4,  ìTj,  iPg,  1)  sono  le  se- 
miderivate parziali  della  t{x^j  x^,  x^,  1)  rispetto  a  x^^  x^,  x^.  Ed  è 
pure 

[21  i{x^,  x^,  co^,\)  = 

x,i,(x,,  a?j,  a?3,  l)+^2r,(a;4,a?j,a?3,  l)+^3f3(^i)^2»^3i  J)+f4(^i>  ^2.  ^3»  !)• 

Inoltre,  Tequazione  di  un  piano,  resa  omogenea,  sia 


[3J 


U^X^  4-  ^2^2  +  ^3^3  +   ^4^4  =  0  ; 


allora  i  rapporti  —,  —,  —  esprimono  i  valori  inversi  e  opposti  dei 

segmenti  che  il  piano  taglia  sugli  assi,  e  si  chiamano  le  coordinate 
Pluckeriane  del  piano.  Noi  indicheremo  con  u  il  piano,  e  chiameremo 
le  Uj,  Mg,  Mg,  Uj^  coordinate  Pluckeriane  omogenee  del  piano  stesso, 
tenendo  sempre  presente  che  è  lecito  moltiplicarle  per  un  medesimo 
numero  arbitrario. 

La  [3]  è  Tequazione  del  piano  u  quando  le  u^ , . . .  son  date  e  le 
a?i , . . .  variabili  ;  ed  è  l'equazione  del  punto  x  quando  le  a?^ , . . .  son 
date  e  le  tij ,  • . .  variabili. 

§  4.  Coi  coefficienti  di  a;^ ,  a?j ,  0^3 ,  x^  nelle  semiderivate  di 
f(x^^  x^y  x^y  x^)  si  può  formare  il  determinante  simmetrico 


A  = 


«11       «12      «la      «14 


flfji         «22         «23         «21 


«31         «32         «33         «31 


«41         «12         «43         «44 


il  quale  è  il  risultante  delle  semiderivate ,  vale  a  dire  che  il  suo  an- 
nullarsi è  la  condizione  affinchè  esista  un  punto  le  cui  coordinate  an- 
nullino tutte  quattro  le  semiderivate,  e  però  dicesi  il  discriminante 
delia  f(a?j,  x^,  x^,  Xj^). 
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Denotiamo  con  Ai^,  A^^^ . .  .  i  sudde  termi  nati  di  3^  ordine  ricavati 
dal  discriminante  A  e  rispettivamente  complementari  o  aggiunti  o 
reciproci  di  a^j ,  «u  , . . .  ;  ossia  poniamo 


An  = 


a 


22 


a 


23 


a 


24 


a 


32 


a 


33         ^34 


«42         «43         «44 


A       

,    .   .    .  ,     -*^i8  


«12         «13         « 


eguaglianze  che  sono  tutte  compendiate  nella 


14 


«32         «33         «34 


«42         «43         «44 


"^hp^ 


a 


iq 


a. 

tr 


a 


ts 


O,  Q^  CL^ 

*g  Jfr  ft« 

d  Ci  d 

Iq  Ir  ^Is 


indicando  con  hikl  e  pqrs  permutazioni  (distinte  o  identiche)  degli 
indici  1,  2,  3,  4,  e  prendendo  il  +  o  il  —  secondochè  esse  sono  della 
stessa  classe  o  diversa.  Gli  indici  h,  p  di  A  sono  permutabili  anche 
se  disuguali,  ossia 

A^  =A 


hp 


>• 


Sviluppando  A  secondo  gli  elementi  delle  singole  orizzontali,   si 
hanno  quattro  identità,  che  si  possono  compendiare  nella 


[1]      «.,^.1  +  «1..^..  +  «.«^..  +  a,,A,,  =  A    (/i  =  1,  2,  3,  4). 


hi  'hi 


7*3    /i3 


hV'hA 


Moltiplicando  invece  gli  elementi  d'una  orizzontale  per  i  suddeter- 
mi nauti  complementari  degli  omologhi  elementi  d'una  linea  parallela, 
si  hanno  altre  dodici  identità,  che  possiamo  compendiare  nella 


12J 


""hAl  +  «^2^,2  +  «/»3^.1J  +  ^m'^.-4  =  ^' 


indicando  con  hi  una  disposizione  binaria  degli  indici  1,  2,  3,  4. 

Le  sedici  identità  ottenute  operando  sulle  verticali  di  A  anziché 
sulle  orizzontali,  non  differiscono  dalle  precedenti ,  grazie  alla  sim- 
metria del  determinante  A. 

Inoltre,  per  le  note  proprietà  dei  determinanti  ad  elementi  ag- 
giunti, abbiamo  Tidentità 
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[3] 


^ìi  -^12  ^13  -^14 

A^i  A22  -<^23  -«24 

A  À  À  À 

-^31  -^32  -^33  -^34 

-'^ll  -^42  «^43  -'^44 


=  A\ 


e  le  sedici  che  possiamo  compendiare  nella 


14] 


il 


A.       A, 


kq  kr  ks 

Iq  Ir  U 


=  ±  A^a 


hp 


Da  ultimo  consideriamo  nel  discriminante  A  i  suddeterminanti  di 
2^  ordine,  che  sono  a  due  a  due  complementari.  Saranno 


hp  hq 

a.       a. 

tp  tq 


4- 


«*.        ^ks 


due  siffatti  suddeterminanti  ;  e  se  poniamo 


ht,pq 


a.       a. 

kr  ka 


a,        a. 

Ir  Is 


avremo  subito 


hiypq  ih,pq  hi^qp  ih.qp  ' 


kl,rs 


hp  hq 

a.       a. 

tp  tq 


A  A  A 

^lk,rs  ^kl,sr         ^lk,sr  ' 


Le  ricordate  proprietà  dei  determinanti  ad  elementi  aggiunti  por- 
geranno molte  relazioni,  che  possono  compendiarsi  nella 


[51 


^1  ^. 

hp  hq 

A.  A. 

tp  tq 


=  ±  A 


kr  ks 


a 


Ir 


a 


Is 


=  AA 


hi,p^  ' 


Ed  è  anche  da  notare  che  la  somma 


'^hi,l2^pq,^'^^hi^Z^pq,i2^^hi^i^pq,2Xì^^hi^^pq,lA^ 
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equivale  a  A  quando  ìiipq^  denota  una  permutazione  con  un  numero 
pari  d'inversioni  dei  quattro  indici  1,2,3,  4;  mentre  è  nulla  quando 
due  fra  /<,  f,  p,  ^  sono  eguali. 

Fra  i  determinanti  di  3**  ordine  A^^ ,  A^^^. , ,  quello  che  avrà  un 
ufficio  più  importante  è 


«li 

«Il 

«13 

A,,- 

a«i 

«28 

««3 

«31 

«»t 

«33 

e  spesso  tornerà  comodo  indicarlo  con  una  semplice  lettera  B,  I  suoi 

suddeterminanti  li  denoteremo  allora  con  -Bn  ,  . . . ,  -Bi«  o  Bg^ , .  .  . , 

ossia  porremo 

B,   =A 


hp 


M,pi  ' 


A^^  0  B  è  il  discriminante  della  forma  quadratica  ternaria 

vale  a  dire  è  il  determinante  dei  coefficienti  di  a?^ ,  x^y  x^  nelle  se- 
miderivate parziali  di  t(x^^ ,  x^^  x^^  0),  che  sono 

«li^i  +  <^i%00i  +  a^^x^,  a^^x^  +  a^^x^  +  a^^x^y  «3i^i+  «32^2+  «33^3  ; 


e  si  ha 
[6] 

PI 


«M^.ì  +  «..S..  +  «..»..  =  B  (^  =  1,  2,  3), 


/»2    ;ì2 


h3     /»3 


«M^n  +  «.2»,,  +  «,3»..  =  0  (^'^l'Z,  3  e  è/O, 


[8] 


B,  B.    ^  B.B^  =  +  Ba^    , 

%q     hr  •  ir     ìiq         —  hp  ' 


ove  hih^  pqr  sono  permutazioni  di  1,2,3  della  stessa  classe  0  di- 
versa (•). 

Da  ultimo,  indichino  1,  2,  3  le  direzioni   positive  degli  assi  delle 
coordinate,  e  si  ponga 

^^g=cosl2,  uJi3=cosl3,  uj23=cos23,  uj24=cos21,  uj3j=cos31,  u)32=cos32, 


0  Analogamente  Ah  è  il  discriminante  di  f(0,  a?,,  073,  a?^);  ecc. 


onde 
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u)j2  =  u>24 ,  u),3  =  UÌ34 ,  ui23  =  ui3,  ; 


una  forma  quadratica  ternaria  che  ci  occorrerà  sovente  è  la 
^1*  +  ^2*  +  ^3*  +  2{X)^^x,w^  +  2ui)^^,x^  +  2uj,3a7,a?3  , 

la  quale  esprime  il  quadrato  della  distanza  di  un  punto  dalPorigine 
quando  x^,  x^^  x^  sono  le  coordinate  del  punto. 
Le  sue  semiderivate  sono 

^1  +  ^ii^t  +  1^,3073 ,    Mì^^x^  +  ^t  +  ujj3a?3 ,    ^^,x^  +  UJ3,  ^,  +  ^3  » 
e  il  discriminante  è 


Q  = 


1 

IU„ 

««13 

w,, 

1 

Wjs 

W3, 

W3» 

1 

Q  esprime  il  seno  quadrato  del  triedro  degli  assi,  ed  è  sempre  com- 
preso fra  0  e  1. 

Indicheremo  con  Q^^ , . . .  i  sudde termi  nauti  complementari  degli 
elementi  di  Q,  cioè  porremo 

Q,^=rl— u)j3«=8en*23,    Q„=l— .uD34«==3en«31,    033=1— u)je«=8enM2, 

Ql2=^2l=lWi3W)«3-Ui,j,    Qi3=Q3i=lWi,UÌ23— UJ43,     ^t^^^zr^^it^i^—^w 

e  quindi,  indicando  con  1,  II,  III  gli  spigoli  del  triedro  supplemen- 
tare di  123,  avremo  anche 

Q^2=S6^^3  sen23  cosl,II,  Qj3=:3enl2  sen23  cosl,III,  Q23=s6i3^2senl3cosII,UL 

*§  5.  La  funzione  f(a?),  che  abbiamo  già  messo  sotto  la  forma  [1] 
in  cui  compaiono  simmetricamente  le  sue  semiderivate  parziali,  può 
ricevere  anche  altre  forme  notevoli,  in  ciascuna  delle  quali  compare 
una  derivata. 

È  facile  verificare  che 

aJ{oo)  -  [{,[x)Y 

^^  -^31.34^2  "r-^42i42^3     1-^23.23^4  'T'^^ZlAt^t^li'^'^^Atyt^Z^l'T^^tZ.ZV^^^t  » 
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onde,  tenendo  presenti  le  [5]  e  [8]  del  §  4, 

^(^)  ="   :7~  t^4<^>l'  +  ^"A~  (^^^34,34^2  +  ^34,«^3  +  ^34,23^4)' 
"Il  «l|-<^34»St 

J^—Ia  ^84i4»^84»«\ 

^11     \  '^S4»S4        / 

"="  "^   t^A^-^'^*  +  ^Ì;;!^,  (^34,34^2  +  ^34,42«^3  +  ^34,2S«?4)' 

^44373»  4-  ^133074'  —  2^34073074 


A 


34fS4 


—  Ui(^)y  +  r-4 (^34,34^2  +   ^34,42^3  +  ^34,23^4)' 

"11  «ll'^34i84 


-^34»34    \  -^44  /  -^44 


Oltre  a  questa  decomposizione,  altre  se  ne  ottengono  permutando 
comunque  gli  indici  1,  2,  3,  4. 

Insomma  sappiamo  in  vari  modi  decomporre  f  (^)  in  quattro  qua- 
drati di  forme  lineari,  delle  quali  la  prima  contenga  tutte  e  quattro 
le  variabili,  la  seconda  tre,  la  terza  due,  la  quarta  una  sola.  E  su 
questa  decomposizione  si  potrebbe  fondare  la  classificazione  delle 
quadriche;  ma  noi  preferiamo  differire  questo  argomento,  e  tenere 
altra  via. 

Lasciamo  anche  da  parte  i  casi  nei  quali  la  detta  decomposizione 
non  è  possibile. 

Invarianti. 

§  6.  1^  Quando  si  passa  da  un  sistema  di  assi  cartesiani  1,  2,  3 
ad  un  sistema  di  assi  rispettivamente  paralleli  ai  primitivi,  le  primi- 
tive coordinate  d'un  punto,  che  diremo  a?^ ,  ^g  ?  ^3  ^  si  trasformano 
nelle  nuove,  che  diremo  X^ ,  X^ ,  X^ ,  mediante  la  sostituzione  sem- 
plicissima 

[1]         a?,  =  JiT,  +  0^4 ,    a?8  =  Xj  +  a^2,    a?3  =  ^3  4- a?'3 , 
dette  x\  f  o(f^^  af^  le  coordinate  primitive  della  nuova  origine. 
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Sostituendo  ad  0:^,072,^3  queste  loro  espressioni  nella  f(or^,  o?,,  o;,,!), 
essa  si  trasforma  nella  seguente 

«ii^i'  +  «22^2*  +  «33^8*  +  ^(^itX.X,  +  2a,,X,X,  +  2a,^X,X^ 

+  ^(C^3i^\  +  «3«^'2  +  «33^'3  +  ^u)^3  +  H^',,  0D\,  0/3.I)    =  0  ; 

adunque:  •quando  si  trasforma  la  funzione  t(x^^x^yX^^Ì)  mediante 
«  una  traslazione  degli  assiy  i  coefficienti  dei  termini  a  2""  grado 
«  nella  trasformata  sono  gli  stessi  che  nella  primitiva^  i  coefficienti 
«  dei  termini  a  V  grado  sono  le  derivate  parziali  della  primitiva 
«  in  cui  si  siano  sostituite  le  coordinate  della  nuova  origine^  ed  il 
•  termine  costante  è  tutta  la  funzione  primitiva  in  cui  si  siano 
«  sostituite  le  coordinate  della  nuova  origine  • . 

Vediamo  ora  che  cosa  avvenga  del  discriminante.  Il  discriminante 
della  trasformata  è 


li 


a 


12 


a 


13 


^li'^'i+---+^ 


14 


a 


21 


a 


22 


a 


23 


^21^1  !•••  I  ^24 


a 


31 


a 


32 


a 


33 


«3r'^'i+---+«f 


34 


^11*^1  !•••   ^21*^1  !•••   ^81*^  i  I  •••   n*^  i»  •^2>*^3»^/ 

or  sottraendo  dalla  4*  orizzontale  le  precedenti  moltiplicate  per 
x\^  af^t  ^31  e  poi  facendo  lo  stesso  sulle  verticali,  esso  per  la  [2] 
del  §  3  diviene 


a 


li 


a 


12 


a 


13 


a 


14 


^21         ^22         ^23         ^24 


^31         ^32         ^33         ^34 


«41         «42         «43         «44 


cioè  si  riduce  al  discriminante  A  deirequazione  primitiva. 

2^  Quando  invece  si  tien  ferma  l'origine  e  si  mutano  le  direzioni 
degli  assi  1,  2,  3  in  altre  1\  2\  3'  ;  allora  le  coordinate  primitive 
x^,  or,,  o?3  di  un  punto  si  esprimono  nelle  nuove  X^^  X^,  X^  mediante 
la  sostituzione 

•^1  =  «U^i  +  «12-^2    +  «13-^3  ^ 


12) 


cTj   Ct21-^i      r  ^22-^2      I      ^23-^3  » 


^S  ^31-^1  4"  ^32*^2   "1"  ^33-^3  • 

E.  d'Ovidio  —  Le  propri$tà  fondamentali  d«lU  snperfiei*  di  2*  ordine. 
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posto 

__  cosll'     _  cosI2'     _  cosI3' 

e  per  effètto  di  tale  sostituzione  la  £(07^,072,^3,1)  si  trasforma  in 
una  funzione  di  2**  grado  in  X^ ,  X, ,  X^: 

a\iX,'  +  a\,X,'  +  a\,X,'  +  2a\2:i:iX2  +  2a',3:r,X3  +  2a\,X,X^ 

+  2a\,X,  +  2a'^Xe  +  ^a^,;^,  +  a',,  ; 

anzi,  essendo  a?^ ,  o?2 ,  od^  omogenee  in  X^ ,  Z, ,  X3 ,  è  chiaro  che  i 
termini  di  2""  e  P  grado  nella  f(a7^,  a?,,  x^,l)  daranno  luogo  nella 
trasformata  rispettivamente  a  termini  di  2""  e  P  grado  ;  sicché  si  avrà 
identicamente 

(     a,iO?i«  +  flfggO?,'  +  a330?3'  +  2a,2or,.r2  +  ^a^yX^x^  +  2a^^x^nr:, 

[3] 

{=a\,X,'+a\,X,'+  a'33AV+  2a\,X,X,+  2a\,X,X,+2a\,X,X, , 

^44  ^^^  ^  44   • 

Se  inoltre  ricordiamo  il  significato  di  Q,  tu^s  ?  •  •  •  ^  denotiamo  con 
Q\  {jj\^ , . . .  le  quantità  analoghe  relative  ai  nuovi  assi,  abbiamo 
pure  identicamente 

^L^  +  ^%  +  ^i  4-  2u)jjO?iO?j  +  2\yì^^x^x^  +  l^y^^^^x^ 

=  X^  +  X^  +  ^3^  +  2u)',2.Y,X2+  2u)',3.Y,X3+  20)^23^2X3 , 

poiché  ambo  i  membri  esprimono  il  quadrato  della  distanza  dello 
stesso  punto  (o?^,  a?,,  x^  0  (X^,  Xg,  X3)  dall'origine. 

Moltiplicando  l'ultima  eguaglianza  per  una  quantità  arbitraria  p 
e  poi  aggiungendola  alla  [3],  si  avrà  Tidentità 


2 

'3 


(«11  +  P)^l'  +   («22  +   ^\^^  +  («33  +  P)^S 

+  2(a,2  -f  uj,2p)o?,o:,  +  2(a,3  +.  ^^^^)x^x^  +  2(a23  +  WjgplojjOrg 


=  (a'ii  +  P)^i'  +  (a'32  +  P)^2'  +  («'33  +  P)-Y: 


2 


3 


+  2(a^2  +  u)\2p)^Y,X2  +  2(a',3  +  ^'i3p)^A  +  2(a'23  +  ^\^P)X,X^. 

Se  un  valore  di  p  è  capace  di  scindere  il  Y  membro  in  due  fattori  di 
1"  grado  in  x^^  x^,  x^,  allora  ponendo  in  questi  fattori  le  espressioni 
di  07^ ,  x^j  x^  mediante  X^,  X, ,  X3 ,  i  due  fattori  restano  di  1*^  grado 
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in  X^,  X^,  X3,  e  il  2*  membro  risulta  aguale  al  prodotto  di  due  fat- 
tori di  P  grado  in  X^ ,  X^,  X^  per  quel  medesimo  valore  di  p.  Ma  i 
due  membri  sono  due  forme  ternarie  quadratiche,  e  la  condizione 
perchè  una  tal  forma  si  scinda  in  due  fattori  di  P  grado  è  che  si 
annulli  il  suo  discriminante  (*)  ;  dunque  gli  stessi  valori  di  p  annul- 
lano i  discriminanti  dei  due  membri.  Ora  il  discriminante  del  P  membro, 
eguagliato  a  zero,  è 

^11  +  P  «12   +  W,8p       «13  +  U)i3p 

[4J  ^2i  +  W2lP       «22  +  P  «23+W23P        =0, 

«31  +  W31P       «32  +  W3,p        «33  +  p 

equazione  di  3""  grado  in  p,  ohe  si  sviluppa  nella 

Qp'  +  («iiQii  +  «22Q22  +  «33Q33  +  Sai^Qi,  +  2^130,3  +  2a23Q„)p* 
+  (B,,  +  J9,o  +  B33  +  2B,,u),^  +  2i?,3m,3  +  2B„u)„)p+  B  =  0; 

e  similmente  il  discriminante  del  secondo  membro,  eguagliato  a  zero, 
dà  l'equazione 

Qy  +  (a\,Q\,  +  . .  .)P'  +  (ff,,  +  .  .  .)p  +  5'  =  0, 

ove  Q\^ , . . ,  B\  B\^ , . .  .  hanno  i  significati  analoghi  a  Q^^  , . . , 
B,  ^^^ , . . .  rispetto  agli  assi  nuovi.  Dunque  i  coefficienti  dei  termini 
simili  nelle  due  equazioni  sono  proporzionali,  ovvero 

15]  ^ ^ = qT , 

B^  __B^ 

3^  Supponiamo  da  ultimo  che  si  trasformino  le  coordinate  mu- 
tando cosi  Torigine  come  la  direzione  degli  assi.  Possiamo  decom- 
porre questa  trasformazione  in  due,  prima  trasportando  gli  assi  pri- 
mitivi parallelamente  fino  a  passare  per  la  novella  origine,   e  poi 


(')  Questa  proprietà  è  nota  per  un  polinomio  di  2»  grado  non  omogeneo  a  due  va- 
riabili  (cfr.  Con.  §  5,  6,  7);  chiamando  -z^  <>  -z?  1®  ^^e  variabili  0  moltiplicando 
per  073*,  si  conclude  secondo  il  testo. 


^3     ^3 


—  20  — 

mutando  la  direzione  degli  aàsi  intorno  a  qaesta.  Ora  abbiam  visto 
che  la  prima  trasformazione  non  altera  i  coefficienti  dei  termini  a 
2®  grado,  né  certo  altera  gli  angoli  degli  assi;  sicché  i  primi  membri 
delle  [5],  che  dipendono  solo  da  quelle  quantità,  risulteranno  perfet- 
tamente gli  stessi,  sia  che  si  costruiscano  coi  coefficienti  deirequa- 
zione  primitiva  sia  con  quelli  della  trasformata.  Abbiamo  poi  dimo- 
strato che  per  effetto  della  seconda  trasformazione  sussistono  le  [5]  ; 
dunque  le  [5]  sussisteranno  quando  si  muti  cosi  Vorigine  come  la 
direzione  degli  assi^  mediante  la  sostituzione 

16]  j     x^  =  a^,X,  +  a„Xj  +  a^^^  +  a)\ , 

V        ^3  ^^  ^31-^1  4"  ^32-^»  "r  ^33-^3  "T  ^3  ' 

ove  a^i , . . . ,  o/^ , . . .  hanno  i  significati  dianzi  spiegati. 

Si  enuncia  questo  risultato  dicendo  che  i  primi  membri  delle  [5] 
sono  invarianti  assoluti  della  funzione  {{x)  (*). 

E  si  noti  che  essi  dipendono  solo  dai  coefficienti  dei  termini  a 
2*'  grado  in  ((x). 

Quind'  innanzi  indicheremo  brevemente  con  C  e  2>  i  polinomii 
-^11  +  •  •  M  «iiQii  +  •  •  •  ;  onde  avremo  che  le  frazioni 

D  C         B 

Q  '         Q'         Q 

sono  invarianti  assoluti.  Ciò  torna  poi  a  dire  che,  su  qualunque 
trasformata  di  t{x)  si  componga  Tequazione  [4],  essa  avrà  sempre 
le  stesse  radici. 

Questa  equazione  è  molto  importante,  e  ne  riprenderemo  in  seguito 
Tesame.  Denoteremo  per  brevità  con  A(p)  il  suo  1*  membro  diviso 
per  Q. 


Abbiam  visto  che  per  una  traslazione  degli  assi  A^  e  quindi  anche 

Q 


— ,  si  riproduce  inalterato;  e  dimostreremo  in  seguito  che  ciò  av- 


(')  Ci  permettiamo  di  chiamarli  così,  benché  in  verità  essi  siano  invarianti  assoluti 
aimultanei  della  f  (a?)  e  della 

e  ciò  solo  in  senso  ristretto,  vale  a  dire  solo  per  una  classe  di  sostituzioni  lineari. 
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viene  anche  quando  si  mutino  le  direzioni  degli  assi  ;  sicché  allora 
potremo  dire  che  eziandio  la  frazione 

A 

IT 
è  un  invariante  assoluto  (*). 

A       S        C       D 

Poiché  -Q,  -Q-,  -Q  ,  -Q-  sono  invarianti  assoluti  e  Q  é  positivo, 

consegue  ohe  i  segni  delle  quantità  ^4,  fi,  C,  Z)  non  si  alterano  per 
trasformazione  di  coordinate. 


(*)  Intanto  notiamo  che,  se  nella  {(x)  si  esegue  la  sostituzione  lineare  più  generale 
[7]  ^,  =  «,,X,  +  a„X,  +  a,,X,  +  a„X^     (A  =  1,2,  3. 4). 

e  poi  si  calcola  la  funzione  trasformata;  allora,  chiamando  A'  il  discriminante  di 
questa,  si  può  (mediante  i  teoremi  sulla  moltiplicazione  dei  determinanti,  o  anche  col 
calcolo  ordinario)  dimostrare  la  relazione 


A'  =  A 


0|| . . .  ai4 


^41  •  •  •  «44 


la  quale  si  enuncia  dicendo  che  A  è  un  invariante  (non  assoluto  però)  della  f  (or). 
Il  determinante 

Oli . . .  ai4 


«41  •  •  •<*44 

dicesi  determinante  o  modulo  della  sostituzione  [7]. 

In  particolare  la  sostituzione  [6]  si  può  dedurre  dalla  [7]  ponendo 

cosIT  _  ,         ,         _  , 

008  H  "'"*'   ^" — *  *'  **t4— ^e»  ^ — ^3» 


041 — Cl4«=<*43^^^i      <*44^^i»      X^z^X^  —  i,      a^  = 


e  il  modulo  può  scriversi  (essendo  cosI2  =r  0, . . .) 


cosll'      cosi  2'       cosi  3' 

cosili'      C08II2'      cosIIS' 


cos  II        cos  1 2       cos  1 3 
cos  Ili      cos  II 2      cos  II 3 
cosini     cos  III 2    cos  III 3 


cosini'   cos  ni  2'    cos  in 3' 
ovvero  (cfr.  nota  a  pag.  4) 

seni  n  in.  senl'2'3':  sennini,  seni  23  =  senl'2' 3':  seni  23  =  y/?^; 

onde  si  deduce  la  relazione 

A'         A 

Q'  ~  Q 

accennata  nel  testo. 
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Se  gfli  assi  nuovi  sono  ortogonali  si  ha 

E  se  anche  gli  assi  primitivi  sono  ortogonali,  si  ha 

«11+  ««  +  «33  =  «'11  +  «'22  +  «'33,        ^11  +  ^^22  +  ^33  =  5'u  +  5  «+  B'33, 

5  =  5',^=^'. 
Per  assi  ortogonali  l'equazione  Afp)  =  0  prende  la  forma 


«il  +  P  «12 


a 


13 


a 


21 


«22  +  P  « 


23 


a 


ovvero 


31 


«32  «33+  P 


=  0, 


P'  +  («11  +  «22  +   «33)P'  +  (^11  +  ^22  +  ^33)P  +  «  =  0. 


Bette  e  piani  secanti  o  tangenti.  Rette  della  qaadrìca. 

§  7.  Se  ^(ìT^,  a?2,  ^3,1),  2/(2/1,  V^^  2/3,1)  sono  due  punti  qualunque, 
le  coordinate  di  ciascuno  degli  00  punti  della  retta  da  essi  indivi- 
duata si  possono  scrivere  sotto  la  forma 


11] 
ovvero 


,    1, 


^1  +  2/1  —  ^2  +  Vt 


n 


n 


ni 


n 


^3  +  2^3 


1, 


ni 


n 


+  1 


m 
n 


+  1 


ni 
n 


+  1 


m 


indicando  con il  rapporto  delle  distanze  di  quel  punto  da  2/  e  a;. 

Ad  ogni  valore  di —  corrisponde   un  punto,  e  viceversa;   y  corri- 

tv 

sponde  al  valore  ±0  ;  a?  a  ±  00;  il  punto  medio  fra  a?  e  2/  a  — 1;  il 
punto  airinfinito  della  retta  a  + 1* 

A  due  valori  opposti  — , corrispondono  due  punti  coniugati 
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armonicamente  rispetto  9l  x  e  y.  Le  oo  coppie  di  punti  coniugati  co- 
stituiscono una  involuzione  quadratica ,  di  cui  sono  o)  e  y  i  punti 
doppii  (coniugati  con  se  stessi).  Il  punto  medio  fra  ^  e  y  è  il  punto 
centrale  (corrispondente  al  punto  airinfinito). 

Si  noti  che,  se  ce  e  y  sono  reali,  a  ogni  valore  reale  di  —  corri- 
sponde un  punto  reale,  e  viceversa.  E  si  noti  che,  se  anche  le  coor- 
dinate dei  punti  x  e  y  sono  immaginarie,  purché  le  omologhe  siano 
complesse-coniugate,  la  retta  pei  due  punti  immaginarli  sarà  reale, 
e  ad  ogni  punto  reale  di  essa  corrisponderà  come  coniugato  nella 
involuzione  un  punto  reale  (*). 

Ciò  premesso  :  siano  x{x^j  a?,,  ^s«l),  vIVìì  Vt-,  V^^l)  due  punti 
qualunque,  e  si  domandi  quanti  e  quali  punti  della  retta  da  essi  indi- 
viduata appartengano  anche  alla  quadrica  rappresentata  dairequazione 

f  (a?4,  0?,,  a?3, 1)  =  0.  Basta  vedere  per  quanti  e  quali  valori  di  —  le 

coordinate  [1]  soddisfanno  alla  detta  equazione,  cioè  risolvere  rispetto 

a  —  l'equazione 

\    m  •\-  n      '  m  •\-  n      '  m  -^^  n      '       /  ' 

la  quale,  se  si  denota  con 

f  f  ^i'  a?j,  ^3>  -^4^     oppure    f  {^\ 
Tespressione 

+««3(^2y3+^3l/«)+«14Kl/4+^4Vi)+«24(^«2/4+^4l/t)+«34(^3l/4+^4l/s)l 

si  sviluppa  facilmente  in 
12]     t{w,,  a;,,  a.,,  1) (^)*  +  2  f  (^|;  ^|;  ^-  })  ^  +f  (i,,.  v.,  v„l)=0. 

Importa  osservare  che  : 

Jx,,  OJj,  .r,,  xA  _-  f /2/p  Vi,  1/3,  ^4^ 

W/i,  ?/«,  1/31  VaI  V^n  ^2>  ^31  •'^4/' 

\*^i^   vf  j,   0/3,   U/^  / 


(')  Basta  assumere  (>er  m  e  n  valori  complessi-coniugati. 
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f  (yi;  yl^  yl]  y * )  =  ^Mv)  +  ^tU(v)  +  oo,f,(y)  +  xj,(y) 

ed  è  facile  verificare  che,  se  per  un  cangiamento  di  assi  la  funzione 

a^^x^*  +  . . .  +  ^44       diviene       cl\^X^*  + . . .  +  a'„ , 
allora  la 

^u^ìVl  4-  •  •  •  +  ^44        diviene        a\^X^y^  +  ..+  ^'44  • 

Dall'equazione  [2]  scaturiscono  molte  ed  importanti  consegruenze, 
delle  quali  passiamo  a  svolgere  le  principali  : 

1^  Essendo  Tequazione  [2]  di  2^  grado  nella  incognita  — ,   fornisce 

per  questa  due  valori,  onde  ogni  retta  ha  comuni  due  punti  con  la 
quadrica  (*)  ;  il  che  si  enuncia  dicendo  che  la  quadrica  è  un  luogo 
di  P*  ordine. 
Se  si  suppone  che  siano  reali  i  coefficienti  di  {(co)  (**)  e  i  punti  x^  y, 

tali  saranno  ancora  i  coefficienti  della  [2];  onde  i  due  valori  di  ^ 

potranno  essere  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  complessi-coniu- 
gati ;  e  quindi  i  due  punti  comuni  alla  retta  ed  alla  quadrica  saranno 
rispettivamente  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  immaginarii.  Nel 
1^  caso  la  retta  sarà  secante^  nel  2"^  sarà  tangente^  e  nel  3^  le  coor- 
dinate omologhe  dei  due  punti  saranno  complesse-coniugate. 

Se  la  [2]  ammette  più  di  due  radici,  diviene  una  identità;  onde  una 
retta,  che  abbia  più  di  due  punti  comuni  con  la  quadrica,  giace  tutta 
sulla  quadrica. 

2®  Poiché  ogni  retta  ha  due  punti  comuni  con  la  quadrica,  segue 
che  ogni  piano  ha  comune  con  la  quadrica  00  punti  costituenti  una 
curva  di  2""  ordine,  vale  a  dire  che  ogni  sezione  piana  d'una  quadrica 


(*)  Lo  stesso  si  dimostra  osservando  che  Tasse  1  seca  la  quadrica  nei  punti  per  cui 
x^  =  0,  0^3  =  0,  i  quali  son  dati  dall'equazione  di  2o  grado 

i{x^,  0,  0,  1)  =  ai, a?,*  +  2aj4a:,  +  (144  =  0; 

e  che  lo  stesso  vale  per  ogni  altra  retta,  potendo  essa  assumersi  come  asse  1  senza 
alterare  il  grado  dell'equazione. 

e*)  D*ora  in  poi  supporremo  sempre  reali  i  coefficienti  della  i{x).  Valga  questa  -av« 
vertenza  una  volta  per  tutte. 
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è  una  conica  (*).  Non  ci  fermeremo  per  ora  a  discutere  quando 
questa  conica  è  una  ellisse  (reale  o  immaginaria),  una  iperbole,  una 
parabola,  o  qualche  loro  particolarità. 

S""  Supponiamo  per  un  momento  che  il  punto  y  appartenga  alla 
quadrica.  Allora  uno  dei  valori  di  —  dati  dalla  [2]  sarà  nullo,  e  in- 

fatti  f(|/4,  j/j,  1/3,1)  =  0;  indi  la  [2]  divisa  per —  diverrà 

f(.„a:„a.„l)-^+2f(-;;-;;53'J)=o, 

e  darà  il  valore  di  ^  corrispondente  all'altro  punto  (oltre  y)  comune 
alla  retta  xy  e  alla  quadrica. 

4^  Se  anche  quest'altro  punto  cade  in  v,  ossia  se  la  retta  xy  è 

tangente  in  y,  dovrà  esser  nullo  anche  il  valore  di  —  dato  dal- 
l'ultima equazione;  e  però  sarà 

e  in  coordinate  omogenee 

Ognuno  degli  00*  punti  a;,  le  cui  coordinate  soddisfanno  a  questa 
equazione,  si  troverà  su  una  retta  tangente  alla  quadrica  nel  punto  y\ 
e  siccome  l'equazione  è  di  1^  grado  in  o?^ , . .  • ,  cosi  il  luogo  dei 
punti  a;  è  un  piano. 

Dunque  per  un  punto  d'una  quadrica  si  possono  tirare  cdo  rette 
tangenti  ivi  alla  quadrica  ;  esse  giacciono  in  un  medesimo  piano 
(che  diremo  piano  tangente  alla  quadrica  nel  detto  punto),  e  for- 


O  Lo  stesso  si  dimostra,  osservando  che  il  piano  0?$  =:  0  seca  la  superficie  in  quei 
punti  che  verificano  Tequazione  di  2*  grado 

f(a?„  a?„  0,  1)  =  a„a?|«  -h  2aii»i»t  +  ^it»**  +  ^ìk^ì  +  20140?,  +  044  =  0, 

la  quale  nel  piano  a?3  =  0  rappresenta  una  curva  di  2^  ordine.  Lo  stesso  vale  per 
ogni  altro  piano,  potendo  esso  essere  scelto  per  piano  073  =  0  senza  alterare  il  grado 
dell*equazione. 
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mano  un  fascio  intomo  al  punto  (che  diremo  punto  di  contatto  di 
quel  piano). 

A  ogni  punto  y  della  quadrica  oorrisponde,  in  generale,  un  piano 
tangente  ivi  e  di  equazione  [3].  Si  hanno  cosi  oo'  piani,  e  la  quadrica 
si  definisce  come  V inviluppo  di  essi. 

Evidentemente  ognuna  delle  rette  del  fascio  dianzi  considerato  in- 
contra la  curva  che  il  piano  tangente  ha  comune  con  la  quadrica  in 
due  punti  coincidenti  in  y;  il  che  non  può  avvenire  se  non  quando 
questa  curva  si  scinda  in  due  rette  incrociate  in  y.  Dunque  ogni 
piano  tangente  ha  comune  con  la  quadrica  una  coppia  di  rette  in- 
crociate nel  punto  di  contatto. 

Viceversa,  un  piano  che  abbia  comuni  con  la  quadrica  due  rette, 
è  tangente  nel  loro  punto  comune.  Dunque  per  ogni  punto  della  qua- 
drica passano  due  rette  giacenti  sulla  quadrica. 

5^  Il  punto  e  il  piano  tangente  si  chiamano  ellittici^  iperbolici^ 
parabolici^  secondo  che  le  due  rette  sono  distinte  e  immaginarie,  di- 
stinte e  reali,  coincidenti  e  reali.  E  si  può  dimostrare  che,  in  gene- 
rale, quale  è  un  punto  della  quadrica^  tali  sono  tutti. 

P.  es.,  se  un  punto  x  è  iperbolico,  ciascuno  dei  due  piani  che  pro- 
iettano da  un  altro  punto  y  della  quadrica  le  due  rette  reali  e  distinte 
incrociate  in  a?,  deve  aver  comune  con  la  quadrica  anche  un'altra 
retta  reale;  sicché  per  y  passano  due  rette  reali  giacenti  sulla  qua- 
drica. Esse  sono  distinte;  altrimenti  coinciderebbero  colla  ayy^  e  per  x 
passerebbero  tre  rette  della  quadrica,  caso  che  per  ora  escludiamo. 
Dunque  y  è  iperbolico  anch'esso. 

Una  delle  due  rette  per  y  incontra  dunque  una  sola  delle  due  rette 
per  Xy  e  Taltra  Taltra;  sicché  le  quattro  rette  costituiscono  un  qua- 
drilatero (non  piano)  sulla  quadrica.  Facendo  variare  prima  y  e  poi  x, 
vediamo  dunque  che  sopra  una  quadrica  a  punti  iperbolici  esistano 
due  sistemi  di  oo  rette  reali^  tali  che  :  V  per  ciascun  punto  della 
quadrica  passa  una  retta  delFun  sistema  e  una  dell'altro;  2""  tutte  le 
rette  di  un  sistema  incontrano  ciascuna  dell'altro;  3""  due  rette  di  un 
sistema  non  han  punto  comune  e  non  stanno  in  uno  stesso  piano,  e 
però  le  chiameremo  sghembe  (l'una  rispetto  all'altra). 

Date  tre  rette  di  un  sistema,  una  retta  che  si  muova  appoggian- 
dosi ad  esse  genera  la  quadrica.  La  quadrica  perciò  dicesi  rigata  ;  e 
dicesi  sghemba  (gobba^  storta)  ^  ^qtqìÀ  ìm^  posizioni  per  quanto  pros- 
sime della  retta  generatrice  sono  sghembe.  Anzi  la  quadrica  é  due 
volte  sghemba. 


È  facile  vedere  che  le  rette  di  un  sistema  determinarlo  su  due 
rette  Asse  dell'altro  punteggiate  proiettive;  e  che  i  piani  per  te 
rette  di  un  sistema  e  rispettivamente  per  due  rette  fisse  dell'altro 
formano  due  fasci  proiettivi.  Di  pifi  quelle  punteggiate  sono  proiet- 
tive a  questi  fasci.  La  qtiadrica  può  considerarsi  come  generata  due 
volte  in  co'  modi  dalle  rette  che  uniscono  i  punti  corrispondenti  di 
due  punteggiate  proiettive  sghembe,  ovvero  dalle  rette  comuni  ai 
piani  corrispondenti  di  due  fasci  proiettivi  sghembi. 

Viceversa  :  itiia  reità,  che  si  muooa  appoggiandosi  a  tre  rette 
date  sghembe,  genera  una  quadrioa  rigata  sghemba;  poiché  tre  posi- 
zioni della  retta  mobile  segnano  sulle  tre  rette  date  3.3  =  9  punti, 
i  quali  individuano  una  quadrica  (§  2);  e  questa,  passando  per  tre 
punti  di  ciascuna  retta  data,  contiene  queste  tre  rette.  Ancora:  una 
retta  mobile  inUloidunia  dagli  elementi  corrispondenti  di  due  pun- 
teggiate proiettive  sghembe,  o  di  due  fasci  proiettivi  e  sghembi  di 
piani,  genera  una  quadrica  rigata  sghemba  ;  poiché  per  tre  posi- 
zioni della  retta  mobile  passa  una  quadrica,  die  contiene  le  due  rette 
punteggiate  o  assi  di  fasci  e  tutte  le  altre  posizioni  della  retta  mobile. 

Se  un  punto  d'uua  quadrica  è  ellittico,  si  dimostra  similmente  che 
tali  sono  tutti;  e  le  cose  dette  sussistono,  con  la  restrizione  che  le  rette 
sono  immaginarie.  La  quadrica  allora  non  è  rigata. 

Se  un  punto  d'una  quadrica  è  parabolico,  un  altro  punto  qualunque 
non  potrìi  essere  né  ellittico  né  iperbolico,  altrimeoti  tale  sarebbe  anche 
il  primo;  dunque  o  sarà  parabolico,  o  per  esso  passeranno  più  di  due 
rette,  coso  che  tratteremo  fra  poco, 

6"  Rimoviamo  ora  la  supposizione  che  il  punto  y  stia  sulla  qua- 
drica: allora  la  retta  xy  sarh  tangente  quando  la  [2]  darà  per  ~  due 
valori  uguali,  quando  cioè  sarà  soddisfatta  requadone 

f(^„ ^„ .■„!) . fij,. <j,. r/,.i) -  t  f ( J;:  J;; £,')!*=  ». 

o  sotto  forma  omogenea 

HI  f{.v).tly)-f'i^]=0. 


Dunque  la  [4]  è  la  condizione  perchè  la  retta  xy  tocchi  la  quadrica. 

Se  1/  è  dato,  la  [4|  è  soddisfotts  da  oo*  posizioni  del  punto  t»  ;  e, 

poiché  essa  è  di  2'  grado,  tali  posiiioni  costituiscono  un  luogo  dì 


2"  grado.  Questo  luogo  non  pu6  esaere  che  un  cono  di  vertice  y; 
poiché  è  evidente  che,  se  ìT  è  un  punto  del  luogo,  ogni  punto  della 
retta  ory  appartiene  al  luogo,  e  però  tutta  la  retta  appartiene  al 
luogo,  il  quale  rÌBuIla  quindi  composto  di  co  rette  uscenti  dal  punto  y. 
Dunque  il  luogo  delle  tangenti  condotte  per  un  punto  a  una  qua- 
drica  è  un  cono  di  2°  ordine,  il  quale  dicesi  circoscritto  alla  qua- 
drica  dal  punto  y,  o  anche  il  cono  secondo  cui  la  quadrica  è  vista 
dal  punto  y.  Le  generatrici  dì  questo  cono  sono  le  coppie  di  tangenti 
che  pel  punto  y  possono  tirarsi  alle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei 
piani  per  y. 

Non  ci  fermiamo  ora  a  discutere  le  varie  specie  di  coni  circoscritti 
alla  quadrica,  né  ad  esaminare  quando  essi  siano  reali  e  quando  imma- 
ginarii.  Solo  accenniamo  che  il  punto  dicesi  esterno  o  intermo  alla 
quadrica,  secondochè  il  cono  da  esso  circoscritto  é  reale  o  immagi- 
nario; e  che  se  il  punto  è  sulla  quadrica,  il  cono  si  riduce  al  piano 
ivi  tangente  contato  due  volte. 


Punti  coniugati,  poli  e  piani  polari,  rette  coniugate. 


§  8.  1"  Se  i  valori  di  —  dati  dalla  [2|  del  §  7  sono  opposti,  i  due 
punti  in  cui  la  retta  xf/  seca  la  quadrica  sono  coniugati  armonica- 
mente rispetto  a  ìt  e  y,  e  quindi  anche  w  e  y  aono  coniugati  armo- 
nicamente rispetto  a  quei  due  punti,  e  si  possono  dire  semplicemente 
coniugati  rispetto  alla  quadrica.  Ora  la  condizione  perchè  i  due  va- 
lori di  —  siano  opposti  è  evidentemente 


=  0, 


e  in  coordinate  omogenee 

Questa  è  dunque  la  relazione  che  sussiste  fra  le  coordinate  di  due 
punti  coniugati. 

Ksfia  È  una  forma  simmetrica  nei  due  punti  e  bilineare  nelle   loro 
coordinate. 


É  cbiaro  ohe  su  ogni  retta  esistono  ix>  coppie  di  punti  coniugali, 
costituenti  una  involuzione  quadratica,  che  ha  per  punti  dopptt 
quelli  1)1  cui  la  retta  incontra  la  quadrlca.  K  se  la  retta  è  reale, 
aDChe  quando  incootri  la  quadrica  in  puutì  ìinmagiuarii,  ogui  puuto 
reale  su  essa  avrà  per  coniugato  un  punto  reale. 

2°  Se  il  punto  y  è  dato,  ogni  punto  aa,  le  cui  coordinate  verifi- 
oUìqo  la  (1],  sarà  coniugato  a  y  ;  e  poiché  la  [1]  ò  di  1°  grado  in  a\,..., 
segue  che  ogni  punto  ne  ha  co'  coniugati,  U  luogo  dei  quali  é  un 
piano. 

Il  punto  dicesi  polo  del  plano,  e  il  piano  polare  del  punto  (rispetto 
alla  quadrica);  o  anche  Ai  dicono  il  punto  e  il  piano  coniugati.  E 
le  coordinate  omogenee  del  piano  polare  del  punto  y  sono 

121  f.(i/).       f.ly),       Uy\,       f,(i/|. 

Se  il  punto  è  reale,  il  piano  polare  è  reale;  se  il  punto  è  immagi- 
nario, il  piano  polare  ò  immaginario. 

In  particolare  :  se  il  punto  cade  nell'origine,  l'equazione  del  piano 
polare  è 

f.,^-)  =  0. 

Il  polo  non  cade  nel  piano  polare,  se  non  quando  è  un  punto  della 
quadrica  ;  net  qual  ca^o  l'equazione  del  piano  polare  a'identiSca  cua 
quella  del  piano  tanf^cute  in  quel  punto  (*). 

Va  notato  che  il  piano  polare  d'un  punto  1/  è  il  luogo  delle  rette 
polari  di  y  rispetto  alle  coniche  che  la  quadrica  ha  nei  piani  per  y. 

3"  L'equazione  |4Ì  %  7  del  cono  circoscritto  da  un  punto  y  alla 
quadrica,  è  soddisfatta  dagli  co  punti  comuni  alla  quadrica  e  al 
piano  potare  di  y,  poiché  questi  punti  annullano  l{x)  ^i\^\  \  sicché 
essi  sono  i  punti  di  contatto  delle  co  tangenti  condotte  da  y  alla 
quadrica.  In  altre  parole  :  le  tangenti  condotte  da  un  punto  alla 
quadrica  costituiscono  un  cono  di  2°  ordine,  il  quale  è  circoscritto 
alta  quadrica  lungo  la  conica  che  guesta  ha  nel  piano  polare  del 
punto  ("). 


O  Del  resu  è  chioin  che  ogni  pimto  hu  uiui  rutta  tBtii.-tiiil(t  in  U  ha  y  p«r  coiiiu^ 
gatu,  onde  Ì  punti  del  piano  taogeiiUi  in  ^  huii  lutti  i^niugnti  a  y. 

C)  Lo  Hlesso  risulla  dall'oaservoro  che,  ae  una  rotta  [ter  y  tuvoa  lu  i[ua[|iica  iii  x, 
allora  y  ha  per  >;oniuealo  «  sulla  retto,  onda  ^  sta  sul  piauu  polare  di  y. 


Il  oono  e  la  ooDÌca  sodo  ioaieme  reali  o  insieme  ImiBagioarii. 

E  la  conica  è  il  contot'no  apparente  della  quadrica  rispetto  al 
punto. 

Se  ;!r  è  uu  punto  di  questa  conica,  il  piano  per  la  tangente  alla 
conica  in  .v  e  per  la  retta  ay  (tangente  alla  quadrica  in  x)  tocca 
in  w  cosi  la  quadrica  come  il  cono,  e  intanto  passa  per  y;  mentre 
un  piano  che  tocchi  la  quadrica  in  un  punto  fuori  la  detta  conica 
non  passa  per  y.  Adunque:  per  undaio  punto  passano  co  piani  tan- 
genti alla  guadrtoa,  e  il  loro  inviluppo  è  il  cono  circoscritto  dal 
punto  alla  quadrica. 

i°  Due  punti  coniugati  x,  y  sono  in  condizione  reciproca  l'uno 
rispetto  all'altro.  Sìa  da  questo  fatto,  sia  dalla  simmetrìa  della  [Ij 
nelle  coordinate  dei  due  punti,  risulta  il  teorema  importante  :  se  un 
punto  sta  nel  piano  polare  d'un  altro,  viceversa,  questo  sta  nel 
plano  potare  di  quello. 

Un  piano  è  individuato  da  tre  suoi  punti;  i  piani  polari  di  questi 
tre  punti  individuano  intersecandosi  un  punto;  e  il  piano  polare  di 
questo  punto  dovendo  (per  l'ultimo  teorema)  contenere  i  primi  tre 
punti,  sarà  appunto  il  piano  da  essi  individuato.  Dunque:  in  gene- 
rale, come  ogni  punto  ha  il  suo  piano  polare,  cosi  ogni  plano  ha  il  , 
suo  polo. 

Tutti  i  punti  d'un  piano  hanno  ì  piani  polari  passanti  pel  polo  del 
piano;  e  tutti  i  piani  passanti  per  un  punto  hanno  i  poli  nel  piano 
polare  del  punto. 

5°  Siano  due  punti  x,y,  ei  loro  piani  polari  u,  v.  Ogni  piano  per  ' 
la  xu  ha  il  polo  in  ii  e  iu  v,  e  quindi  sulla  retta  iiv,  e  ogni  piano 
per  la  retta  uv  ha  il  polo  in  tutti  ì  piani  polari  dei  punti  della  uv,  e 
quindi  sulla  xy.  Onde  le  due  rette  son  tali,  che  i  piani  polari  dei 
punti  dell'una  fanno  fascio  intorno  all'altra,  e  tHceversa;  I'odb 
è  il  luogo  dei  poli  dell'altra  rispetto  alle  coniche  che  la  quadrica  ha 
nei  piani  per  quest'altra,  e  viceversa,  Colali  due  rette  diremo  coniti- 
gale  o  polari  l'una  dell'altra  rispetto  alla  quadrica. 

Ad  ogni  retta  dello  spazio  corrisponde  una  coniugata;  e  la  corri- 
spondenza è  univoca  e  reciproca. 

Due  rette  coniugate  in  generale  sono  sghembe.  Qualora  s'incon- 
trino, il  punto  comune  sarà  polo  del  piano  comune,  ossia  il  punto 
starà  sulla  quadrica  e  il  piano  la  toccherà;  quindi  le  due  rette  con- 
iugate toccheranno  la  quadrica,  ed  inoltre  saranno  in  armonia  con 
le  due  rette  che  la  quadrica  ha  nel  piano  tangente. 

Le  rette  autooouiugate  sono  quelle  che  giacciono  sulla  quadrica. 
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6*  Consideriamo  una  retta  e  la  sua  coniugata.  I  piani  tangenti 
nei  due  punti  ove  questa  seca  la  quadrica  hanno  per  poli  questi  due 
punti,  e  quindi  passano  per  la  prima  retta;  e  niun  altro  piano  tan- 
gente gode  la  stessa  proprietà. 

Dunque  per  una  retta  data  passano  due  piani  tangenti  alla  qv4i- 
drica^  ovvero  la  quadrica  è  di  2*  classe. 

I  due  piani  possono  essere  reali  e  distinti,  reali  e  coincidenti,  im- 
maginarii,  come  quei  due  punti.  Nel  2*'  caso  anche  la  retta  data  è 
tangente  alla  quadrica. 

Che  se  la  retta  data  giace  sulla  quadrica,  allora  ogni  piano  per  essa 
deve  aver  comune  con  la  quadrica  anche  un'altra  retta,  e  quindi  è 
tangente  alla  quadrica. 

7'  Diremo  coniugati  un  punto  e  una  retta,  quando  il  piano  po- 
lare del  punto  passa  per  la  retta,  e  quindi  ogni  punto  della  retta  ha 
il  piano  polare  passante  pel  punto;  insomma  quando  il  punto  è  sulla 
coniugata  della  retta. 

E  diremo  coniugati  un  piano  e  una  retta,  quando  il  polo  del  piano 
è  sulla  retta,  e  quindi  ogni  piano  per  la  retta  ha  il  polo  nel  piano; 
insomma  quando  il  piano  passa  per  la  coniugata  della  retta. 

8"  Osservammo  che  in  ogni  retta  esistono  oo  coppie  di  punti 
coniugati. 

In  ogni  piano  esistono  oo^  terne  di  punti  coniugati  (a  due  a  due), 
vertici  dei  triangoli  autoconiugati  rispetto  alla  conica  che  la  qua- 
drica ha  nel  piano. 

Nello  spazio  esistono  oo*  coppie  di  punti  coniugati^  oo*  teme  di 
punti  coniugati^  e  oo^  quaderne  di  punti  coniugati  ;  vertici  questi 
di  tetraedri  autoconiugati ^  cioè  tali  che  ciascun  vertice  sia  polo  della 
faccia  opposta.  Ogni  punto,  con  una  terna  di  punti  coniugati  nel  suo 
piano  polare,  costituisce  una  quaderna. 


Casi  in  cui  la  quadrica  è  un  cono,  o  un  cilindro, 

0  una  coppia  di  piani. 

§  9.  La  proprietà,  che  ad  ogni  punto  corrisponde  un  unico  piano 
polare  rispetto  alla  quadrica  (e  in  particolare  ad  ogni  punto  della 
quadrica  corrisponde  un  unico  piano  tangente  ivi),  non  regge  più  in 
tutta  la  sua  generalità,  allora,  e  solo  allora,  quando  esiste  qualche 
punto  y  le  cui  coordinate  annullino  tutti  quattro  i  coefficienti  del- 
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Tequazione  del  suo  piano  polare  ;  poiché  questa  equazione  allora  si 
riduce  alla  identità  0  =  0,  e  quindi  non  rappresenta  più  un  piano 
determinato.  Ora  i  coefficienti  neirequazione  del  piano  polare  del 
punto  y  sono  (cfr.  [1]  §  8)  f^{y),  fg(i/),  fjd/),  f^(y)  ;  e  la  condizione 
affinchè  si  annullino  queste  semiderivate,  cioè  coesistano  le  equazioni 

[1]  f,(l/)  =  0,    f,(i/)  =  0,     Uy)  =  0,     f,(i/)  =  0, 

è  (§  4)  che  sia  nullo  il  discriminante  A. 

P  Quando  A  è  nullo,  ma  non  son  nulli  tutti  i  suddeterminanti 
complementari  degli  elementi  di  ciascuna  sua  verticale;  allora  le 
quattro  equazioni  [1]  equivalgono  a  tre  sole  indipendenti  (*);  esse  de- 
terminano i  mutui  rapporti  di  y^,  y^,  y^,  y^,  e  si  ha  indifferentemente 
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dando  ai  radicali  segni  convenienti. 

Determinato  cosi  il  punto  y  in  questione,  osserviamo  che  la  iden- 
tità [1]  §  3  applicata  ad  y  dà  f (y)  =  0,  onde  y  sta  sulla  quadrica. 
Ogni  piano  per  y  è  dunque  un  piano  tangente  ivi  alla  quadrica,  e 
quindi  ha  in  comune  con  la  quadrica  due  rette  (reali  o  immaginarie) 
incrociate  in  y.  Adunque  la  quadrica  è  un  cono,  ed  il  punto  y  ne  è 
il  vertice. 

Conchiudiamo  che  la  quadrica  rappresentata  dalV equazione  di 
2^  grado  f  (a?)  ==  0  è  un  cono^  quando  è  nullo  il  suo  discriminante  A. 

Allora  le  [2]  danno  le  coordinate  del  vertice  del  cono. 

Vedremo  poi  quando  il  cono  risulta  da  oo  rette  reali ,  e  quando 
queste  sono  immaginarie,  il  vertice  restando  sempre  reale.  Nel  1*  caso 
il  cono  sarà  rigato  (in  un  sol  modo),  e  sarà  una  superficie  svilup^ 
potile. 


(*)  Come  guida  alla  presente  discussione  ed  alle  analoghe  che  faremo  in  seguito, 
veggasi  in  fondo  al  volume  la  nota:  Sui  sistemi  di  equazioni  lineari  omogenee. 


Tntaoto  è  facile  scorgere  che  nel  cono  hanno  luogo  le  seguenti 
proprietà  speciali  : 

Ciascun  piano  dello  spazio  può  considerarsi  come  polare  del  vertice, 
e  il  piano  polare  di  ciascun  altro  punto  passa  pel  vertice. 

Tutti  i  punti  di  una  stessa  retta  pel  vertice  hanno  lo  stesso  piano 
polare;  e  a  tutti  i  punti  d'una  generatrice  corrisponde  uno  stesso 
piano  tangente,  che  passa  per  essa  e  incontra  il  cono  lungo  due  rett<ì 
coincidenti  con  essa,  cioè  un  piano  tangente  lungo  tutta  la  genera- 
trice; sicché  ogni  punto  del  cono  è  parabolico,  tranne  il  vertice  che 
è  un  punto  singolare  (punto  doppio). 

Di  due  rette  coniugate  una  passa  certo  pel  vertice.  Ai  punti  d'una 
Btessa  retta  pel  vertice  corrisponde  una  stessa  coppia  di  piani  tan- 
genti parabolici,  la  quale  fa  anche  da  cono  circoscritto  da  ciascuno 
dei  punti  medesimi.  A  una  retta  pel  vertice  corrisponde  come  coniu- 
gata ciascuna  retta  nel  piano  polare  di  quella,  ecc. 

1  piani  che  passano  rispettivamente  per  due  rette  fìsse  del  cono  e 
pfr  una  stessa  retta  mobile  del  cono,  formano  due  fasci  proiettivi. 

Viceversa,  due  fasci  proiettivi  di  piani  i  cui  assi  s-'incontrino  ge- 
nerano un  cono  di  2"  ordine  mediante  la  retta  comune  a  due  piani 
corrispondenti  variabili  ;  poiché  il  punto  comune  ai  due  assi  preso 
come  vertice,  più  un  altro  punto  per  ciascun  asse  e  per  tre  posizioni 
detta  retta  variabile,  individuano  un  cono  di  2"  ordine  (§2),  il  quale 
dunque  contiene  tutte  le  posiitioni  della  retta  mobile. 

2°  Se  soQ  nulli  A  ed  uno  (e  quindi  ciascuno)  dei  suddeterminanti 
A,^.  /!,,,  -Jj,.  vi,,,  senza  che  siano  nulli  A  ,  A^^,  Jj^  (A^l,2,3|; 
allora  il  vertice  va  all'infinito,  e  il  cono  diviene  un  cilindro. 

Lasciamo  al  lettore  l'esame  delle  modificazioni  che  subiscono  le 
proprieth  del  cono  nel  caso  del  cilindro  e  nei  seguenti. 

3*  Possono  lo  equazioni  [1]  ridursi  a  due  sole  indipendenti.  Al- 
lora sono  nulli  A  e  tutti  i  suoi  suddeterminanti  dì  'S'  ordine  .-),,,■■.. 
e  perciò  basta  supporre  nulli  tre  suddeterminanti  tali,  che  uno  fra 
essi  abbia  l'un  ìndice  comune  con  uno  dei  rimanenti  due  suddeter- 
minanti  e  l'altro  con  l'altro;  ma  uno  almeno  dei  suddeterminanti  di 
2°  ordine  esiste.  Vi  sono  quindi  co  punti  come  y,  il  cui  luogo  è  la  retta 
rappresentata  da  quelle  due  equazioni;  e  la  quadrica  è  un  cono,  di  cui 
ciascuno  di  quei  punti  è  vertice;  vr\c»  dire  ìaguadrica  è  una  coppia 
di  piani  (distinti  e  reali  o  immaginari)  secantisi  lungo  quella  retta. 

4°  Possono  anctie  le  equazioni  |1|  ridursi  a  una  sola  indipen- 
dente. Allora  son  nulli  A  e  tutti  i  suoi  suddeterminanti  di  3"  e  2°  or- 
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dine  e  perciò  basta  supporre  nulli  sei  fra'  suddeterminanti  di  2*  or- 
dine ;  ma  almeno  uno  degli  elementi  di  A  esiste  ;  e  la  quadrica  è  un 
cono  con  oo^  vertici,  il  luogo  dei  quali  è  il  piano  rappresentato  da 
quella  equazione;  onde  la  quadrica  si  riduce  a  quel  piano  contato 
due  volte. 
Nel  caso  presente  si  ha 

^11  ^«  ^33  ^44 

Va  notato  che  il  cono  che  proietta  una  data  conica  da  un  punto 
dato  fuori  del  suo  piano  è  di  2"*  ordine^  poiché  il  dato  punto  come 
vertice  e  cinque  punti  della  conica  individuano  un  cono  di  2''  ordine 
(§  2-5"^),  e  questo  contiene  la  conica.  Il  cono  è  reale  o  immaginario 
come  la  conica,  e  si  scinde  in  due  piani  quando  la  conica  degenera 
in  due  rette. 

Da  ultimo  si  può  osservare  che,  se  per  una  trasformazione  di  co- 
ordinate 

a^^x^  +  •  •  •  +  «44        diviene       a\^X^  +  . . .  +  a\^ , 

si  avrà  IMdentità 

«H^I*   +    •  •   •    +  («44  +  P)    =  «'il^i*  +   •   •  •    +   («'44  +  P) 

qualunque  sia  p;  or  se  p  annulla  il  discriminante   del  T  membro, 
dovrà  annullare  anche  quello  del  2°,  e  però  sarà  insieme 

^  +  Bp  =  0,         A'  +  ffp  =  0, 
onde 

A  A'  A  A' 

-^  =  -gT ,     e  quindi  anche  (cfr.  §  6)     -q  =  qT  . 
come  già  annunziammo. 


Polo  d'un  piano.  La  quadrica  come  inviluppo. 

§  10.  Cerchiamo  le  coordinate  del  polo  del  piano  u(u^,  u,,  U3,  u^). 
Osserviamo  che,  dette  w^,  a?^,  x^,  x^  le  coordinate  del  polo,  quelle  del 
piano  polare  sono  (§  8-2')  f  Ja?),  fjlo?),  fs(oo)^  t^{x)  ;  e  però  dovranno 
queste  esser  proporzionali  a  u^^  Mj,  Ug,  le^,  ovvero 

U^  Ì4^  U3  ^4      ' 

Per  risolvere  queste  tre  equazioni  è  utile  ricorrere  al  seguente  ar- 
tifizio, che  spesso  riesce  quando  le  equazioni  consistono  di  rapporti 
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Uguali  :  indicando  con  p  il  comune  valore  incognito  dei  quattro  rap- 
porti, avremo 

[1]     fja?)  =  pMj ,    f^(x)  =  pUg ,    r^(x)  =  PM3 ,    r^(x)  =  PU4 , 
e  da  queste  4  equazioni  lineari  ricaveremo 

12]  <  ^ 

^3  =  X  ^^3^^^   +  ^32^2  +  ^33^3  +  ^31^4), 
^4  =  "X   <^4i^i   +  ^«^2  +  ^43^3  +  -4,,U,); 

ove  p  è  del  tutto  arbitrario.  Le  [2]  danno  le  coordinate  del  polo  del 
piano  u. 

In  particolare  :  il  piano  u  sarà  tangente  alla  quadrica  se  il  polo 
starà  sul  piano,  cioè  se  avrà  luogo  anche  Tequazione 

[3]  u^x^  +  u^x^  +  MgOJg  +  u^x^  =  0  ; 

nella  quale  ponendo  i  valori  [2]  di  o?^ , . . . ,  si  trova 

(A^jW.+^.jWj+AjgMg-fA.^MjUi+Mj^Wj+^eWj +^23^3+^24^4)^2 

ovvero 

[4]  A^^U^^  +  ^2jMj*  +  ^33M3*  +  A^^U^^ 

+2y4jjU,U8+2A^3UjU3+2.4„WjU3+2^,4M,ti,+2A„U2U4+2A3,U3U^=:0. 

Questa  è  dunque  Tequazione  cui  soddisfanno  le  coordinate  di  ciascun 
piano  che  tocchi  la  quadrica;  sicché  essa  può  dirsi  l'equazione  tan- 
genziale della  quadrica^  0  l'equazione  della  quadrica  in  coordinate, 
di  piani j  o  Tequazione  della  quadrica  considerata  come  inviluppo  di 
piani  (§7-40). 
Indicheremo  il  primo  membro  della  [4]  con 

F(te,,  Ug,  W3,  u^)    0  anche    F(u). 

Questa  forma  quadratica  quaternaria  si  deduce  dalla  f(x)  mutando 
le  variabili  ^^ , . . .  nelle  w^ , . . .  e  i  coefficienti  a^^y  a^j, ...  nei  loro 
reciproci  0  aggiunti  A^^,  A^^, ...  ;  per  la  qual  relazione  la  F(u)  ri- 
ceve il  nome  di  forma  reciproca  0  aggiunta  b1ì9l  ((x). 
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Se  operiamo  sui  coefficienti  della  F(u)  come  già  operammo  su  quelli 
della  f(x)  per  ottenere  essa  F(m),  e  se  poi  mutiamo  le  u^^ , .  .  nelle 
0?^ , . . .  ;  allora,  a  causa  delle  [4]  §  4,  ritroviamo  la  t(x)  col  fattore  ^*. 

Indichiamo  con 

0  anche  con 

F,(m),        F2(m),        F3(u),        F,(m) 

le  semiderivate  parziali  dalla  F(u)  rispetto  a  k^,  u^,  U3,  u^  :  allora 
per  coordinate  del  polo  x  d'un  piano  u  possiamo  assumere  queste  se- 
miderivate, giusta  le  (2);  e  però  l'equazione  del  polo  di  un  piano  v 
(in  coordinate  di  piani  u^^  u^^  M3,  u^)  è 


15] 


u,F,{v)  +  ii,F,(v)  +  u,F,(v}  +  u,F,(v)  =  0  ; 


la  quale  è  formata  sulla  F(u)  come  l'equazione  del  piano  polare  d'un 
punto  y  è  formata  sulla  f(a?),  e  però  la  indicheremo  con 


pI^u,,  Mg,  U3,  1^4]  =0    0  anche  f(^^ 


:i=0. 


La  F(u)  si  potrebbe  anche  ottenere  direttamente  sotto  forma  di  de- 
terminante, osservando  che,  quando  il  piano  u  è  tangente,  le  equa- 
zioni [1]  con  la  [3]  costituiscono  un  sistema  di  cinque  equazioni  li- 
neari omogenee  in  ^i,  ^2,  a?3, 0?^,  p,  soddisfatte  da  valori  non  tutti 
nulli  delle  variabili;  onde  sarà  nullo  il  loro  determinante,  ovvero 


(6) 


a 
a 
a 
a 


11 


21 


31 


41 


a 
a 
a 
a 


12 


22 


32 


42 


«13  «14  ^i 

«23  «24  ^2 

«33  «34  ^3 

«43  «44  ^i 


w, 


IL 


U, 


Mi 


0 


^0. 


Questo  determinante  non  può  diflferire  che   per  un  fattor  numerico 
dalla  F(m),  ed  infatti  è  facile  vedere  che  esso  vale  —  F(m)  (*). 


(•)  Analogamente  si  ha,  tenendo  presenti  le  [2]  e  [3], 


-^11  -^12  ^13  -^14  ^1 

''^21  -^22  ''^23  -^21  ^2 

-^31  -^32  -^33  -^^ai  ^3 

-A4I  -^42  ^43  -^44  ^4 


X. 


CCo 


SCi 


X, 


0 


=  —  A^l{x), 
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Si  noti  che,  se  ^  è  il  polo  di  m, 

F(u)  =  u,F,(u)  +  u,F,{u)  +  u^l\{u)  +  u,F,(u) 

A 

=  —(u^x^-\-u^x^+u^x^+ii^x^)    per  le  [2], 

=  -^W^)^i+hi^)^%+U^'^)^3-\-f4(^)^4]    per  le  [1], 
1 

il  che  prova  che,  come -4  e  f(a?),  così  anche  F(u)  conserva  il  proprio 
segno  dopo  ogni  trasformazione  di  coordinate. 
In  particolare,  prendendo  p  =  l  si  ottiene  Tidentità 

m  Fjf,(a;),    f,(xU    Uoo),    f,(x)\  =  ^Hoo). 

Quando  la  quadrica  è  un  cono  (A  =  0),  la  sua  equazione  in  coor- 
dinate di  piani  deve  ridursi  all'equazione  del  vertice  contato  due 
volte:  infatti  allora  si  ha  (cfr.  le  [2|  §  9) 

F(„)  =  -L  (,i^^„^  +  A^.^i,^  +  A^^u^  +  A^n^Y   (//=1,  2.  3,  4) 


hh 


—  (V^.4,jM,  +  VA^^ti^-\-VA^^u^  +  Va^^u^Y 


Cenno  sulle  figure  polari-reciproche. 


§  11.  L'analogia  fra  le  equazioni  f(a7)=:0,  F(u)=^0  e  quella  fra 
i  loro  significati  geometrici,  non  che  l'analogia  fra  la  equazione  del 
piano  polare  di  un  punto  e  quella  del  punto  polo  di  un  piano,  si  col- 
legano alla  corrispondenza  che  mediante  la  quadrica  si  può  stabilire 
fra  gli  elementi  punto  e  piano  dello  spazio,  e  quindi  fra  le  forme  geo- 
metriche da  essi  rispettivamente   generate. 

Infatti,  a  ognuno  degli  oo^  punti  dello  spazio  corrisponde  un  piano, 
cioè  il  suo  polare  rispetto  alla  quadrica  ;  e  ad  ognuno  degli  oo^  piani 
corrisponde  un  punto,  cioè  il  suo  polo.  Agli  co*  punti  d'un  piano 
(piano  punteggiato)  corrispondono  gli  oo'  piani  per  un  punto  (stella 
di  piani),  e  viceversa.  Agli  oo  punti  d'una  retta  (retta  punteggiata) 
corrispondono  gli  oo  piani  per  la  retta  coniugata  (fascio  di  piani),  e 
viceversa;   e   il   rapporto  anarmonico  di  4  di   quei   punti   eguaglia 
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quello  dei  4  piani  corrispondenti  (*),  Alle  oo*  rette  per  un  punto 
(stella  di  rette)  corrispondono  le  oo^  rette  nel  suo  piano  polare  (piano 
rigato),  e  viceversa.  Alle  oo  rette  per  un  punto  in  un  piano  (fascio 
di  rette)  corrispondono  le  oo  rette  nel  piano  polare  del  punto  e  pel 
polo  del  piano  (altro  fascio  di  rette),  e  viceversa. 

A  un  sistema  di  punti,  piani  e  rette  corrisponde  un  sistema  di  al- 
trettanti piani,  punti  e  rette.  Per  es.  ai  vertici,  alle  facce,  agli  spi- 
goli d'un  tetraedro  corrispondono  le  facce,  i  vertici,  gli  spigoli  di 
un  altro  tetraedro;  e  i  vertici  di  ciascuno  dei  due  tetraedri  sono  poli 
delle  facce  dell'altro  (tetraedri  coniugati).  I  due  tetraedri  possono 
coincidere  in  uno  (autoconiugato).,  come  al  §  9-7®. 

Agli  00*  punti  d'una  superficie  corrispondono  oo*  piani  inviluppanti 
un'altra  superficie,  che  dicesi  polare-reciproca  o  coniugata  alla 
prima  ;  e  a  questa  come  luogo  corrisponde  quella  come  inviluppo  ; 
l'ordine  dell'una  è  uguale  alla  classe  dell'altra.  P.  es:,  ad  una  qua- 
drica  (2°  ordine  e  2*  classe)  corrisponde  come  polare-reciproca  un'altra 
quadrica  (2* classe  e  2°  ordine);  ed  è  chiaro  che  ad  un  punto  ed  al 
suo  piano  polare  rispetto  alla  prima  corrispondono  un  piano  ed  il 
suo  polo  rispetto  alla  seconda;  a  due  punti  coniugati  rispetto  alla 
prima  corrispondono  due  piani  coniugati  rispetto  alla  seconda,  e  vi- 
ceversa :  a  due  rette  coniugate  rispetto  alla  prima  corrispondono  due 
rette  coniugate  rispetto  alla  seconda,  ecc. 

In  particolare:  agli  oo*  punti  della  quadrica  {(x)  =0  corrispon- 
dono ì  rispettivi  00*  piani  tangenti  alla  medesima  in  quei  punti 
(piani  della  quadrica),  e  viceversa;  onde  la  quadrica  è  polare-reci- 
proca  di  sé  stessa;  ai  due  punti  (distinti  o  coincidenti)  comuni  ad 
una  retta  e  alla  quadrica  corrispondono  i  due  piani  (distinti  o  coin- 
cidenti) condotti  per  la  retta  coniugata  a  toccar  la  quadrica,  e  vice- 
versa ;  agli  00  punti  della  conica  comune  a  un  piano  ed  alla  quadrica 
corrispondono  gli  oo  piani  condotti  pel  polo  del  piano  a  toccar  la 
quadrica  e  inviluppanti  un  cono  di  2**  grado;  agli  co  punti  d'una 
curva  non  piana  sulla  quadrica  corrispondono  gii  oo. piani  tangenti 
ivi  alla  quadrica  e  costituenti  una  superficie  sviluppabile  circoscritta 
alla  quadrica;  ecc. 

Agli  00  punti  d'una  curva  in  un  piano  corrispondono  oo  piani  in- 
viluppanti un  cono,  che  ha  per  vertice  il  polo  di  quel  piano;  le  gene- 
ratrici del  cono  corrispondono  alle  tangenti  della  curva,  e  al  cono 
come  luogo  corrisponde  la  curva  come  inviluppo  dei  piani  per  le  sue 
tangenti. 


(')  Per  la  dimostrazione  cfr.  Con.  §  24. 
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Agli  00  punti  d'una  curva  non  piana  corrispondono  co  piani  che 
determinano  una  superficie  sviluppabile;  le  generatrici  della  svilup- 
pabile corrispondono  alle  tangenti  della  curva,  ed  alla  sviluppabile 
come  luogo  corrisponde  la  curva  come  inviluppo  dei  piani  per  le  sue 
tangenti  ;  ai  punti  della  curva  cuspidale  della  sviluppabile  corrispon- 
dono i  piani  osculatori  alla  curva  data  ;  onde  alla  curva  cuspidale 
corrisponde  la  sviluppabile  osculatrice  della  curva  data. 

Questa  corrispondenza  dicesi  reciprocità  polare^  ed  è  un  caso  spe- 
ciale della  legge  di  dualità. 

Per  es.  alle  cose  dette  nei  §§  7  e  10  corrisponde  quanto  segue  : 
Un  inviluppo,  la  cui  equazione  (in  coordinate  di  piani)  sia  f(w)  =  0, 
è  una  superficie  di  2*  classe;  essa  è  anche  di  2'^  ordine,  ossia  è  una 
quadrica;  e  la  sua  equazione  come  luogo  (in  coordinate  di  punti)  è 
F  {x)  =  0. 

Quando  A  =  0  (cfr.  §  9),  l'inviluppo  riducesi  a  una  conica,  conside- 
rata come  inviluppo  dei  piani  che  fanno  faccio  Intorno  alle  sue  tan- 
genti (quadrica  limite  o  piana).  Essa  giace  nel  piano 

u^  :  u^  :  U3  :  ii^  ::  A^^  :  A^,,  :  ^^3  :  A^^    (/i  =  1,  2,  3, 4) 

e  la  F(x)  =  0  riducesi  all'equazione  del  piano  contato  due  volte.  La 
conica  può  scindersi  in  due  punti  distinti  reali  o  immaginari],  0  in 
un  punto  doppio  reale. 

Lasciamo  al  lettore  l'esame  delle  modificazioni  che  subiscono  le 
proprietà  dei  poli  e  piani  polari,  ecc.  nel  caso  di  una  quadrica  piana. 
Esse  corrispondono  per  dualità  a  quelle  del  cono.    . 

Ancora  (cfr.  §  2)  :  una  quadrica  è  individuata  quando  ne  sono 
dati  nove  piani  tangenti^  ed  è  facile  formarne  l'equazione  come  in- 
viluppo. 


i  tangenti  piani  coniugati. 

§  12.  Accenniamo  ciò  che  corrisponde  per  dualità  alle  considera- 
zioni svolte  nei  §§  7,  8. 

Dati  due  piani  u,  t;,  un  piano  qualunque  del  fascio  da  essi  deter- 
minato ha  per  equazione 

[  1  ]    m(u^Xi  +  ^h^t  -r  t«3^3  +  Wjorj  +  n(v^x^  +  t\x^  +  v^x^  +  v^x^)  =  0, 
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e  per  coordinate 

indicando  con —  un   rapporto   variabile   da  piano  a  piano  (*).  Per 
—  =  0  si  ha  il  piano  v  ;  per  —  =  e»  si  ha  u  ;  per  due  valori  opposti 

di  —  si  hanno  due  piani  armonicamente  coniugati  rispetto  a  u  e  t?. 

Le  00  coppie  di  tali  piani  armonici  costituiscono  una  involuzione 
quadratica,  della  quale  sono  u,  v  i  piani  doppi.  E  si  noti  che,  se  le 
coordinate  omologhe  di  u,  v  sono  complesse-coniugate,  la  retta  asse 
del  fascio  sarà  reale,  e  ad  ogni  piano  reale  per  essa  corrisponderà 
come  coniugato  nella  involuzione  un  piano  reale. 

Ciò  posto  :  quei  piani  per  la  retta  uv  che  toccano  la  quadrica  sod- 
disfanno all'equazione 

che  si  sviluppa  in 

12]  F(u){^)+2F(;;)-^  +  F(t;)  =  0. 

1*  Questa  equazione  di  2^  grado  in  —  conferma  che  per  una  retta 

si  possono  condurre  due  piani  tangenti   alla  quadrica,  cioè  che  la 
quadrica  è  di  2^  classe. 

E  dalle  [1]  e  [2]  eliminando  —  ,  si  ottiene  V equazione  complessiva 

dei  due  piani  tangenti  per  la  retta  uv  : 

[3]   F{u).(v,x,+,..f^2F{^'^y(v,x,-\-.,^{u,x,+,.:ìi-F{v).^^ 

Per  dualità,  l'equazione  complessiva  dei  due  punti  d'incontro  della 
quadrica  con  la  retta  xy  è  (cfr.  §  7) 

(4]f(a?^(2/,w,+...)^--2f(^).(y,ie,+...)(.r,u,^ 


(')  E  il  rapjKìrto  dei  seni  degli  angoli  che   il   piano  fa  coi   due  t?,  w,  noioltiplicato 
foi*se  per  un  fattoi'  numerico  costante. 
(*')  Queste  equazioni  si  sviluppano  nelle 

^^iì/i  —  ^il/i^    0,     a^ji/a  —  a73»/2,     ^22/1  —  ^42/2' 
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2°  La  [2]  ha  le  due  radici  eguali  quando 


[51 


F(n).F(i;)  — F 


V 


0; 


questa  è  dunque  la  condizione  affinchè  la  retta  uv  tocchi  la  qua- 
drica.  Quando  v  è  dato,  la  [5]  è  l'equazione  (tangenziale  o  in  coor- 
dinate di  piani)  della  conica  sezione  del  piano  v  con  la  quadrica. 


in 


3**  Quando  la  [2]  dà  per  —  due  valori  opposti,  i  due  piani  tan- 


n 


genti  per  la  retta  uv  sono  armonicamente  coniugati  rispetto  a  u  e  v, 
ovvero  u  e  v  soao  coniugati  rispetto  alla  quadrica. 

Dunque  la  condizione  perchè  due  piani  siano  coniugati  é,  sotto 
varie  forme^ 

f     Ff|J^'J^'>^*)=0    ossia    f(^]=0, 
u,¥,(v)  +  u,¥,(v)  +  u,¥,iv)  +  u,¥,(v)  =  0, 


v,F,(U)  +  t\¥,{u)  +  v^¥,(u)  +  v,¥,(u)  =  0, 


[6] 


a 


li 


a 
a 


Si 


31 


a 
a 
a 


1% 


22 


a 


13 


a 


14 


a 


23 


a 


24 


32 


a 


33 


a 


34 


a 


41 


a 


42 


a 


i\ 


43 


a 


44 


l\ 


u. 


M< 


M. 


U, 

0 


=0  r), 


È  chiaro  che  due  piani  coniugati  u,  v  secano  la  retta  coniugata 
di  uv  ciascuno  nel  polo  dell'altro;  sicché  due  piani  sono  coniugati 
se  il  piano  delVuno  cade  nelV altro  (e  quindi  viceversa). 

Quando  v  è  dato,  la  [6]  è  l'equazione  del  punto  comune  a  tutti  i 


(')  Il  determinante  vale  —  f(")  (cfr.  §  10),  e  si  può  dedurre  dalle  [2]  §  10  con  la 
v^x^  4- ...  —  0.  Dualmente,  si  ha 


Si  ha  pure 


1 4    •    •    •   «^l 


i/i  .  .  .  .  0 


=-^'<;). 
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piani  coniugati  a  r,  che  è  il  polo  di  v.  In  particolare,  se  il  piano  v 
è  tangente  alla  quadrica,  la  [6]  è  Tequazione  del  punto  di  contatto. 
Inoltre  si  scorge  che  due  piani  coniugati  rispetto  alla  quadrica  sono 
coniugati  anche  rispetto  a  ciascuno  dei  coni  circoscritti  alla  quadrica 
dai  punti  della  retta  loro  comune. 

4**  Per  ciascuna  retta  passano  co  coppie  di  piani  coniugati^ 
costituenti  una  involuzione  quadratica,  i  piani  doppii  della  quale 
sono  quei  due  che  toccano  la  quadrica.  Se  la  retta  è  reale,  ad  ogni 
piano  reale  per  essa  corrisponde  un  piano  coniugato  reale,  anche  se 
i  piani  doppii  sono  immaginari. 

5°  Per  ogni  retta  passa  una  coppia,  sempre  reale  e  in  gene- 
rale unica,  di  piani  coniugati  ortogonali.  Infatti,  presa  la  retta  per 
asse  3  e  supposti  gli  assi  ortogonali,  due  piani  ortogonali  per  la 
retta  sono  u^x^  +  u^x^  =  0,  u^Wi  —  u^co^  =  0;  e  questi  sono  coniu- 
gati, se 

A^^u^u^—A^^u^u,+2AJu^^—u^^)=0    ossia    (l^) +-^i^-^— 1=^' 

equazione  che  fornisce  per  — ^  due  valori  reali  e  di  prodotto  —  1,  ai 
quali  però  corrisponde  una  stessa  coppia  di  piani. 

6*  Per  ogni  punto  passano  oo^  terne  di  piani  coniugati,  e  quindi 
tali  che  il  polo  di  ciascuno  stia  sulla  retta  comune  agli  altri  due. 
Queste  terne  godono  la  stessa  proprietà  rispetto  al  cono  circoscritto 
dal  punto  dato  alla  quadrica. 

Vedremo  poi  (§  27)  che  fra  queste  terne  ve  ne  ha  in  generale  una, 
sempre  reale,  di  piani  mutuamente  ortogonali;  e  indagheremo  per 
quali  punti  passino  co  di  simili  terne. 

Nello  spazio  vi  ha  oo^  coppie  di  piani  coniugati,  oo^  terne  di  piani 
coniugati,  oc®  quaderne  di  piani  coniugati.  Ogni  quaderna  costituisce 
un  tetraedro  autoconiugato. 


Ancora  delle  rette  tangenti  o  secanti. 

§  13.  1^  Sia  una  retta  data  come  asse  in  due  piani  u,  v  ;  la  con- 
dizione affinchè  la  retta  uv  tocchi  la  quadrica  fu  già  trovata  (§  12-2'') 
sotto  la  forma 

[1]  F(u).F(ì;)~F^(^)=0; 
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la  quale  può  svilupparsi  nella 


W3^l)  +  •  •   • 

W4V3)  +  •  •  • 


=  0; 


e  questa,  mercè  la  [5]  §  4,  e   dopo  la  soppressione  del  fattore  A,  si 
riduce  alla  seguente  : 

^12,12(^1^^2- W«t?l)'+. .  .+2^1 12,13(^1^2— WjfJ  (  Mit?ft- W3Ì?i)+ . . . 

-f2^,j,3^(u,t?2— MjtJjlWat;^— u^t?3)+...=  0. 

Indicheremo  con  0(u,  t?)  il  T  membro  di  questa  equazione. 

La  condizione  in  discorso  può  ancora  scriversi,  sotto  forma  di  de- 
terminante: 

«11    «12    «13    «11    ^1     ^l 


0(m,  1;)  = 


«21       «22       «23       «24       ^^2  ^2 

«31        «32        «33       «3i        ^3  ^3 

0  0 

0  0 


«41        «42       «43       «44 


2«< 


It. 


V, 


V, 


=  0. 


Per  dimostrare  direttamente  quest'ultima,  osserviamo  che,  se  la  retta 
uv  tocca  la  quadrica  in  un  punto  07,  allora  il  piano  tangente  in  x 
passa  per  la  uv^  e  quindi  ha  coordinate  della  forma 

sicché  dovranno  coesistere  le  seguenti  equazioni,  analoghe  alle  [1]  e 
[3]  del  §  10: 

i ^{x)=mu ^-\-nv ^,  ii{x)^=mìi^-\-nv^,    {^^x)^^mu^-\-nv^^  fj^{x)=^mu^'\-nv^^ 

e  quindi  sarà  nullo  il  loro  determinante,  che  è  appunto  quello  scritto 
pocanzi. 

Da  queste  equazioni  si  ricava  che  per  coordinate  del  punto  di  con- 
tatto X  si  possono  assumere  i  suddeterminanti  complementari  dei 
primi  quattro  elementi  d'una  linea  qualunque  nel  detto  determinante. 

La  retta  è  tangente  in  un  punto  all'infinito  quando,  oltre  al  de- 
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terminante,  è  nullo  uno  dei  suddeterminanti  complementari  degli 
elementi  della  quarta  linea,  nel  qual  caso  sono  nulli  tutti. 

E  la  retta  giace  per  intero  sulla  quadrica,  quando  è  indetermi- 
nato il  suo  punto  di  contatto  ;  il  che  avviene  quando  son  nulli  tutti 
i  suddeterminanti  relativi  agli  elementi  d'una  linea  qualsiasi  del  de- 
terminante considerato;  e  perciò  basta  che  siano  nulli  tre  suddeter- 
minanti complementari  di  elementi  tali,  che  il  P  abbia  Tindice  del- 
l'orizzontale comune  col  2*  e  l'altro  col  3**. 

Siccome  il  primo  membro  della  [1]  è  il  discriminante  della  [2]  §  12; 
così,  quando  la  retta  non  è  tangente  alla  quadrica,  i  due  piani  tan- 
genti per  essa  saranno  distinti,  e  reali  o  immaginarii  secondochè 


F(u).F(t»)  —  F 


u 

V 


0, 


ovvero 


A(ì>{u,  v)  5  0. 


2°  Dualmente  :  sia  una  retta  data  come  raggio  per  due  punti  a?,  y. 
La  condizione  perchè  la  retta  xy  tocchi  la  quadrica  è  (§  7-4°) 


(p(;r,2/)  =  f(.r).f(2/)-f(j)  =0, 


[2] 
ovvero 
(p(.a?,  y)  =  (a^fi^^  —  a,2«)  (x^xj,  —  x^y^Y  +  .  .  . 

+  2(flfjia23  —  a^^n^,)  (x,y^  —  x^y,)  (x,y^   -  x^y^)  +  . .  . 

+  2(^13^24  —  «I4<3f23)  (^1^2   ^  ^^V ò  (^3^4   —  ^aV^)  +  -  •   •  =  0, 


A(^(x,  y)  = 


Au 

A,, 

^13 

^M 

X, 

Vi 

A^i 

-^22 

^23 

^24 

X, 

Ut 

^^^31 

^32 

^33 

^34 

«3 

Vz 

'4u 

^^42 

^43 

^« 

X, 

Vi 

X, 

ÌÀ/A 

X^ 

^4 

0 

0 

Vi 

2/2 

2/3 

y* 

0 

0 

=  0; 


Si  possono  determinare   le  coordinate   del  piano  tangente  condotto 
per  la  retta,  come  dianzi  quelle  del  punto  di  contatto. 

La  retta  giace  sulla  superficie  quando  il  piano  tangente  per  essa 
è  indeterminato,  quando  cioè  son  nulli  tutti  i  suddeterminanti  com- 
plementari degli  elementi  di  una  linea  qualsiasi  del  determinante  so- 
prascritto; e  perciò  basta  che  siano  nulli  tre  suddeterminanti  com- 
plementari di  elementi  tali,  che  il  1°  abbia  l'un  indice  comune  col  2° 
e  l'altro  col  3\ 
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Quando  la  retta  non  è  tangente  alla  quadrica,  ha  comuni  con  questa 
due  punti  distìnti,  reali  o  immaginarli  secondochè 

<P(^,  y)  §  0. 

*  §  14.  Supponiamo  noto  al  lettore  che,  per  determinare  una  retta 
mediante  due  piani  u  e  t?,  basta  dare  i  rapporti  dei  binomii 

U,V^  —  ll^V,  =  Pi2  ,       U^V^  —  ll^V^  =  p„  ,       l^Vj  —  u,v^  =  P3,  , 
MjV^  —  U^V,  =  Pj,  ,      U^V^  —  ll^V^  =  p„  ,       M3V,  —  u^t?3  =  p3j , 

che  sono  i  determinanti  della  matrice 


U^       1*2       ^3        ^4 


t\         l?2        t?3        t?, 

e  sono  legati  dalla  relazione 

P12P34  +  P23P14  +  P3ÌP24  =  0, 

e  diconsi  coordinate-assi  o^nogenee  della  retta  p. 

Dualmente  :  per  determinare  la  retta  mediante   due   punti  a?  e  y, 
basta  dare  i  rapporti  dei  binomi! 

^iV\  ^^aVì  ^^  ^14  »        ^iUx  ^\y%  ^^   ^24  '       ^3^4  ^^y^  ^^  ^31  1 

che  sono  ì  determinanti  della  matrice 

X^      X^      X^      cT^ 

!/i      2/2      2/3      2/4 

e  sono  legati  dalla  relazione 

^'l2'^34      I      ^23^14      1      ^3l^%4  ^^  ^1 

e  diconsi  coordinate-raggi  omogenee  della  retta  r  (•). 

Fra  i  due  gruppi  di  coordinate  d'una  stessa  retta  sussistono  le  re- 
lazioni 

^12Pl2  +  ^23P23  +  ^3iP31  +  ^'l4Pl4  +  ^24p2l  +  >^4p34  «=  0, 
^12  •   ^23  •  ^3i  •  ^14  '  ^24  •   ^34  '*  P34  '•   Pl4  '   P24  *  P23  *  P3t  '   Pi2  • 


(')  Adottando  queste  notazioni,  le  equazioni  date  nella  nota  a  pag.  40  divengono  meno 
complicate. 
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Ciò  posto,  la  condizione  [l]o  [2]  affinchè  una  retta  sia  tangente  alla 
quadrica  può  scriversi 


7^  A,.    p..p    =  0, 

hi,pq 


S 


hp  hq 

a.       a. 

»P  «2 


r..r  =0, 


ove  hi.'pq  sono  due  qualunque  (identici  o  distinti)  fra  i  gruppi 

12,    23,    31,     14,    24,    34. 

Poiché  queste  equazioni  sono  soddisfatte  dalle  coordinate  di  tutte 
e  sole  le  rette  che  toccano  la  quadrica,  ciascuna  di  esse  può  chiamarsi 
la  equazione  della  quadrica  in  coordinate  di  rette  (*).  Indicheremo 
il  primo  membro  della  prima  con 

<t)(Pi2,    P23»    Pan    Pl4l    P24»     P34)       0       <t)(p), 

e  le  sue  semiderivate  parziali  con  (t>^2)  •  •  •  ;  e  così  pure  indicheremo 
con 

9(^18,  ^23,  ^3,,  r,^,  r^,,  r^)    0    f^ir) 

il  primo  membro  della  seconda,  e  con  q)^^, ...  e  le  sue  semiderivate 
parziali. 

Ancora  delle  rette  coniugate. 

•§  15.  Siano  date  due  rette-assi  wt?,  mV;  e  ne  siano  rispettiva- 
mente Pi2)  •  •  •  6  p^g, ...  le  coordinate.  Le  condizioni  affinchè  le  due 
rette  siano  coniugate  sono  quattro,  cioè 

K"')=«'  ^("')=«'  K"')=«'  ^[1)='- 


0  Ovvero  l'equazione  della  quadrica  considerata  come  complesso  di  rette^  secondo 
Plucker. 

La  quadrica  non  è  che  uno  speciale  complesso  di  2*"  grado,  poiché  i  21  coefficienti 
della  equazione  in  discorso  dipendono  da  sole  9  quantità  a^^  :  a^^,  ecc. 
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Come  una  delle  condizioni  perchè  le  due  rette  siano  coniugate  può 
anche  assumersi  la  seguente,  che  scriveremo  in  varie  maniere: 


«1 
a. 


v\ 


a 


a 


a 
a 


u 


12 

22 

32 

42 
r 


a 
a 
a 
a 
ti 


13 

23 

33 

43 
r 


a 


14 


a 


24 


a 


v\ 


34 

U 
f'4 


44 

f 

4 


M.      V. 


0 

0 


0 
0 


=  0, 


h%,pq 


a 


•p 


a. 


ht     pq 


7^  A..    p..p'    =  0,. 

hifpq 


La  prima,  per  es.,  si  può  dimostrare  con  procedimento  analogo  a 
quello  tenuto  per  la  condizione  di  contatto;  cioè:  scrivere  le  equa- 
zioni che  determinano  le  coordinate  del  polo  di  un  piano  per  la  prima 
retta  (mw^  -[-  nVi^ . . .),  e  le  equazioni  che  esprimono  che  questo  polo 
giace  in  ciascuno  dei  piani  u\  v';  e  poi  tra  queste  sei  equazioni  eli- 
minare m,  n  e  le  coordinate  del  polo. 

Data  una  retta  r  come  raggio  per  due  punti  a?,  y^  la  sua  coniu- 
gata sarà  determinata  come  asse  dai  piani  polari  di  quei  due  punti, 

f,(a?),  fe(a?),  (^(x),  f,{x)     e     f,(y),  f^d/),  tM.  ^4(2/); 

e  però  si  potranno  assumere  per  coordinate-assi  di  tale  retta  ì  binomii 
come  f^(a?) .  f,{y)  —  f^(a?) .  f^{y).  Ora 


f^(x),t(y)--f.{x).{^(y)  = 


f^(x)    t^(x) 

f,(y)   f,(i/) 


=s 


M 


kp  hq 

a.     a. 

*r  iq 


^hl  %1  «/.3  «A4 
«a  ^i2  «.^  «.4 


r    =  (D.  ; 

pq  ^h%  ' 


X ^  X^  X^  x^ 

Vi  Vt  Vs  2/4 


dunque  le  coordinate-assi  della  retta  coniugata  della  r  sono 

^12.    9231    <P31>    9l4i    9«4»    934  ; 

I 

e  per  dualità  :  le  coordinate-raggi  della  coniugata  della  p  sono 


<t>12>    <l>28i    *31^    <t)i4^     O241    *34- 
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Pertanto,  se  la  r'  o  p'  è  coniugata  alla  p,  si  ha 
e  sostituendo  nella  nota  relazione  2^'  p'    =  0  che  lega  le  coordinate 

pq       Pi     Pi 

d'una  retta,  si  ottiene 

V,^,.    p,.p'    =0, 

^4^      ht,pq  '^hi  '^  pq  ' 

hi,pq 

come  avevamo  enunciato. 


Piani  diametrali,  centro,  sezioni  piane. 


§  16.  Esistono  nello  spazio  cx>*  punti  all'infinito  e  co*  rette  all'in- 
finito; e  il  luogo  di  quelli  e  di  queste  è  un  piano:  il  piano  airinfinito. 

A  ciascun  punto  all'infinito  corrisponde  una  direzione,  cioè  un  si- 
stema (stella)  di  rette  parallele  che  hanno  in  comune  quel  punto.  E 
viceversa. 

A  ciascuna  retta  all'infinito  corrisponde  una  giacitura^  cioè  un 
sistema  (fascio)  di  piani  paralleli  ohe  hanno  in  comune  quella  retta. 
E  viceversa. 

Perchè  un  punto  sia  all'infinito,  è  necessario  e  sufliciente  che  di- 
venga infinita  una  almeno  delle  sue  coordinate  Cartesiane  ;  ossia,  in- 
dicando queste  con  — ^,  — *-,   -^,  è  necessario  e  suflìciente  che  sia 

Xj^  Xj^  X/^ 

cc^  z=z  0.  In  altre  parole 


è  l'equazione  del  piano  all'infinito;  vale  a  dire  che  l'equazione  ge- 
nerale d'un  piano 

viene  a  rappresentare  il  piano  all'infinito,  quando  m^,  w^,  u^  diven- 
gono nulli  senza  che  u^  si  annulli  ;  o  ancora,  per  coordinate  omogenee 
del  piano  all'infinito  si  possono  assumere  0,  0,  0  e  una  quantità  ar- 
bitraria diversa  da  0. 
Se 

*^l    f^t     __ .    ^3 

«1  02  03 
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sono  le  equazioni  di  una  retta  per  l'origine,  è  chiaro  che,  per  indi- 
viduare la  direzione  di  questa  retta  e  delle  sue  parallele,  bisogna  e 
basta  conoscere  due  dei  mutui  rapporti  fra  a^,  ot,,  Og;  onde  le  a^,  a^,  03 
possono  chiamarsi  coordinate  omogenee  della  direzione  che  si  con- 
sidera (•).  E  si  possono  assumere  a^,  a„  03,  0  come  coordinate  carte- 
siane omogenee  del  punto  alFinfinito  in  quella  direzione,  poiché  sod- 
disfanno alle  equazioni  della  retta  per  Torigine. 

Per  tutti  i  piani  paralleli  a  un  piano  dato  i  mutui  rapporti  dei 
coefficienti  u^,  u^^  u^  sono  dati  e  costanti  ;  perciò  potremo  chiamare 
le  u^,  Uj,  tig  coordinate  omogenee  della  giacitura  comune  di  quei 
piani. 

§  17.  L'equazione  del  piano  polare  d'un  punto  airinfinito  (a^,aj,a3,0) 
rispetto  alla  quadrica  {(x)  =  0  è,  sotto  varie  forme  (§8-2"), 


f 


a„  aj,  ag,  0  ; 


'  '  Fi^(«i'««i«3>0)+^2f2(a,,a2,a3,0)-{-a?3f3(a,,a2,a3,0)+a7j4(apa2,a3,0)==0, 
(a^fi,  +  a,^a^  +  a^^(X:,)x,  +  (a^fi^  -f  Ar^a,  +  a^^a^)x^ 

+  («aiOl  +  «3«a2  +  «33a3)«2?3  +  («4101   +  «48«2  +  «4303)^4  =  ^• 

Questo  piano  biseca  tutte  le  corde  dirette  a  quel  punto;   e  però  il 
luogo  dei  punti  medii  di  un  sistema  di  corde  parallele  è  un  piano. 
Esso  dicesi  piano   diametrale;  e  precisamente  (§  8-7«)  è  coniugato 
a  ciascuna  di  quelle  corde,  o  anche  alla  loro  direzione. 
É  manifesto  che  la  conica,  secondo  cui  il  piano  seca  la  quadrica, 


(')  È  noto  che  a^  a2,  a^  sono  proporzionali  a  tre  funzioni  lineari  omogenee  dei  co- 
seni degli  angoli  che  la  direzione  stessa  fa  con  gli  assi  coordinati.  Queste  funzioni  si 
ottengono  dal  detenuinante  Q  del  §  4  ponendo  i  detti  coseni  invece  degli  elementi 
della  1*  o  2*  o  3*  linea;  e  per  assi  ortogonali  si  riducono  ai  coseni  medesimi. 

Per  una  retta  all'infinito,  se  si  considera  come  raggio  pei  punti  (a^,  c^,  03,  0), 
(gj,  p^  P3,  0),  si  possono  assumere  come  coordinate-raggi 

ai3?  —  OgPi .    02^3  —  OsPe  1    «^Pi  —  «1P3 ,    0,    0,    0  ; 

e  se  si  considera  come  asse  nei  piani  (mj,  w^,  M3,  mJ,  (0,  0,  0, 1),  si  possono  assumere 
per  coordinate-assi 

0,        0,        0,        Mj,        tlg,        Mg. 

E.  d'Ovidio  —  Le  proprietà  fondamentali  delle  superfìcie  di  t*  ordine.  4 
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è  la  curva  di  contatto  della  quadrica  col  cilindro  circoscritto  che  ha 
le  generatrici  nella  data  direzione,  cioè  (§  7-6**) 


f(a),f(a;)  -  f  (  jj  =  0. 


A.  ciascuna  direzione  corrisponde  come  coniugato  un  piano  diame- 
trale.In  particolare,  al  punto  (a^,  0,  0,  0)  corrisponde  il  piano  f^(co)=:zO^ 
e  cosi  vìa  ;  sicché  le  equazioni 

[2]  ft(a?)=0,    U(x)  =  0,    tM  =  o 

rappresentano  i  piani  diametrali  coniugati  agli  assi  delle  coor- 
dinate. 

La  2'  equazione  [1]  mostra  che  gli oo^  piani  diametrali^  ingenerale^ 
passano  per  un  medesimo  punto^  determinato  dal  sistema  delle  equa- 
zioni [2].  Del  resto  è  chiaro  che  tutti  i  piani  diametrali,  avendo  i  poli 
nel  piano  airinfinito,  passano  pel  polo  del  piano  all'infinito. 

§  18.  Il  punto  comune  a  tutti  i  piani  diametrali  evidentemente 
biseca  tutte  le  corde  che  passano  per  esso;  onde  è  un  centro  di  sim- 
metria, e  può  dirsi  centro  della  quadrica. 

Abbiam  visto  che  esso  è  determinato  dalle  tre  equazioni 

[1]  fi(^)  =  0,    f2(a?)  =  0,    f3(a?)  =  0; 

risolvendo  le  quali  si  trovano  per  coordinate  omogenee  del  centro  : 
[2]  A,,,    A,,,    A^,     A,,    0    B  (•). 

Del  resto  il  centro  è  il  polo  del  piano  all'infinito;  sicché  le  sue 
coordinate  si  possono  ottenere  ponendo  u^  =  0,  Uj  =  0,  Uj  =  0  nelle 
espressioni  (§  10)  delle  coordinate  del  polo  di  un  piano  qualunque  u, 
e  si  trovano  appunto  le  [2]. 

L'equazione  del  centro  è  adunque 

[3]  A^^u^  +  A^^u^  4-  A^u^  +  A^^u^  =  0, 


A        A        A 

(')  Le  coordinate  ordinarie  del  centro  -j^ ,  -^ ,  -r^ ,  annullando  le  derivate  della 

funzione  f(x^,  x^  0^3, 1),  rendono  questa  massima  0  minima,  secondochè  la  funzione 
A(p)  nella  successione  dei  suoi  coefficienti  offre  tutte  variazioni  di  segno  o  tutte  per- 
manenze. 
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ovvero 


«11         «12         «13         ^l 


«21         «22         «23         ^2 


«31         «32         «33         ^3 


«41  «42         «43         W4 


=  0. 


E  qui  è  opportuno  notare  le  seguenti  identità: 


14] 


fH(A,,,  A,,,  A^,  A,,)  =  0,     (;ì  =  1,2,  3), 

m(^ì4'  ^249  '^3iì  A^^ì  =  «14-^14  +  •  •  •  =  -^^.j 


[5] 
e  quindi 

[6]    1  (-4|4,  A^^  ^34,  -4.44)  =  A^^i^yA^j^^  -Aj4,  -A34,  -A44)  +.•.  =-Ai444  =ABf 

J7J  f /^„  ^,.  ^„  ^,  J  ^  a;J,[A,,,  A,„  A,„  A,,)  +  . . .  =  Ax,. 

\-^14i  -^24»  -^311  ^44/ 

Discutiamo  ora  il  sistema  delle  equazioni  [1]  che  determinano  il 
centro. 

P  Se  ^44  0  B^O:  le  tre  equazioni  [1]  sono  indipendenti  ;  il 
centro  è  unico  e  a  distanza  finita. 

2^  Se  i444  0  5  =  0,  senza  che  tali  siano  -^4^4,^4,4,-434:  il  centro  è 
ancora  unico,  ma  a  distanza  infinita  nella  direzione  (^^4,  -4,4,^434). 
I  piani  diametrali  si  secano  a  vicenda  lungo  rette  tutte  nella  sud- 
detta direzione. 


3°  Se  i444  0  JB  =  0,  ed  anche  uno  dei  tre  ^^4,  A^^,  A^  è  nullo: 
allora  sono  nulli  tutti  quattro  i  determinanti  ^^4,  ^,4,  ^34,  ^44  della 
matrice 


[8] 


«11         «12  «13  «14 


«21         «22  «23  «24 


«31         «32  «33  « 


34 


nonché  A;  sicché,  se  non  si  suppongono  nulli  anche  tutti  i  deter- 
minanti di  2"*  ordine  di  questa  matrice,  le  tre  equazioni  [1]  si  ridu- 
cono a  due  distinte;  onde  tutti  ì  piani  diametrali  passano  per  la  retta 
rappresentata  da  due  di   quelle   tre  equazioni;  e  però  vi  saranno 


co  centri,  allocati  sulla  retta  medesima.  Ogni  piano  per  questa  retU 
secherà  dunque  la  quadrica  in  una  coppia  di  rette  parallele,  e  >a 
Quadrica  st  ridurrà  a  itn  cilinctro  (cfr.  §  9);  e  quella  retta  ne  stri 
l'asse,  cioè  sarà  il  luog'o  dei  centri  di  tutte  le  sezioni  piatie  del  ci- 
lindro. 

4°  Se  poi  son  nulli  cinque,  e  quindi  tutti  i  suddetermi nauti  di 
2*  ordine  della  matrice  [8|,  senza  che  siano  nulli  tutti  i  suoi  elementi: 
allora  le  tre  equazioni  |1|  si  riducono  ad  una  sola,  e  fi  sarannoaf 
centri,  allogati  sul  piano  che  quell'equazione  rappresenta.  Ond'* 
chiaro  che  la  quadrica  si  scinderà  in  due  piani  paralleli  ed  equi- 
distanti rispetto  al  piano  dei  centri. 

5°  Se  da  ultimo  son  nulli  tutti  gli  elementi  della  matrice  |S|:  li 
tre  equazioni  |l|  divengono  indeterminate,  e  ogni  punto  dello  spttii 
fa  da  centro.  CiOt  è  d'accordo  col  fatto,  che  allora  l'equazione  dell» 
quadrica  diviene  «,i-*'i'  =  0  ovvero  a.','  =  0,  e  rappresenta  il  pis» 
all'infinito  preso  due  volte;  ora  su  una  retta  ogni  punto  può  e 
considerato  come  medio  fra  i  due  punti  (coincidenti)  all'infinito 
retta  stessa. 


§  19.  r  Nel  caso  .-!,,,  o  B  5  0,  l'identità  |tì||  18  prova  che  ilcót 
non  cade  sulla  quadrica;  salvo  quando  A  =  0,  nel  qua!  casolsqot-  1 
drica  è  un  cono,  e  il  centro  ne  è  il  vertice,  Del  resto,  il  centro  es-  1 
sendo  ora  a  distanza  finita,  e  quindi  non  cadendo  nel  suo  piano  fi-  J 
lare  che  è  il  piano  all'infinito,  consegue  che  il  centro  non  cadesaJli  I 
quadrica,  e  che  il  piano  alVinflnito  seca  la  quadrica  seco>ulo  tins  [ 
conica. 

E  siccome  pei  punti  all'infinito  è  a;, ^0;  così 


[1] 


fi;r„ 


.  -J-^^  0)  = 


'  +  Osj''''»' 


-  4-  2o„.r,.(;j  +  ^a,3X,x,  +  2a,^^,  =  9 


è  Vequazione  del  cono  che  proietta  dall'origine  la  conica  all'hi/i-  I 
nito  della  quadrica.  Ogni  retta  di  questo  cono  seca  in  generalati  I 
quadrica  in  un  punto  a  distanza  finita  e  in  uno  a  distanza  infinit».  I 
Questa  conica  può  esser  reale  o  immaginaria;  ma,  nel  caso  presra!*,  [ 
non  degenera  in  due  rette.  Se  ia  conica  all'infinito  è  immaginarii.  | 
allora  la  quadrica  non  ha  punti  reali  all'infinito,  ovvero  è  una  jo- I 
perficie  chiusa,  e  dicesi  ellissoide;  vedremo  che  essa  può  esser  r 
o  tutta  immaginaria,  o  tutta  immaginaria   eccetto   un    pauto  r 
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Se  la  conica  airinfinito  è  reale,  allora  la  quadrìca  è  certo  reale,  e  si 
estende  doppiamente  all'infinito,  e  dicesi  iperboloide  (•). 

In  particolare  :  la  sfera  va  fra  gli  ellissoidi,  il  cono  reale  fra  gli 
iperboloidi,  il  cono  immaginario  col  solo  vertice  reale  fra  gli  ellissoidi. 

Il  centro  nell'ellissoide  è  interno,  nell'iperboloide  esterno. 

2^  Nel  caso  A^^  o  jB  =  0,  il  centro  è  sulla  quadrica,  il  piano  al- 
Vinfinito  è  tangente  alla  quadrica  nel  centro^  onde  la  seca  secondo 
due  rette  che  s'incontrano  appunto  nel  centro  sempre  reale;  e  la  qua- 
drica è  reale,  e  dicesi  paraboloide.  Se  le  due  rette  all'infinito  sono 
immaginarie,  il  paraboloide  dicesi  ellittico;  se  reali,  iperbolico. 

Per  un  paraboloide,  il  cono  [1]  riducesi  alla  coppia  di  piani  che 
proiettano  dall'origine  le  due  rette  all'infinito  del  paraboloide.  E  in- 
fatti allora,  essendo  nullo  B  discriminante  della  ({x^,  a?,,  (v^,  0),  questa 
si  scinde  in  due  fattori  liueari  ed  omogenei  in  x^,  a:,,  a?,,  i  quali 
eguagliati  a  zero  danno  le  equazioni  di  quei  due  piani. 

La  circostanza:  che  nelVequazione  d'un  paraboloide  i  termini  a 
2^  grado  in  a?^,  x^,  x^  formano  il  prodotto  di  due  fattori  lineari^ 
è  caratteristica  pel  paraboloide. 

3*»  Un  cilindro  reale  poi  può  essere  ellittico^  o  iperbolico^  o  pa- 
rabolico., secondochè  il  piano  all'infinito  lo  incontra  lungo  due  rette 
parallele  reali  e  distinte,  o  immaginarie,  o  coincidenti;  e  quindi  secon- 
dochè una  sezione  fatta  nel  cilindro  con  un  piano  non  parallelo  alle 
generatrici  è  una  ellisse,  o  una  iperbole,  o  una  parabola.  Esso  può 
scindersi  in  due  piani,  sia  reali,  sia  immaginarii  ma  aventi  in  co- 
mune una  retta  reale. 

NelVequazione  d^un  cilindro  parabolico  i  termini  a  2"*  grado  in 
OTj,  OJj,  a?3  formano  un  quadrato, 

4^  Nel  caso  di  due  piani  paralleli,  questi  possono  essere  reali  e 
distinti,  0  coincidenti,  o  immaginarii. 

Può  uno  dei  due  piani  dileguare  all'infinito,  e  allora  la  f(a;)  ridu- 
cesi a 

2{a^^x,  +  «jj-rj  +  a^^x^)x^  +  a^^x^\ 
Vanno  entrambi  all'infinito  quando  t(x)  riducesi  a  a^^x^  (§  18-5»). 


O  Trattandosi  di  coniche  airinfìnito,  non  è  il  caso  di  distinguerle  in  ellissi,  iper- 
boli e  parabole;  ma  solo  in  reali  e  immaginarie. 
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Avvertiamo  che  è  uso  chiamare  quadriche  a  centro  gli  ellissoidi, 
iperboloidi  e  coni,  che  hanno  un  centro  unico  a  distanza  finita,  e 
quadriche  senza  centro  i  paraboloidi. 

§  20.  r  Suir ellissoide,  anche  se  reale,  non  può  giacere  alcuna 
retta  reale,  poiché  una  retta  si  estende  airinfinito;  e  però  ogni  punto 
delV ellissoide  è  ellittico  (§  V-ò"").  Le  sezioni  piane  son  tutte  ellissi , 
inclusa  la  coppia  ellittica  di  rette  (nei  piani  tangenti). 

2°  Di  iperboloidi  vedremo  poi  che  ve  n'è  di  due  sorta  : 
L'uno  iperboloide  ha  i  punti  iperbolici,  ed  è  doppiamente  rigato 
e  sghembo  (§  7-5*).  Esso  ammette  per  sezioni  piane  ellissi,  iperboli, 
parabole,  anche  degeneranti  in  due  rette,  ma  sempre  reali,  ciascuna 
retta  della  superficie  secando  un  piano  qualsiasi  in  un  punto  reale. 
Cosicché  rispetto  a  questo  iperboloide  ogni  punto  che  non  gli  appar- 
tenga è  esterno. 

L'altro  iperboloide  ha  i  punti  ellittici  ;  onde  non  contiene  rette 
reali,  ed  ha  per  sezioni  ellissi  reali  o  immaginarie,  iperboli,  parabole. 

3°  Il  paraboloide  ellittico  ha  tutti  i  punti  ellittici^  essendo  el- 
littico il  punto  di  contatto  col  piano  airinfinito.  Non  contiene  rette 
reali,  ed  ha  per  sezioni  ellissi  reali  o  immaginarie  e  parabole,  ma 
non  iperboli. 

Il  paraboloide  iperbolico  ha  tutti  i  punti  iperbolici,  ed  è  doppia- 
mente rigato  e  sghembo.  Esso  ammette  per  sezioni  iperboli  e  para- 
bole, anche  ridotte  a  due  rette,  ma  non  ellissi. 

Presenta  poi  la  particolarità  :  che  tutte  le  rette  di  un  sistema  sul 
paraboloide  iperbolico  sono  parallele  a  un  medesimo  piano;  poiché 
i  piani  per  ciascuna  di  queste  rette  e  per  quella  retta  all'infinito  (dei- 
Tal  tro  sistema)  cui  si  appoggiano,  sono  paralleli.  Quindi  segue  an- 
cora che  le  rette  di  un  sistema  dividono  quelle  dell'altro  in  parti 
proporzionali. 


Diametri,  cono  asintoto. 

§  21.  Consideriamo  la  retta  airinfinito  in  un  piano  qualunque  e 
suoi  paralleli,  ossia  in  una  data  giacitura.  La  coniugata  di  quella 
retta  sarà  il  luogo  dei  poli  di  essa  rispetto  alle  coniche,  secondo  le 
quali  i  detti  piani  secano  la  quadrica;  vai  dire  che  il  lu^go  dei  centri 
di  un  sistema  di  sezioni  piane  parallele  fatte  in  una  quadrica  è 
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una  retta  ;  la  quale  si  chiama  il  diametro  coniugato  con  ciascuno 
dei  piani  di  quelle  sezioni,  o  anche  con  la  data  giacitura. 

É  chiaro  che,  fra  i  detti  piani,  quello  che  passa  pel  centro  ha  il 
polo  airinfinito  sul  diametro,  ond'è  il  piano  diametrale  coniugato 
con  la  direzione  del  diametro.  É  chiaro  inoltre  che  i  piani  tangenti 
nei  due  punti  comuni  al  diametro  e  alla  quadrica,  sono  piani  coniu- 
gati al  diametro  e  fra  loro  paralleli. 

A  ognuna  delle  oo'  possibili  giaciture  corrisponde  un  diametro,  e 
tutti  gli  00*  diametri  passano  pel  centro  della  quadrica. 

Considerando  la  retta  all'infinito  in  un  piano  diametrale  (o  nei  suoi 
paralleli)  e  il  punto  all'infinito  del  diametro  coniugato  (o  delle  corde 
bisecate  da  quel  piano),  scorgiamo  facilmente  che  quella  retta  è  po- 
lare di  questo  punto  rispetto  alla  conica  airinfinito  della  quadrica. 

Nel  cono  nulla  di  ciò  che  ora  esponemmo  sofi^re  alterazione. 

Nel  paraboloide  tutti  i  diametri  sono  paralleli^  e  ciascuno  seca 
la  quadrica  in  un  punto  a  distanza  finita  ed  in  uno  stesso  punto  al- 
rinfinito  (il  centro).  11  piano  aUMufinito  fa  da  piano  diametrale  con- 
iugato col  sistema  dei  diametri  del  paraboloide;  e  i  piani  paralleli 
ai  diametri  hanno  i  loro  diametri  coniugati  nel  piano  airinfinito. 

Per  ottenere  le  equazioni  del  diametro  coniugato  con  una  data 
giacitura  (Wp  u,,  Wg),  si  osservi  che,  se  a?  è  un  punto  del  diametro, 
il  piano  polare  di  x  ha  appunto  la  data  giacitura,  onde  i  coefiicienti 
delle  coordinate  variabili  nella  sua  equazione  sono  proporzionali  a 
le^,  ti,,  U3  ;  e  però 

Ux)  ^  f,(^)  ^  Ux) 
u^  M,  W3 

sono  le  equazioni  cercate  (*). 
§  22.  Apparisce  da  quanto  precede  che  ogni  piano  pel  centro  è 


(')  Per  ottenere  le  coordinate  del  diametro  coniugato  alla  giacitura  (Mj,  Uj,  W3), 
basta  ricordai  che  la  retta  all'infinito  in  questa  giacitura  ha  per  coordinate^ssi 

0,    0,    0,    Mj ,    Mj ,    t/g    (pag.  49  nota), 

e  però  la  sua  coniugata,  che  è  il  diametro  richiesto,  avrà  per  coordinate-raggi  (§  15) 

«kl      «tt      «k3 


denotando  con  ?iihl  una  permutazione  pari  di  1234. 


«n     «12     «0 


«1      «8      «3 
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un  piano  diametrale^  vale  a  dire  che  ad  esso  corrisponde  un  sistema 
di  corde  parallele  che  esso  biseca  ;  e  ogni  retta  pel  centro  è  un  dia- 
metro^ vale  a  dire  che  ad  essa  corrisponde  un  sistema  di  piani  pa- 
ralleli secanti  la  quadrica  in  coniche  di  cui  quella  retta  contiene  i 
centri. 

Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  determinare  la  direzione  coniugata 
a  un  dato  piano  pel  centro,  e  la  giacitura  coniugata  a  una  data  retta 
pel  centro. 

Si  vede  anche  che  ciascun  punto,  diverso  dal  centro,  è  centro  d'on 
fascio  di  corde  bisecate  ivi,  ossia  ciascun  punto  è  centro  di  una  se- 
zione piana  della  quadrica  ;  basta  condurre  il  diametro  per  quel 
punto,  e  il  piano  coniugato  a  questo  diametro. 

§  23.  Dal  centro  si  possono  tirare  oo  rette  tangenti  alla  quadrica. 
Su  ciascuna  il  punto  di  contatto  è  airinfiuito;  onde  ciascuna  è  un 
asintoto  della  quadrica.  Tutti  questi  asintoti  costituiscono  un  cono, 
circoscritto  alla  quadrica  secondo  la  conica  airinfinito  di  essa:  il 
cono  asintoto  della  quadrica. 

Il  cono  asintoto  è  reale  o  immaginario  (ma  col  vertice  reale),  come 
la  conica  allMnlSnito.  Evidentemente  esso  nei  paraboloidi  sì  riduce 
al  piano  all'infinito  contato  due  volte. 

Il  cono  asintoto  è  anche  l'inviluppo  dei  piani  tangenti  alla  qua- 
drica condotti  pel  centro,  e  quindi  tangenti  nei  punti  airinfinito  della 
quadrica  :  piani  asintoti. 

L'equazione  del  cono  asintoto  deriva  da  quella  del  cono  circo- 
scritto da  un  punto,  supponendo  che  questo  punto  sia  il  centro,  ossia 
ponendo  A^^,  A^^^  A^^  A^^  invece  di  y^,  y^,  j/3,  y^  nella  [4]  §  7.  Essa  è 
dunque 

\  -rtj4,  ^24»  -^34»  -^44  / 

che  per  le  [6]  e  [7]  §  18  si  riduce  a 

[1]  B[(cc)  —  Ax^^  =  0, 

0  anche 

[2]  {(x)^^x,'  =  0    r): 


f)  Se  la  quadrica  è  un  paraboloide  (B  =  0),  Tequazione  del  cono  asintoto  riduccsi 
a  a74*r=0,  che  rappresenta  il  piano  all'infinito  contato  due  volte. 

Se  la  quadrica  è  un  cono  (A  =:  0),  il  suo  cono  asintoto  ha  per  equazione  f(x)  -=.  0, 
ovvero  è  il  cono  stesso. 
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equazione  semplicissima,  poiché  si  deduce   dalla  f(^)=:0  mutando 

solo  e/^j  in  a4t ^  . 

Un  piano  o  una  retta  diametrale  della  quadrica  è  tale  anche  pel 
cono  asintoto,  ed  ha  la  stessa  retta  o  piano  cone  coniugato  rispetto 
alla  quadrica  e  al  cono  asintoto.  Anzi  un  piano  diametrale  è  polare, 
rispetto  al  cono  asintoto,  di  ciascun  punto  del  diametro  coniugato. 


Coppie  e  teme  di  piani  diametrali  coniugati 

0  di  diametri  coniugati. 

§  24.  Due  piani  diametrali  sono  coniugati  quando  il  polo  dell'uno 
sta  sull'altro,  e  quindi  viceversa  (§  12-3"*)  ;  cioè  quando  il  diametro 
coniugato  all'uno  giace  nell'altro,  e  viceversa;  ovvero  quando  l'uno 
biseca  un  sistema  di  corde  parallele  all'altro,  e  viceversa.  Ciascun 
piano  diametrale  ne  ha  infiniti  coniugati,  formanti  fascio  intorno  al 
suo  diametro  coniugato.  Due  piani  diametrali  coniugati  rispetto  alla 
quadrica  son  tali  anche  rispetto  al  cono  asintoto. 

Per  ciascun  diametro  passano  oo  coppie  di  piani  diametrali  coniu- 
gati ;  esse  costituiscono  una  involuzione  quadratica,  i  cui  piani  doppii 
sono  quei  due  piani  tangenti  alla  quadrica  (e  al  cono  asintoto)  che 
passano  pel  diametro;  sicché  i  piani  d'una  qualunque  coppia  sono 
armonici  rispetto  a  questi  due  piani  asintoti  della  quadrica. 

É  facile  vedere  che  il  piano  diametrale  coniugato  con  un  diametro 
è  secato  dalle  singole  coppie  di  piani  diametrali  coniugati  passanti 
per  quel  diametro  secondo  le  oo  coppie  di  diametri  coniugati  della 
conica  che  quel  piano  ha  comune  con  la  quadrica  (o  col  cono  asin- 
toto); ed  é  secato  dai  due  piani  asintoti  passanti  pel  diametro  stesso 
secondo  gli  asintoti  della  conica  suddetta.  Lo  stesso  vale  per  ogni 
piano  non  diametrale,  ma  coniugato  con  quel  diametro. 

Laonde  tutte  le  sezioni  fatte  da  piani  paralleli,  sia  nella  quadrica 
sia  nel  suo  cono  asintoto,  hanno  gli  asintoti  nelle  stesse  direzioni; 
il  che  basta  per  concludere  (•)  che  le  sezioni  fatte  ^  sia  nella  qua- 
drica sia  nel  cono  asintoto^  da  una  serie  di  piani  paralleli^  sono 
tutte  simili  e  similmente  poste^  ossia  a  due  a  due  omotetiche. 

La  condizione  analitica  affinchè  due  piani  diametrali  siano  coniu- 


O  Supponiamo  noto  che  due  coniche  sono  simili  quando  Tangolo  degli  asintoti 
(anche  immaginarli)  è  lo  stosso  per  ambedue. 
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gali,  si  può  ottenere  facilmente  dalla  condizione  afSnchè  due  piani 
qualunque  siano  coniugati,  introducendo  l'ipotesi  che  essi  passino 
pel  centro.  Ma  si  può  giungervi  più  presto,  osservando  che,  se  (a^, 
^29  ^sìì  (Pii  ?iì  ?s)  sono  le  direzioni  coniugate  ai  due  piani  diametrali, 
cioè  se  (a^,  a^,  03, 0)  e  (p^,  p^i  Ps/^)  sono  le  coordinate  dei  poli  dei  due 
piani,  il  secondo  piano  ha  per  equazione 


f  I  ^it  ^29  '^S-»  "^a]    0 


[1] 


e  deve  contenere  il  polo  (a^,  Qj,  a3,0)  del  primo;  onde  la  condizione 
cercata  sarà,  sotto  varie  forme  : 

ffcti^  «2^  «31  ^ì  —0 

(«11«1  +  «1202  +  «IsOa)?!  +  («2iai  +  «22«2  +  «23«3)p2 

+  («SlOl  +  «3202  +  «33«3)P3  =  0, 

(«iiSi  +  «12P2  +  «1383)01  +  («21P1  +  «22B2  +  «2383)02 

+  («3lPl  +  «32P2  +  «33^3)03  =  0, 

a,  fi  fi,  +  «2202^2  +  «33O383  +  «12(01^2  +  02^1)  +  «i3(aip3  +  «sPi) 

+  «23(02^3  +  «382)  =  0. 

Esistono  oo^  terne  di  piani  diametrali  coniugati,  tali  cioè  che  cia- 
scuno bisechi  le  corde  parallele  al  diametro  intersezione  degli  altri 
due,  e  quindi  ciascuno  (e  suoi  paralleli)  sia  secato  dagli  altri  due 
secondo  una  coppia  di  diametri  coniugati  della  conica  che  ha  comune 
colla  quadrica.  Due  piani  diametrali  coniugati  passanti  per  un  dia- 
metro qualunque,  e  il  piano  diametrale  coniugato  con  questo,  formano 
una  terna  di  piani  diametrali  coniugati. 

Due  diametri  li  diremo  coniugati  quando  Tuno  giace  nel  piano 
diametrale  coniugato  all'altro,  e  quindi  viceversa;  sicché  ogni  dia- 
metro ne  ha  oo  coniugati  formanti  un  fascio. 

Tre  piani  diametrali  coniugati  determinano  intersecandosi  una 
terna  di  diametri  coniugati.  Due  qualunque  di  questi  sono  diametri 
coniugati  nella  conica  secondo  cui  il  loro  piano  seca  la  quadrica,  ed 
anche  nel  cono  asintoto  (*). 


O  Si  è  in  qaesto  senso  che  va  intesa  la  denominazione  di  coniugati;  poiché  nella 
quadrica  la  retta  coniugata  di  un  diametro  è  airinfìnito. 
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§  26.  Ciascun  piano  diametrale,  passando  pel  centro  che  è  polo  del 
piano  all'infinito,  è  coniugato  col  piano  all'infinito.  In  conseguenza, 
il  piano  all'infinito  è  secato  da  una  coppia  di  piani  diametrali  coniu- 
gati in  una  coppia  di  rette  coniugate  rispetto  alla  conica  all'infinito; 
è  secato  da  una  coppia  di  diametri  coniugati  in  una  coppia  di  punti 
coniugati  rispetto  alla  conica  all'infinito;  è  secato  da  una  terna  di 
piani  diametrali  coniugati  in  un  trilatero  autoconiugato  rispetto  alla 
conica  all'infinito;  ed  è  secato  da  una  terna  di  diametri  coniugati  in 
un  triangolo  autoconiugato  rispetto  alla  conica  all'infinito.  Lo  stesso 
vale  per  ciascuna  conica  sezione  piana  del  cono  asintoto. 

Ciascun  piano  asintoto  conta  se  stesso  fra  i  suoi  piani  coniugati. 
E  ciascun  diametro  asintoto  della  quadrica  conta  se  stesso  fra  i  suoi 
diametri  coniugati,  ovvero  è  contenuto  nel  suo  piano  diametrale  con- 
iugato, che  è  un  piano  asintoto. 

Per  ogni  piano  asintoto  sussiste  dunque  la  relazione  ottenuta  sup- 
ponendo Pi,  pg,  ^3  uguali  ad  a^,  a,,  a^  nella  [1]  §  24,  cioè 

f(a„aj,a3,0)=:a,,a,H«22a2*+«33«3*+2a,2a,aj+2a,3a,a3-|-2fl,3aja3=0. 

Or  siccome  la  corda  coniugata  a  tal  piano  e  condotta  per  l'origine, 
cioè 

x^  x^  x^ 

«1  «2  O3 

è  parallela  al  piano;  cosi  sarà 

f(a?,,a?8,^3,0)==a,ia?iH«22^2*+fl33^3*+2«i2^1^2+2«i8^i^3+2«23^2^3= 

l'equazione  del  cono  avente  il  vertice  nell'origine  e  le  generatrici 
parallele  a  quelle  del  cono  asintoto;  come  del  resto  sapevasi  dal 
§  19.  E  quindi  sarà 

f  (^1  —  Vi^  ^2  —  y^y  ^3  —  1^3»  0)  =  0 

l'equazione  dell'analogo  cono  avente  per  vertice  il  punto  {/  ;  e  da  ul- 
timo sarà 

fU-^,   o;,-^',   a>,-^,    0)=0 

\  -^4*  -^41  -^44  / 

l'equazione  del  cono  asintoto  sotto  altra  forma. 

§  26.  Le  proprietà  dei  diametri  potrebbero  anche  ricercarsi,  par- 
tendo dall'equazione  che  determina  i  raggi  vettori  dei  punti  in  cui 
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una  retta  per  Torigine  seca  la  quadrica  (*).  Possiamo  assumere  le 
coordinate  a^,  a,,  a^  della  direzione  della  retta  in  guisa  che,  se  07^, 
ìTj,  a?3  sono  le  coordinate  e  p  il  raggio  vettore  di  un  punto  della  retta, 
si  abbia 

allora  il  punto  starà  sulla  quadrica  se  f (a^p,  a^p,  agp,  1)  =  0,  ossia 
f  (a„  a^,  ttg,  0).p'  +  2(a,4a,  +  a^^a^  +  a34a3)p  +  a^^  =  0. 

Se  si  riflette  che  Torigine  è  arbitraria,,  questa  equazione  prova  : 
che  la  quadrica  è  di  2®  ordine;  che  ogni  punto  è  centro  di  un  fascio 
di  corde  ivi  bisecate,  e  quindi  centro  di  una  conica  posta  sulla  qua- 
drica; che  il  luogo  dei  punti  medii  di  un  sistema  di  corde  parallele 
è  un  piano;  che  questo  passa  per  un  punto  fisso;  che  da  ogni  punto 
escono  oo  rette  secanti  in  un  punto  almeno  a  distanza  infinita;  ecc. 

Dalla  stessa  equazione  si  deduce  che,  se  da  due  punti  fissi  ema- 
nano due  stelle  di  raggi,  i  prodotti  dei  segmenti,  che  la  quadrica 
determina  su  due  raggi  paralleli  di  esse,  sono  in  rapporto  costante. 
È  notevole  il  caso  che  uno  dei  due  punti  sia  il  centro. 


i  principali^  assi. 

§  27.  Dato  un  piano  diametrale,  nel  fascio  dei  piani  diametrali 
suoi  coniugati  esiste  in  generale  un  piano  perpendicolare  al  dato, 
ed  è  quello  che  proietta  ortogonalmente  sul  dato  piano  il  diametro 
coniugato  con  questo. 

Ancora  :  fra  le  infinite  coppie  di  piani  diametrali  coniugati  che 
passano  per  un  diametro,  e  che  costituiscono  una  involuzione,  esiste 
una  coppia  sempre  reale  di  piani  diametrali  coniugati  perpendicolari 
fra  loro  (§  12-5°). 

Ora  cerchiamo  se  esiste  qualche  piano  diametrale,  che  sia  perpen- 
dicolare alle  corde  *sue  coniugate,  e  quindi  perpendicolare  a  tutti  i 
piani  diametrali  suoi  coniugati. 

Per  semplificare  il  procedimento  senza  ledere  la  generalità  delle 
conclusioni,  supponiamo  per  poco  gli  assi  ortogonali  :  allora  le  coor- 
dinate di  una  direzione  (a^,  a,,  a^)  sono  proporzionali  ai  coseni  degli 


O  Gfr.  Con.  §§  29  o  30. 


—  ci- 
angoli che  la  direzione  fa  cogli   assi;  e  poiché  nell'equazione  del 
piano  diametrale  coniugato  con  quella  direzione 


[1] 


aJ^(x)  +  a/ìlo?)  +  aj^(x)  =  0, 


i  coefficienti  di  o?^,  x^,  x^  sono  proporzionali  ai  coseni  degli  angoli 
che  la  perpendicolare  al  piano  dall'origine  fa  cogli  assi  ;  ne  segue 
che  il  piano  diametrale  sarà  perpendicolare  alle  corde  coniugate, 
quando  i  detti  coefficienti  saranno  proporzionali  ad  a^,  a,,  03,  ossia 
quando 

«1  a«  03  * 

Si  hanno  così  due  equazioni  omogenee  fra  le  tre  incognite  a^,  ag,  03, 
per  determinare  i  loro  mutui  rapporti,  e  quindi  la  direzione  (a^,  a^,  a^) 
e  il  suo  piano  diametrale  coniugato. 

Come  nel  §  10,  denotando  con  uno  stesso  simbolo  —  p  il  valore 
comune  e  incognito  dei  tre  rapporti  uguali  costituenti  queste  equa- 
zioni, avremo  immediatamente 


12] 


ovvero 


[3] 


«21«1  +  ^28««  -r  fl^23«3  =  —  P«2   1 
«Sltti  +  «3202  +   «33«3  =  —  PCta  , 

(«11  +  P)cti  +  «i^a,  +  adatta  =  0, 

«21^1  +  («22  4-  P)Ct2  +  «2303  =  0, 
«31^1  +  «3202  +  («33  +  P)«3  =  ^\ 


or  queste  tre  equazioni  lineari  e  omogenee  in  a^,  a^,  a,  devono  dare 
valori  determinati  pei  rapporti  delle  incognite;  dunque  dovrà  esser 
nullo  il  loro  determinante,  cioè 

«11 +  P 


[4] 


a 


12 


a 


13 


a 


21 


«22  4-  P      « 


23 


a 


a 


«33 +P 


=  0. 


Questa  equazione  di  3**  grado  in  p  è  quella  stessa  che  indicammo 
A(p)=  0  nel  §  6,  e  che  si  sviluppa  nella 

P'  +  («11  +  «22  +  «33)P*  +  (^11  +  ^22  +  ^33)P  +  ^  =  0. 


con 
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L'equazione  A(p)  =  0  dà  per  p  tre  valori  :  sostituendone  uno  qua- 
lunque nelle  tre  equazioni  [3],  esse  si  riducono  a  due  distinte,  dalle 
quali  si  trae  indifferentemente,  indicando  con  sud  a^^ , . . .  i  sudde- 
terminanti  complementari  di  a^^ , . . .  nel  determinante  [4]  : 

a^  :  Oj  :  ttg  ::  sud(a44  +  P)  •  ^^^  ^a  '  sud  a^^ 

::  sud  a^^  :  sud(a22  -}-  p)  :  sud  a^g 

[5] 

::  sud  a^^  :  sud  a^^^  :  sudfagg  +  p) 


••  ysud(a,,  +  p)  :  >/sud(a„  +  p)  :  |/8ud(a33+p), 

dando  ai  radicali  segni  convenienti. 

Quindi  resta  individuata  una  direzione  (a^,  a^,  03)  e  il  piano  diame- 
trale [1]  suo  coniugato. 

E  siccome  dimostreremo  che  le  tre  radici  della  equazione  A(p)=0 
son  sempre  reali^  ed  ih  generale  distinte  ;  così  concludiamo  che,  in 
generale^  esistono  per  una  quadrica  tre  piani  diametrali  perpen- 
dicolari alle  corde  rispettivamente  coniugale. 

Ciascuno  di  questi  piani  è  evidentemente  un  piano  di  simmetria 
per  la  quadrica,  e  dicesi  piano  principale, 

I  tre  piani  principali  costituiscono  una  terna  di  piani  diametrali 
coniugati.  Poiché,  se  un  piano  diametrale  è  perpendicolare  alle  corde 
coniugate,  esso,  insieme  coi  due  piani  diametrali  mutuamente  coniu- 
gati e  perpendicolari  che  passano  pel  suo  diametro  coniugato  (§  IS-ò""), 
costituisce  una  terna  di  piani  diametrali  coniugati,  di  cui  ciascuno 
è  perpendicolare  agli  altri  due  ;  onde  questi  tre  piani  sono  appunto 
i  tre  piani  principali  testé  trovati  (*).  0  altrimenti:  poiché,  se  p^^p^ 
son  due  radici  diseguali  della  A(p)=0,  e  (a^,  a^,  03),  (p^,  p^i  Ps)  le  dire- 
zioni corrispondenti,  si  ha  dalle  [2] 

=  («iiPi  +  «i«p2  +  CLM^^  +  ...  =  —  PjlPia,  +  p^a,  +  Psttg), 
onde 

«iPi  -f  a^p,  +  a^%  =  0,    e    {a,,a,  +  a.^a^  +  a,3a3)p,  + . . .  =  0, 


(•)  Uno  dei  valori  di  p  è  certo  reale,  e  dà  un  piano  principale  reale;  gli  altri  due 
piani  sono  reali,  come  coniugati  e  ortogonali  intorno  al  diametro  perpendicolare  a 
quello.  Ciò  basterebbe  per  provare  che  i  tre  piani  principali  sono  reali. 


—  es- 
che Bono:  la  condizione  dì  ortogonalità  per  le  due  direzioni,  e  la  con- 
dizione di  coniugio  pei  due  piani  diametrali  corrispondenti. 

Ed  è  chiaro  che  i  tre  piani  principali  formano^  in  generale^  la 
sola  terna  di  piani  diametrali  mutuamente  coniugati  e  perpendi- 
colari  (•). 

I  tre  diametri,  secondo  cui  i  tre  piani  principali  si  secano,  formano 
una  terna  di  diametri  coniugati  e  perpendicolari,  e  in  generale  Tunica. 
Essi  sono  gli  assi  di  simmetria  per  la  quadrioa,  e  però  una  quadrica 
ìia^  in  generale^  tre  assi  o  diametri  principali.  Le  direzioni  degli 
assi  sono  appunto  determinate  dalle  [5]. 

Le  coniche,  secondo  cui  i  piani  principali  secano  la  quadrica,  si 
dicono  sezioni  principali  \  ciascuna  ha  perproprii  assi  due  assi  della 
quadrica. 

I  punti  in  cui  gli  assi  secano  la  quadrica  si  dicono  vertici. 

Si  noti  che,  se  p  è  una  radice  della  A(p)  =  0,  e  (a^,  a,,  a^)  la  cor- 
rispondente direzione  fornita  dalle  [5],  Tequazione  [1]  del  piano  prin- 
cipale può  anche  scriversi,  per  le  [2], 

[6J       aj(pa;,  —  a^^co^)  +  a^ipx^  —  a^^x^)  +  a;(px^  —  a^^x^)  =  0. 

§  28.  Bisogna  ora  dimostrare  che  l'equazione  A(p)  =:0  ha  tutte 
le  radici  reali  e,  in  generale ^  distinte. 
A  tal  uopo  ricordiamo  che,  se 

l'oP'  -f  Pi?"  +  P2P  +  Ps  =  0 

è  un'equazione  di  3*"  grado  a  coefficienti  reali,  il  suo  discriminante 
(cioè  quella  funzione  dei  coefficienti,  il  cui  annullarsi  è  la  condizione 
perchè  due  radici  delTequazione  divengano  eguali)  si  può  porre,  fra 
le  altre,  sotto  la  forma  : 

2(P,*  —  3Pop2)  ^PoVz  —  PiVt 

^PoPs  —  PiPt  2(  p,«  —  3p,p^) 

e  le  tre  radici  saranno:  reali  e  distinte,  se  questo  discriminante  è 
positivo;  reali,  ma  due  eguali,  se  è  nullo;  una  reale  e  due  immagi- 
narie coniugate,  se  è  negativo. 
Ora  nella  A(p)=0  si  ha 

Po  =  l,    Pi  =  «il  +  ^22  +  «33»    P2  =  fin  +  ^22  +  ^33»    P4=^; 


(")  Questo  proprietà  sussistono  anche  pel  cono,  e  ciò  giustifica  Tasserto  del  §  12^*. 
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e  però 

=«ii'  +  «22'  +  «33*  +  2aiia22  +  2aH«33  +  2a2ja,3 


— 3(022^33  +  a33aH  +  a,ia 


22 


'*23  '*31 


fli»*) 


^3a„'+3a,.'+3a./-H(a,e-a33)'+Ha33-«i.)*+è(au-a«)% 


P,'- 


3p.p3=(e„+B«+B,3)'-3(a„-|-a„+a33)B 
=(^n~r^«s"}-^33'*~3(B„533-f-B33B„4"5,ii5jj- 

=3B„*+3B3,'-h3B.,'+ì(B«-B„)'+è(S33 


•«^83  "~^31  ""^12   )  (*) 

-^ii)'+è(^ii~^22)S 


9l>oP3-^iP2=9^  -  («li  4-  «22  +  «33)(^il  +  ^22  +  ^33) 

^^(«ll5ii+«22S22+«33^33+2a23S23+2«3lS3i+2ai2Sie)       C') 

—  («11  +  «22  +  «331(^11  +  ^22  +  ^33) 

=  (2«ii  —  «22  —  «33)^11  +  (2«22  —  «33  —  «il)  ^22 

+(2a33  —  a,,  —  a,,)B^,  +  6a„e„  +  ^a^^B^,  +  ea.^B,, 

=6«23^23  +  603,^34  +  6a,2Ì?j2  +  (a„  -  «33)(522  "  -^Ss) 
+  («33  -  «li)(^33  —  ^li)   +  («il  -  «22)"(^11  -  ^22)  ; 

sicché  il  discriminante  diviene 

6a,3«+...4-(flr22— 033)*+...  <>«23^23  +  -+(«22— «33X^22— -^33)+- 

6«23^23+-+(«22 -«33X^22— ^33)+-      6583«+...+(5„-.B33)2+... 

che  è  evidentemente  quel  che  chiamasi  il  quadrato  della  matrice 


33    «33 


a 


«li  — « 


«23^6    «31 V^    «121^6    a„  — a 

BnV^     B,,V^  B,,}^      ^22-^33        ^33-^11        ^11-^22 

eseguito  per  orizzontali,  e  quindi  è  uguale  alla  somma  dei  quadrati 
dei  15  determinanti  di  2""  ordine  originati  da  essa  matrice,  cioè 


(•)  Per  la  [8]  §  4. 
(••)  Per  la  [6]  §  4. 


—  es- 


ili 


-f  6 


4-6 


+  6 


36 

«23       «31 

2 

+  36 

«23       «12 

+  36 

«31 

«12 

2 

-^23     -^31 

^23     ^12 

^31 

^12 

«23 

«22           «33 

2 

+  6 

«31 

«33  —  «il 

+  6 

«12 

«11- 

-«22 

^23 

-"22          -"33 

^31 

^33—^11 

^12 

^11- 

-^22 

«23 

«33  —  «li 

2 

+  6 

«23 

«il  —  «22 

2 

«31 

«22- 

-«33 

-^23 

^33 -^11 

^23 

-^li  ^22 

-^31 

^22- 

--^33 

«31 

«li  —  «22 

2 

+  6 

«12 

«22  —  «33 

2 

+  6 

«12 

«33- 

-«il 

^3i 

^11 

"^  ^33 

^12 

^22  ~"  ^33 

^12 

-^33" 

-^11 

+ 


«22         «33     «33  «11 


^22       -"33     -"33        ^11 


+ 


«22         «33       «11        «22 


^22        "33      -"li       -^22 


2 


+ 


«33— «li       «11  — «22 


-"33       -"li     -"li       -"22 


L'essere  il  discriminante  una  somma  di  quadrati  di  quantità  reali, 
di  cui  in  generale  nessuna  è  nulla,  prova  ad  esuberanza  che  esso  è 
positivo,  e  quindi  che  la  A(p)  =  0  ha  in  generale  le  sue  tre  radici 
reali  e  distinte. 

Vogliamo  intanto  mostrare  come  il  numero  di  questi  quadrati  si 
possa  abbassare  successivamente  a  13,  10,  7.  In  primo  luogo  i  tre 
ultimi  determinanti  sono  eguali ,  perchè  ciascuno  eguaglia  la  somma 


«22 

«33 

+ 

«33       «li 

+ 

«il 

Ou 

^22 

^33 

^33      -^11 

^li 

-B»8 

e  ciò  riduce  a  uno  i  tre  ultimi  quadrati,  ed  a  13  la  totalità  dei  qua- 
drati. In  secondo  luogo  si  ha 


«23       «22- 
5„       ^22- 

-«33 
-^33 

=  -  («23^33  + 

««^ts)  4-  (aw^M  + 

a. 

ÌS^iV 

e  similmente 

«12^31          «31^12 

— 

«Si       «12 
-^31      -^12 

t 

«31       «33  —  «li 

«12       «23 

a„ 

«li           «22 

«23       «31 

^31 

^33       -^11 

^12      ^23 

1 

Bi, 

^ii 

—-^22 

-^23      ^31 

E.  d'Ovidio  —  Le  proprietà  fondamentali  d$U$  auperficit  di  j8*  ordint. 
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le  quali  relazioni  riducono  ai  primi  tre  il  4®,  5®  e  6®  quadrato,  e  quindi 
a  10  il  numero  totale  dei  quadrati.  In  terzo  luogo  si  ha 


^23        ^33       ^11 


-^23       ^33       -"11 


+ 


^23        ^11       ^22 


^23       B^^       B^i 


^23        ^22       ^33 


^23       A2 ^ 


33 


«31       «12 


^31      -^12 


«23        «33       «11 


-^23       -"33       -^11 


a 


23 


«Jl— «22 


-^23       "^11       -"22 


«23        «22  +  «33  —  2a 


11 


^23       ^22"f  ^33 2^11 


e  quadrando  e  sommando  queste  due  identità, 


«23  «33    «11 


2 


+2 


-"23    -^33       -^11 

similmente  si  ha 


«23  «11     «22 


-"33  -"11    -"22 


«31     «12 


^31    ^12 


'  «23     «22+ «33— ^a^^^* 

+ 

^23    ^22+-^23 2-^il 


«31     «11       «22 


-"31    -"11       -"22 


+2 


«31     «22       «33 


-^31    -"22       -^33 


«12     «23 


-"12    -"23 


+ 


«31     «33+ «11— 2^22 


-^31    -^33+-^ll  ~2^, 


22 


«12     «22       «33 


-"12    -^22       ^23 


+2 


«12     «33       «11 


-^12    -"33       -"11 


«23    «31 


-^23    -"31 


+ 


«12     «li+«22— 2a33 
-^12    ^11+^22 2^33 


eiascuna  delle  quali  relazioni  introduce  un  sol  nuovo  quadrato  al 
posto  di  due,  e  quindi  riduce  a  7  il  numero  totale  dei  quadrati. 
L'espressione  ridotta  del  discriminante  è  dunque  allora  (dividendo 
per  3) 


121 15 


«23     «31 


-"23   ^31 


+ 


«31     «12 


-S31    ^12 


+ 


«12     «23 


-"12    -"23 


■+ 


«22     «33 


-^22    -^33 


+ 


«33     «11 


^33    ^11 


+ 


«Il     «22 


^11    -Sjt 


+ 


«23     «22+«33—  2ai, 


^23    ^22+-^33""2-B 


11 


+ 


«31     «33+«ll— 2« 
-^31    -^33+^11 2^, 


2 


+ 


«12     «li+«22— 2« 


33 


-^12    -^li+-^22~"2^ 


33 


Quadriche  rotonde. 


§  29.  Ora  esamineremo  il  caso  che  due  radici  dell'equazione  A(p)=0 
divengano  eguali.  Per  questo  è  condizione  necessaria  e  sufficiente 
che  il  discriminante  sia  nullo,  e  quindi  che  siano  nulli  tutti  i  deter- 
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minanti  i  cui  quadrati  lo  compongfono.  Annullando  i  due  primi  si 
hanno  le  due  condizioni  indipendenti 


^23        ^31 


^23       ^31 


=  0, 


«31        «12 


^31       -^12 


o  più  in  breve 


B. 


a 


23 
23 


^3i 
«31 


B 


12 


a 


12 


=  0; 


Ora  mostreremo  che  queste  due  condizioni  necessarie  sono  anche 
sufficienti,  vale  a  dire  ohe  TannuUarsi  dei  due  primi  determinanti 
porta  per  conseguenza  Tannullamento  di  tutti  gli  altri;  e  ciò  faremo 
sulla  espressione  [1]  §  28  del  discriminante. 

A  tal  fine  ricordiamo  che,  se  in  una  matrice  a  due  orizzontali  e 
tre  verticali  son  nulli  due  dei  tre  determinanti,  in  generale  è  nullo 
anche  il  terzo  ;  e  però,  essendo 


«23        «31 


^23       ^31 


=  0, 


«31         «12 


^31       ^12 


=  0,     è  anche 


«12        «23 


^12       ^23 


=  0; 


e  sono  poi  nulli,  come  opposti  a  questi  tre,  i  seguenti 


a 


12 


«11  —  «22 


-^12       -^11        -"22 


a 


23 


«22  — « 


33 


-^23       ^22         -^83 


a 


31 


«33  —  «11 


^31       -"33        ^ì  1 


Inoltre,  essendo 


«23        «81 


-^23       ^31 


=  0, 


a 


23 


«22  —  «33 


-^23       -"22  -"33 


=0,  è  pure 


«31        «2t  —  « 


33 


^31       ^2 


—  E 


33 


=0; 


e  similmente 


ed  analogamente 
a 


12 


«33  — « 


a 


12 


«22  «33 


^12       -^22         -"33 


5„     B 


33 


11 


=  0, 


=  0; 


Ot3        «SS  —  «H 


-^«3      -^33  ~  -^n 


=  0, 


«23        «11  «22 


^3       ^11  —  ^22 


=  0, 


a 


31 


«11  —  «22 


-"31       -"11  -"22 


=  0. 
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Infine,  essendo 


a 


23 


«88  — a 


33 


B 


23 


^1%         -"33 


=  0, 


a 


23 


«33  ^11 


^23       -^33  -^11 


è  anche 


a 


22 


a 


33 


^22  -"33 


«33  —  «11 


^33  ^  -^11 


=  0, 


=  0, 


e  cosi  pure  gli  ultimi  due. 

Ciò  posto,  possiamo  conchiudere  che,  quando  l'equazione  A(p) 
ha  due  radici  eguali^  hanno  luogo  le  relazioni 


=  0 


[2] 


'23 


'31 


B 


12 


a 


23 


a 


31 


a 


12 


^22-'  ^33 
«22  —  «33 


^33  —  ^11 


Bàt  ^  B, 


'11 


22 


«33  —  « 


11 


aji  —  o 


22 


delle  quali  tuttavia  due  sole  sono  indipendenti. 
Ora  siccome,  quando  un'equazione 

ha  una  radice  doppia,  il  valore  di  questa  è 

^PoPz—PiPi    ' 


^Pi'  -  3i>o;>2) 


cosi  nella  A(p)  =  0  la  radice  doppia  p,  sarà 

^23-g23+^31-g31+6a|8B^g+(q8g-a33)(Ba"^33)4-(«33-^ll)(-g33~-^ll)-*-(^il-'q^^ 

6«83*-|-6«31*4-6ai824-(«22— «33)'+(«33— «n)*+(«ll— «22)*  ' 


e  stante  le  condizioni  soprascritte,  avremo 

roi       Q     ^23    ^31   -^12, ^22  —  -^33  


Bno  ■—  B. 


'33 


11 


^11  "-  ^12 


«31 


«88  — «33 


«33""« 


11 


«Il  —  « 


22 


Or  sostituendo  a  p,  la  sua  espressione  — ^  nella  prima  delle  equazioni 

«83 

{2]  §  27,  questa  diviene 

B    \ 

«23    / 


ovvero 


«31«l««i  +  «12«23a2  +  «23«3ia3  =  ^J 
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oppure 
[4J  J?L-|.  J?!.  +  ^=0; 

^83  ^1  ^12 

ed  è  manifesto,  per  analogia,  che  a  questa  si  riducono  anche  le  altre 
due  equazioni;  adunque  per  p  =  p2  le  tre  equazioni  si  riducono  ad 
una  sola.  Ed  è  questo  runico  caso  in  cui  ciò  avvenga  ;  poiché,  per 
identificare  due  qualunque  delle  dette  tre  equazioni,  bisogna  annul- 
lare i  suddeterminanti  di  2^  ordine  nel  determinante  A(p),  e  ciò  fa- 
cendo si  perviene  ad  equazioni  lineari  in  p,  che  danno 


^23 

'p-f", 

»>-!" 

_         1 

^23 

«31 

«12 

onde  le  [1]. 

In  corrispondenza  della  radice  doppia  p,,  troviamo  dunque  oo  dire- 
zioni (a^,  a,,  a,)  caratterizzate  dalla  [4],  e  ciascuna  delle  quali  è  per- 
pendicolare al  suo  piano  diametrale  coniugato 

e  però  tutti  questi  piani  passano  per  una  retta,  i  cui  punti  x  rendono 
questa  equazione  identica  alla  [4],  ossia  verificano  le  equazioni 

'  «23  *       '     «31  '^     '      «i2 

ovvero 
[5J  aM^)  =  «3ift(^)  =  (^itU^)' 

In  conseguenza,  i  piani  per  la  retta  [5]  son  tutti  principali  ;  e 
ogni  piano  perpendicolare  ad  essa  seca  la  quadrica  lungo  una  co- 
nica a  infiniti  assi,  ossia  un  circolo.  Adunque  la  quadrica  è  di  ro* 
tazione  o  rotonda^  e  la  retta  [5]  è  Vasse  di  rotazione  (•). 

I  due  punti  in  cui  Tasse  seca  la  quadrica  sono  i  poli  di  questa. 

Se  si  assume  Tequazione  del  piano  principale  sotto  la  forma  [6]  §  27, 
le  equazioni  dell'asse  diventano 

16]  «23(P2'^l  —  «14^4)  =  «3l(P2^2  —  «24^4)  =  ^12(P2^3  —  «34^4)' 

Alla  radice  semplice  p^  corrisponde  un  altro  piano  principale  ;  il 


O  Lo  coordinate-raggi  deirasse  sono 

''12=^  12*34^121     ^23'=^23ni^23'     ^3i~'A3i»24^3l»     *'l4=^12^i3i     »M— ^23^21»    *'34=^3l^Sf 
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quale  si  determina  facilmente,  osservando  che  esso  è  coniugato  alla 
direzione  dell'asse,  che  per  le  [6]  è  f — ,  — ,  — )  ;   quindi   questo 

\  ^83         ^31  ^12  / 

piano  ha  Tequazione 

[7]  ^  4-  ^^ì  -L  ^  —  0 

«23  «34  a^2 

oppure 

rg|  Pi^i  —  ^^14^4     1     Pl^2  —  ^14^4     I     Pi^3  —  <^^4  _.  q 

«»  «31  «12 

Osserviamo  che 

-P.  =  Ou  +  a„  +  a33+2p,  =  a„  +  23fsi^fyf«^,.. 

"12  «31 

§  30.  Quando  infine  l'equazione  A(p)  =  0  ha  tutte  tre  le   radici 
eguali,  allora  (visto  che  per  TequazionQ 

^oP'  +  Pi9^  +  Pi9  +  Ps  =  ^i 

le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  l'eguaglianza  delle  tre  radici 
sono 

Pi'  — 3PoP2  =  0,    i>2'  — 3p,i)3  =  0,     9p^p^,—p^p^  =  Q) 

dovrà  essere 

3a„*  4-  3^3,*  +  3a,j«  +  i  (a^^  —  a^^Y  + 1  {a^^  —  a,,)«  +  J  (a,,  —  a„)*  =  0, 

3B,3*+  3^3,^+  SB,,^+  i  (B,,  -  B,,r+  i  (^33  -  B,,y+  KB,,  -  ^22)'  =  0, 

6^23^28  +  ^aj^fìg,  +  6a,ji?,2 
+  (a„-a33)  (^22—^33)+  (a^^-aj  (B^—aJ  -+-  («^-«22)  (^ii~-B22)  =  0. 

Ora  la  prima  condizione  si  scinde  nelle 

«23  =  0,  a3,  =  0,  a,g  =  0,   «28  — «33  =  0,   «33  — a,,  =  0,   «a  — aj2  =  0, 

che  equivalgono  alle  6  seguenti 

«11  =  «22  =  «33J       «23  =  0»       «31  =  0,       tt^j  =  0  ; 

e,  verificate  queste,  risulta  chiaramente 

-^23=0,      53,=0,     5^2=0,     ^22 ^33^^0,     ^33 — ^,,=0,      B,, ^22=0, 

sicché  restano  verificate  anche  le  altre  due  condizioni.  Adunque   le 
condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  l'equazione  A(p)=0  abbia 


le  tre  radici  eguali  sono 
(1)  a,,  =  aj;  =  «3., 


fl„  r=  0, 


-0. 


Nel  osso  presente  la  radice  deirequazione  in  p  è  — a,,  o  —a,,  o 
—  Isa.  e  però  le  equazioni  [3|  §  27  si  riducono  a  0^0,  Ed  è  il  solo 
caso  ÌQ  cui  ciò  avvenga,  dovendo  allora  annullarsi  tutti  gli  elementi 
del  determinante  in  p,  onde 

fl„  +  p^  0,    a„  +  p  =  0,     o„ -1-  p  =  0,     «„  =  0,    flj,  =  0,    a„  —  0. 

Nel  caso  presente  ad  ogni  direzione  corrisponde  un  piano  diametrale 
perpendicolare  come  coniugato;  onde  ogni  piano  pel  centro  della 
quaUrica  è  principale,  ed  ogni  diametro  è  un'asse  dt  rotaxione. 
Insomma  :  la  quadrtca  é  una  sfera. 

E  infatti  si  ritrova  l'equazione  tipo  di  una  sfera  in  assi  ortogonali: 

|2]     a(ir,*-|-  Xt*-i-  ^3*)  +  2(a„a;,  +  a„a;,  +  a3^iCs)x^  +  a^^x^^ 


^0. 


La  teoria  dei  po!i  e  piani  polari,  delle  rette  coniugate,  dei  piani 
diametrali  e  dei  diametri,  non  soffre  modificazione  nella  sfera;  solo 
che:  ciascun  plano  è  perpendicolare  al  diametro  che  va  al  suo  polo, 
due  rette  coniugate  sono  ortogonali,  ciascun  piano  diametrale  è  per- 
pendicolare al  diametro  coniugato,  eoe. 

Ne  segue  che:  due  piani  perpendicolari  si  possono  definire  come 
(lue  piani  diametrali  coniugati,  rispetto  a  Qualungue  sfera  che  abbia 
il  centro  nella  loro  retta  comune  ;  un  piano  e  una  retta  perpendi- 
colari si  possono  definire  come  un  plano  diametrale  e  il  diametro 
ad  esso  coniugato,  rispetto  a  qualunque  sfera  che  abbia  il  centro 
nel  loro  punto  comune;  eco, 

Pei  punti  all'infinito  della  sfera  [2]  si  ha  a-,^0,  e  quindi  anche 


|3) 


^x,*-\-a 


tO; 


cioè  due  equazioni  indipendenti  dai  coeffleienti  della  |2I,  Dunque  tutte 
le  sfere  dello  spazio  hanno  in  comune  un  circolo  immaginario  al- 
l'infinito. Esso  è  il  luogo  dei  punti  ciclici  (*)  di  tutti  i  piani  dello 
spazio,  dicesi  assoluto  o  limite  dello  spazio. 

Due  rette  (o  piani)  ortogonali  hanno  i  punti  (o  le  rette)  all'infinito 
coniugati  rispetto  all'assoluto;  e  viceveraa.  Per  una  retta  e  un  piano 


O  Cfr.  Con.  §  31-2". 
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perpendicolari,  il  punto  e  la  retta  all'infinito  sono  polo  e  polare  ri- 
spetto all'assoluto,  e  viceversa. 

L'equazione  [3]  rappresenta  il  cono  immaginario  circoscritto   dal- 
l'origine all'assoluto. 


Piani  principali  ed  asse  del  paraboloide. 

§  31.  r  Quando  la  quadrica  è  un  paraboloide  (J9  o  A^^=0)^  l'equa- 
zione A(p)  =  0  perde  il  termine  noto;  onde  un  valore  di  p  è  zero,  e 
gli  altri  due  son  dati  dall'equazione  quadratica 

P*  +  («li  +  «22  +  «33)P  +  (Al  +  ^2  +  BJ  =  0. 

Ora  per  p  =  0  le  tre  equazioni  [3]  §  27  divengono 

«u«i  +  ^ii^t  +  «latta  =  0, 

«31^1    -f  «32^2  +  «33^3  =  ^\ 

ed  essendo  nullo  il  loro  determinante  J9,  se  non  son  nulli  tutti  i  sud- 
determinanti  complementari  degli  elementi  di  ciascuna  linea  di  B^ 
queste  equazioni  determinano  una  direzione 

a^  :  Qg  :  «3  ::  -Su  -  B^^  :  B^^ 

l^J  ••  -^21  *  -"22  •  -^23 

•  •  -"31  '  -"32  *  -^33 


::Mi:y^A2-M3, 

dando  ai  radicali  segni  convenienti. 

A  questa  direzione  corrisponde  un  piano  principale,  la  cui  equa- 
zione riducesi  a 

(«u»!  +  «24O2  +  «3403)'^4  =  ^    ovvero    x^  =  0, 

che  ò  il  piano  all'infinito.  Non  tenendo  conto  di  questo,  restano 
dunque  nel  paraboloide  due  piani  principali  (reali  e  a  distanza  fi- 
nita) e  un  diametro  principale  0  asse  (a  distanza  finita).  La  dire- 
zione di  questo  asse  e  di  tutti  i  diametri  del  paraboloide  è  appunto 
fornita  dalle  [2]. 


Siccome,  quando  B=0  e  p  <  0,  le  [3]  §  27  moltiplicate  per  J9u,  5^, 
Bzk  (/i  =  l,2, 3)  e  sommate  danno 

Bika^  +  i?2^a,+  Bsha^  =  0, 
ovvero  per  le  [2] 

[3]  aySn  +  ^tVB^,  +  a3V^573  =  0  ; 

cosi  Tequazione  di  uno  dei  due  piani  principali  (a  distanza  finita)  è 


«li+p 


a 


12 


a 


13 


=  0, 


ove  si  può  mutare  Tultima  orizzontale  in  un'altra  del  determinante 
(3)  §  27. 
Quindi  apparisce  ohe  le  equazioni  deWasse  del  paraboloide  sono 


14) 


33 


Il  paraboloide  ha  un  sol  vertice  (a  distanza  finita),  che  è  il  punto 
in  cui  Tasse  seca  la  quadrica.  Le  coordinate  del  vertice  verificano 
le  equazioni  [4]  dell'asse  e  l'equazione  della  quadrica.  Ora  le  [4],  in- 
troducendo una  nuova  incognita  X,  diventano 


(5] 


f^(oc)  =  X  V5„  ,     U{x)  =  X  Vb„  ,     ^x)  =  X  ^B„  ; 


41 


e  allora  la  f  (a;)=0,  essendo  F{  fi{a;),  fs(a;),  faix),  f^(a;)  }=.<4f(a;)  e  A 
diviene 

onde 

fìVK^  VJ^t>  ì/533,  o) 


=0, 


=0, 


(6) 


f,{x)  =  -  X 


2(.4,.l/5„  +  ^nM,  +  A^^VbJ 


Dunque  le  equazioni  (5]  e  [6]  individuano  il  vertice. 

Insomma,  basta  nelle  (2)  §  10  sostituire  a  u,,  u,,  ti,,  u^  rispettiva- 
mente 

vìVb;,  ,  Vii;, ,  vb:,,  0) 


VBi^,   VBtt,   VB,,. 


2  (^,.  M.  +  Au  VBtt  +  ^,4  VbJ  ' 
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e  si  può  osservare  che  Tultimo  denominatore  vale 

Si  osservi  anche  che  si  ha  in  generale 

-^=a%,  ^ii+a%45„+a%4533+2a,^a,45,5+2a,,a3,5,3+2a24a34523  ; 
e  però  quando  -B  =  0  le  [8]  §  4  porgono 

Art 

vale  a  dire  —A  è  un  quadrato. 

2^  Quando,  oltre  ad  essere  zero  una  delle  radici  di  A(p)  =  0,  le 
altre  due  sono  fra  loro  eguali:  il  paraboloide  è  di  rotazione  intorno 
al  suo  asse  (a  distanza  finita).  Allora  si  verificano  le  condizioni  [3] 
§  29,  e  le  equazioni  dell'asse  sono  le  [5]  0  [6]  §  29  (*). 

3°  Quando  poi  Tequazione  A(p)  =  0  ha  due  radici  nulle:  allora  è 
5  =  0,    ^41  +  522  +  533  =  0;    e  le  [3]  §  29,   essendo   Pt  =  0,   danno 

^23  =  ^31  =  ^12  =  ^22  —  ^33  =  ^33  -•  -^11  =  Ai  —  ^2  =  ^  ,    OUdC    aUChC 

5^1  =:  ^28  =-533  =  0.  Insomma  è  nullo  B  con  tutti  i  suoi  suddetermi- 
nanti  di  2^  ordine  ;  e  perciò  basta  che  siano  nulli  tre  suddeterminanti 
tali,  che  il  P  abbia  Tun  indice  comune  col  2**  e  l'altro  col  3**. 
Quindi  segue 

{{X)  =  (X,  |/«Z;+  ^2  V^+  ^3  l/^)*+  2(ai4^*i  +  a^^X^  +  «3*^3)^4  +  «44^4% 

e  però  la  quadrica  è  un  cilindro  parabolico  (§  19-3*) . 
In  questo  caso  le  [1]  si  riducono  ad  una  sola. 

4°  Da  ultimo,  se  tutte  tre  le  radici  della  equazione  A(p)=0  sono 
nulle:  allora  è  anche  «h  +  «22  +  «33  =  0,  e  le  [1]  §  30  danno  a^^  =:  a,, 
=  ^33  =  a23=a3i=ai2==^  (sei  condizioni  indipendenti),  e  quindi  si  ha 

f(x)  =  2(a,^X^  +  «24^2  +  «34^3)^4  +  «44^4*. 

e  la  quadrica  si  scinde  in  un  piano  col  piano  all'infinito  (§  19-4''). 


(*)  Per  coordinate-raggi  dell'asse  si  possono  assumere 

-^12^34       -^23H4       -^31^24  /-^—         /^—         z^- 

}/B^'   VB~'   }/B[,'   ^^^^'   >^^«'    y^^ 
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Ancora  dei  piani  principali. 

*§  32.  L'equazione  A(p)  =  0,  che  risolve  la  questione  dei  piani 
principali,  è  qui  applicata  al  caso  di  coordinate  ortogonali  ;  ma  noi 
sappiamo  che  le  sue  radici  non  variano  per  trasformazione  di  coor- 
dinate. 

Né  la  ricerca  dei  piani  principali,  quando  le  coordinate  sono  obli- 
que, è  guari  più  complicata;  poiché  é  facile  vedere  che  le  condizioni 
di  perpendicolarità  fra  una  direzione  (a^,  a,,  a,)  e  il  piano  diametrale 
coniugato  sono  in  generale 

e  chiamando  — p  ciascun  rapporto, 


[1] 


(«11  +  P)ai  +  («ij  +  WitP)a,  +  («13  +  uji3p)a3  =  0, 
(««i  +  u^nP)»!  +  (««  +  P)a2  +  («23  +  wJjspias  =  0, 


(«31  +  U^SlP)»!  +  («3t  +   ^ZìPK  +  («33  +  P)a3 

onde  Tequazione  in  p 

«Il  +  P  «12  +  WJiJP  «13  +  UÌ13P 


=  0; 


[2J 


«21  +  ^nP     «22  +  P 


«23  +  WJ,3P 


«31   +  ^3lP        «32  +   ^32P  «33  +  P 


=  0, 


che  è  appunto  la  A(p)  =  0,  col  fattore  Q. 
Per  ogni  radice  di  questa  equazione  si  ha 

[3]  ai  :  a^  :  a^  ::  sud(aM+UJMp)  :  8ud(aw+ujfcip)  :  sud(ató+ujMp)  (/i=l,2,3) 


::  }/sud(aii  +  p)  :  >^sud(a„  +  p)  :  ]/sud(a33  +  P)i 

ritenendo  uJii  =  uj„  — 0)33=  1,  ed  apponendo  ai  radicali  segni  conve- 
nienti. 

Le  radici  della  A(p)=0  sono  sempre  reali,  e  in  generale  distinte; 
onde,  in  generale,  il  discriminante  della  [2]  deve  essere  positivo  (*). 


(')  Sai'ebbe  interessante-  investigare   di   quale   decomposizione,  analoga  a  quella  in 
quadrati  fatta  dianzi  per  assi  ortogonali,  sia  suscettibile  il  discriminante  della  [2]. 
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Quando  il  discriminante  è  zero,  cioè  quando  Tequazioue  ha  una  ra- 
dice reale  doppia  e  una  semplice,  la  doppia  p^  dovrà  far  ridurre  ad 
una  sola  le  tre  equazioni  [Ij;  identificando  p.  es.  la  2^  e  la  3',  avremo 


Ojl  +  Ulji 


P?  ^  _fn±Pi_  ^  ?^+u^  ^  _  ^  (ipotesi), 

P2  «32  +  W32P2  «33  +  P2 


«31  +  *W3ll 

dalle  quali  equazioni,  rese  lineari  in  pg,  p^cr  e  a,  ricaviamo 

^11^31  -f  ^12^32  +  ^13 


P2  = 


^11«31  4-  Ql2«32  +  Ql3«33   * 


Tenuto  conto  dei  varii  modi  analoghi  per  ottenere  pj,  troveremo  che 
le  cinque  condizioni^  equivalenti  a  due  indipendenti^  affinchè  la 
quadrica  sia  rotonda^  consistono  nella  eguaglianza  dei  rapporti 
come 

Bhl  UJil  +  Bh2  UJi2  +  BhZ  UJ,-3 


[3] 


Q*i  aa  -f-  Q;i2  ai2 + Qas  a«3 


indicando  con  hi  una  disposizione  binaria  degli  indici  1,2,3. 

Si  noti  che  ciascuno  di  questi  rapporti  è  il  valore  della  radice  dop* 
pia  p2  ;  e  che  allo  stesso  si  poteva  manifestamente  pervenire  annul- 
lando i  suddeterminanti  del  determinante  [2]. 

Attualmente  le  [1]  si  riducono  alla 


[4]  a,  |/aa  +  Ps  +  a2|/a„+  p^  +  as  V^«33  +  P2  =  0  ; 

e  però  Tasse  di  rotazione  ha  le  equazioni 
[5]  f,(a;)      ^      f,(a?)       ^      fafa?) 

V^^ll  +  P2  V^«22  +  P2  V^«33  +  P2 

e  il  rimanente  piano  principale  è  coniugato  e  perpendicolare  all'asse. 

La  quadrica  è  una  sfera  quando  la  equazione  [2]  ha  una  radice 
tripla,  ossia  quando  le  [1]  divengono  indeterminate;  allora  la  radice 
suddetta  è 

P  =  —  «11  =  —  ^^22  =  —  ^33  =  —  —  =  —  —  =  —  —  ; 

e  però  le  condizioni,  perchè  Tequazione  f(a?)=0  rappresenti  una  sfera 
in  assi  obliqui,  sono 


[6]    aj4  =  a2j  =  a33  =  a,    ai2  =  «Wi2i    «13  =  ^^)43,    at3=:aui 


23  > 
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ovvero  Tequazione  tipica  della  sfera  è 

[7]         a(x^^  +  x^^  +  ^3'  +  2aj,j^,a?,  +  2\i}^^x^x^  +  "^^t^x^x^) 

+  2(«i4^i  +  a^^x^  +  as4a?3).r^  +  a^^x^^  =  0. 
E  Tequazione 

[7]       or,*  +  J?8«  +  073*  +  2\ì},^x,x^  +  2uiis.cr,a73  +  2uj,3ir8a?3  =  0 
rappresenta  il  cono  immaginario  circoscritto  dairorigine  all'assoluto. 

Osserviamo  anche,  ohe  nel  caso  del  paraboloide  (J9=0)  la  [3]  §31 
diviene 

+  (ui3i  >^5;i + UÌ32 1/^  + 1^^3)03  =  0, 

e  le  equazioni  dei  due  piani  principali  e  dell'asse  si  modificano  in  con- 
seguenza. 

'^%  33.  Per  formare  Tequazione  complessiva  dei  tre  piani  princi- 
pali, anziché  moltiplicare  le  loro  equazioni  separate,  convien  proce- 
dere come  segue  : 

P  Siano  le  coordinate  ortogonali:  dalle  [3]  §  27, moltiplicate  per 
B\h^  B2hy  Bu  (/i=:l,2, 3)  e  sommate,  sì  traggono  le  equazioni 

(^ii  +  P'IOi  +  B,,a,  +  B,,a^  =  0, 

II)  {  B,,a,  +  (7?„  +  p')a,  +  B,^a,  =  0, 

^aiOi  +  B,,a,  +  (^33  +  p')a3  =  0, 

ov'è  posto,  p'  =  —  . 

Ora  queste  equazioni  difleriscono  dalle  [3]  §  27  solo  per  lo  scambio 

di  a^  , . . .  in  ^41 , .  . .  (  e  di  p  in  — ^ j,  e  devono  dare  per  a^  :  a,  :  a^ 

gli  stessi  valori  che  quelle,  vale  a  dire  che  i  piani  principali  della 
nostra  quadrica  ((x)  =  0  sono  paralleli  a  quelli  della  quadrica 

Hf(x)=B^,x,'+B,^^'+B^:^x^^-{-2B,,x,x^+2B^^x^x^+B,^x^^ 

-{'2\^x^x^-\-2\fX^^'^2\^x^x^-{-\x^^=^0j 

qualunque  siano  X^,  X,>  X3,  X  ;  ed  anzi  coincideranno  con  questi  piani, 
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se  si  suppone  la  seconda  quadrica  concentrica  alla  prima;  il  che  si 
fa  ponendo 

V*(^i4,  ^ui  ^34.  ^)  =  0     (/i  =  1, 2, 3), 
ovvero 

.     AuBlh  +  A2^B2M  +  -434-03* 

A,_  -  , 

6  lasciando  X  arbitrario. 

Gli  stessi  piani  saranno  principali  anche  per  ogni  sfera  concentrica 
alla  quadrica  data,  p.  es. 

qualunque  sia  R. 

Insomma,  se  un  punto  a?  è  in  un  piano  principale  della  quadrica 
f(^)  =  0,  le  tre  equazioni 

aj,(x)  +  aJiix)  +  a^Ux)  =  0, 
[2]  {  aiMi,(.r)+a,i|i,(a:)  +ct3Mi3(^)  =  0, 

aiXi(^)+  ^tUoo)  +  03X3(0?)  =  0 

devono  determinare  per  a^  :  a^  :  03  un  sistema  di  valori  ;  e  per  conse- 
guenza 

t,[x)       U(x)       Ux) 


[3] 


=  0    (•) 


Vi(^)       V«(^)       Vsl^) 

Xi(^)     U^)     U^) 

è  l'equazione  complessiva  dei  ire  piani  principali. 

L'equazione  diviene  illusoria  nel  caso  di  un  paraboloide  (^  =  0). 
Ma  allora  alla  2*  delle  [2]  può  sostituirsi  la  [31  §  31  (••),  e  per  X(a?)=0 
può  prendersi  una  qualunque  sfera  che  abbia  il  centro'  sull'asse, 
per  es.  nel  punto  comune  all'asse  ed  al  piano  polare  dell'origine, 
punto  individuato  dalle  equazioni 

>/5„         ^B^^        VB33 


Q  Questo  determinante  è  YJacobiano  0  determinante  funzionale  delle  f(a;),  ì^(x),  x{x) 
(a  meno  del  fattore  8). 
(")  In  altre  parole  può  assumersi 

y^(x)  =  {x,VB;;+x^VB^+X:,y^B^^+  \x,\ 


—  79  — 

e  che  quindi  ha  per  coordinate 

1/A  =  ^M  v^^4  +  ^*2  i/^Tj  +  ylw  V^S;^    (/i  =  l,2,3,4), 
onde  potremo  porre 

Avremo  così  per  equazione  complessiva  dei  due  piani  principali  (a  di- 
stanza finita) 

fi(^)       ft(a?)       Ux) 


14] 


Xi(a?)       U^)       iujix) 

^/B;,     ^/B;^      >/^ 


=  0. 


2^  Nel  caso  che  le  coordinate  si  suppongano  oblique,  i  procedi- 
menti ora  esposti  non  cessano  di  condurre  allo  scopo  ;  solo  bisogna 
introdurre  nelle  formole  nuovi  termini  con  la  scorta  del  §  32. 

Noi  ci  limitiamo  ad  accennare  quale  funzione  vada  sostituita  alla  Mi(a?). 

Consideriamo  la  forma  quadratica  ternaria 

G(x,,  a;,,  a?3)  =  B,,x,*-\-B^^x^^-^B^^x^^+  2B,^x^x^+  2B^^x,x^+2B^^x^x^ 
e  le  sue  semiderivate 

G* (0?^,  0?,,  x^)  =  Bhi  x^  -f  Bh2  07,  +  5a3 a?3      (^  =  1 , 2,  3), 
e  poniamo 

G[y[]  yll  y^)  =  Gi(^i,  ^t,  ^3)!/l  +  62(^1,  ^r  ^3)1/2  +  GsK.  ^e,  ^3)1/3   ; 

indi  moltiplichiamo  le  [1]  §  32  per 

G^(UJA1,  UIA2,  U)A3),  0,(UJA1,  U)A2,  UJA3)y  OsfUJAl,  UIA2,  Ulibs) 

e  sommiamo:  avremo 

4 (ujAia^  +  ujA2a,  +  ujAaOj)  =  0. 

Queste  tre  equazioni  provano  che  i  piani  principali  della  quadrica 
t(x)  =  0  sono  paralleli  a  quelli  della 

Mi(a?)  =  0(1,  ui,„  ai,3)a?,*  + . .  .  +  2g(  J^|^  "J"'  I!!;,)^^^»  +  •  '  • 
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qualunque  siano  X^^Xg,  X3;  anzi  i  plani  principali  saranno  gli  stessi 
scegliendo  X^,  X,,  X3  in  modo  che  le  due  quadriche  siano  concentriche, 
cioè  ponendo 


-^34 


%    l)r,/UJAl,UJA2,UJA3\  j       .  p/UJM,UJA2,UJA3\  ^       ,  p /uJA1,UJA2,  UJtó\ 

^'—b\^'[  1,  ui,„m,3J^^*"^^lui,„  1,  u),3J^'*^^lai3n^3«>   1   ì 
Insomma  può  assumersi 

L  G  f  ^l+'"i2^2+"'l3^3i  ^2l^l+^2+^l^t3P^3^  ^V^i-\-^J^i+^3  \  ^ 

B  \  Ai4+lWi2A24+Uli3^34,  Mi%iA^^-\-A^-\'M}^A^,  ^iAi^-\-MI^A^+A2^  I      * 

+  \X,\ 

Sezioni  piane. 

§  34.  I  punti  comuni  alla  quadrica  e  ad  un  piano  u  soddisfanno 
airequazione  della  quadrica  f(a;)  =  0  ed  all'equazione  del  piano 

[1|  UiX^  +  u^x^  +  W3a?3  +  u^x^  =  0, 

e  costituiscono  una  conica^  come  già  mostrammo  nel  §  7-2''. 

Il  centro  di  questa  conica  si  determina  facilmente,  poiché  esso  è 
il  punto  comune  al  piano  u  e  al  diametro  coniugato  di  t«  (§  21) 


u^  u^  «3 


e  però  soddisfa  alla  [I]  ed  alle 
[2]         f,(^)+XM,  =  0,    f,(x)  +  \u,  =  0,    f3(a?)  +  XU3  =  0, 

in  tutto  quattro  equazioni  omogenee  in  o?^,  x^,  x^^  X,  dalle  quali  si 
ricava 


[3]    x^ix^ix^:  a?4  :  X  ::  sud  a^i  :  sud  «42  :  sud  a^^  :  sud  a^^  :  sud  u 


4> 


i  suddeterminanti  essendo  presi  nel  determinante  [6]  §  10,  che  vale 

-F(u). 


(')  Quest'analisi  non  è  applicabile  al  piano  all'infinito,  poiché   per   esso    «j,  u^  u^ 
son  nulli,  e  le  presenti  equazioni  riescono  indeterminate. 


—  si- 
li Buda44,  che  ci  occorrerà  più  sovente^  lo  potremo  indicare  con 
G(Wp  Wj,  M3)  ;  cosicché 


«u 

«It 

«IS 

«l 

«ti 

a,» 

«»3 

U, 

«31 

«st 

«33 

«8 

«l 

«t 

«3 

0 

=  -Bt,u,«  +  J9„Ug«  +  533U3»  +  2J9,,w,u,  +  2J3,3U,U3  +  2J3t3U,U3 

P  Se  0(u^,  U2,  U3]  ^  0  :  la  curva  ha  un  centro  unico  a  distanza 
finita,  e  però  è  una  ellisse  0  una  iperbole. 

Essa  diviene  una  coppia  di  rette  quando  inoltre  il  suo  centro  sta 
sulla  quadrica,  ossia  quando,  oltre  le  [1]  e  [2],  si  verifica  anche  Te- 
quazione  f(a;)  =  0.  Ora  si  ha 

{(X)  =  xj.ioo)  +  XtU(x)  +  xj^(x)  +  xj^(x) 

=  ^a\  hi^)  +  Xu, }  per  le  12]  e  [1], 

=-y —  (a448uda444-^42Suda48-}-a43Suda43+a44Suda44+U4Sudu4 1  perle[3], 

onde 

dunque  la  condizione  {(x)  =  0  involge  Taltra  F(u)  =  0,  e  ritroviamo 
COSÌ  la  nota  condizione  afilnchè  il  piano  u  tocchi  la  quadrica. 

2**  Se  G(Ui,  Wj,  u^)  =  0,  senz'altro:  il  centro  va  all'infinito,  e  la 
curva  è  una  parabola. 

Ne  segue  che  G(Up  n„  113)  =  0  è  la  condizione  perchè  il  piano 
(Ui,  UjjUj,  0)  tocchi  il  cono  t{x^,x^y  x^yO)=0  lungo  una  generatrice, 
ossia  la  condiziotie  perchè  il  piano  u  passi  per  una  tangente  della 
conica  all'infinito  della  quadrica  f(^)=0,  0  anche  l'equazione  di 
quella  conica  iu  coordinate  di  piani. 

3"*  Se,  oltre  G(u^,  u,,  U3),  è  «uUo  uno  dei  numeratori,  e  quindi 
ciascun  determinante  di  4''  ordine  della  matrice 


^11        ^12       ^'«       ^«^        ^' 


a 


SI 


u, 


'13 


44 


a„    a„    aj4    u, 


^31       ^3«       ^33       ^34       ^3 


M, 


U. 


U. 


0 


'1  '♦t         **3         *^4 

K.  d'Ovidio  —  Le  proprietà  fondamentali  Aelle  sttperficie  di  2^  oni<tM. 
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allora  la  conica  si  riduce  a  due  rette  parallele,  e  ciò  avviene  nei  piani 
tang^enti  all'infinito  o  asintoti. 

§  36.  Passiamo  a  determinare  le  direzioni  e  le  lunghezze   degli 
assi  della  conica  di  cui  è  parola. 

l""  Per  trovare  le  direzioni  degli  assi,  consideriamo  quel  diametro 
della  conica  che  è  coniugato  alla  direzione  (a^,  a^^  a,).  Il  suo  piano 
diametrale  coniugato 


[1] 


aj^(x)  +  a,fj(a?)  +  ajfgla?)  =  0 


passa  per  quel  diametro  della  conica  che  è  coniugato  al  precedente; 
e  se  questi  due  diametri  sono  anche  ortogonali,  cioè  sono  g^li  assi 
della  conica,  allora  pel  secondo  dovrà  passare  un  piano  perpendico- 
lare al  primo.  Ora  un  tal  piano,  facendo  fascio  coi  piani  [1]  e  u,  ha 
una  equazione  della  forma 

(«liCti  +  «i2««  +  «istt»  +  ^Wt)^i  +  (^«lOi  +  «22a«  +  «2303  +  ^w«)^£ 
+(«3iai  +  ^si^i  +  ^3303  +  Xw3)a73  +  (a^,a,  +  a.^a,  +  a^ag  +  Xujoo^  =  0; 

ed  essendo  esso  perpendicolare  alla  direzione  (0^,02,03),  avremo  le 
condizioni 

ai+ui42a2+uii3a3        """       uijiai+Og+iUaOa  Wsiai+w'aeag+as 

ovvero 

[2]  (a,j+Pu),,)a^+(a,2+pa),2)a2+(a^+pu)^)a3+Xu,=0   (/i  =  l,2,3). 

Queste  equazioni,  con  Taltra 


[3] 


Witti  +  Uz^t  +  ^303  =  0, 


porgono  la  equazione  in  p 

«li   +  P  «12  +  PWii8     ,  «13  +  PWi3 

«2i  +  PW'2i  «22  +  P  «23  +  PW23 

«31  +  9^3i  «32  +  PU'32  «33  +  P 


14] 


u, 


w. 


u, 


u, 


u, 


tt, 


0 


=  0 


Indicheremo  con  e(p)  questo  determinante  cambiato  di  segno. 
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Per  svilupparlo  secondo  le  potenze  di  p,  indichiamo  con  G^  Ju^,  u^^Uj^)^ 
. .  •  i  suddeterminanti  complementari  di  a^^ , . . .  nel  determinante 
G  (u^,  w„  W3),  e  poniamo 


1 


UJ 


12 


UJ 


13 


w, 


UJ 


SI 


1 


UJ 


83 


w, 


UJ 


31 


UJ 


32 


U, 


U, 


1 


u 


3 

0 


sicché  H(Ui,  Uj,  U3)  =0  è  Tequazione  dell'assoluto  in  coordinate  di 
piani.  Allora,  scrivendo  per  brevità  G , . . .  invece  di  Q(Ui^  Uj,  M3),..., 
avremo 

[5]    e(p)=Hp*+(G,,+G„+G33+2G,,w,3+2G,3UJ,3+2G,3UJ„)p+G=0, 

Ai  due  valori  p^  p^  forniti  dalla  equazione  e(p)  =  0  corrispondono 
mediante  le  [2]  rispettivamente  le  direzioni  (a^,  a,,  03),  (P^,  p„  P3)  dei 
due  assi  della  conica  (*).  Ed  è  noto  che  esse  sono  reali,  anche  quando 
la  conica  è  un'ellisse  immaginaria. 

Nella  equazione  e(p)  =0  e  nelle  coordinate  del  centro  [3]  §  34,  non 
figura  a^^'j  ciò  conferma  la  proprietà,  che  le  sezioni  prodotte  da  un 
piano  nella  quadrica  e  nel  cono  asintoto  sono  omotetiche  e  concen- 
triche (§  23  e  24). 

2*  Per  trovare  le  lunghezze  degli  assi,  moltiplichiamo  le  [2]  per 
a^,  a^,  03  e  sommiamo:  avremo 

f  (On  Oji  «31  0)  +  p(at«+  0,*+  03*+  2aj«a,aj+  2uj,3a,a3  +  2ii)^^a^a^)  =  0  ; 

or  indicando  con  a?^  x^,  x^,  1  le  coordinate  del  centro,  con  R  un  se- 
miasse della  conica,  e  con  Pi,  y,,  y^,  1  le  coordinate  del  suo  estremo, 

abbiamo 

yi  — ^1  __,  yg  — ^g  _  y3  — ^3 

di  a»  03      ' 


C)  Come  al  §  27,  si  ha  dalle  [2]  e  [3] 

— PijoiPi-f  .  • .  +  2ui|,(ajP2-f  ajpi)+-  •  •|=Pi(«iiai+«i«a«+«i3«3)+  ••• 
=Oi(«iiPi+«i2P«+«i3P3)+-  =  —  P2|piai+--f  2uii2(Pia2+P2a4)-f  ..|  ; 

e  però,  se  pi^P2,  dev'essere  a^p^  +  ...  -f  ^w^ai^+a^i)  -f ...  =  0,  che  è  la  condizione 
di  perpendicolarità. 
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e  però  la  precedente  equazione  diventa 

HVi  —  ^i,  1/2  —  ^8»  !/3  —  ^31  0)  +  pft*  =  0. 
Intanto  (§6-P) 

f  (ì/i.  y«,  1/3, 1)  =  f  (Vi  —  ^i>  2/2  —  ^2.  2^3  —  ^3»  0) 

+2[(y,-a?Jf,(a?,,..,l)+(y,— a;2)f8(a?,vMl)  +  {l/3-a?s)fs(a:,^ 
+  f(a?„a?„a?3, 1); 

e  siccome  f  (y,,  i/„  1/3, 1)  =  0,  e 

(l/l  — ^l)fi(i»lv.ll)  +  (y2— ^2)f2(^lV.,l)  +  (l/3--^3)f3(^0-Ml> 

è  proporzionale  a 

che  è  nullo  per  la  [1]  ;  così 

HPì  —  ^'i.  Vt  —  ^21  Vs  —  ^31  0)  =  —  f  (a?4,  a?,,  a?3, 1)  ; 

ma  la  [4]  §  34  per  or^  =  1  porge 

[6]  f  (0?,,  a?,,  a?3, 1)  = g.  ; 

sarà  dunque 

F  F 

pJR*  =  -7C-    ovvero  p  = 


G  '^""G/2*  • 

Quindi  segue  che  la  eqvuzione  alle  lunghezze  dei  semiassi  della 
conica  è 

ossia 
|7]  G'i2*  +  (G,,  +  . .  OFGJR*  +  F^H  =  0. 

I  due  valori  di  R^  forniti  da  questa  equazione  devono  essere  reali. 
Sono  positivi  se  la  successione  dei  coefficienti  presenta  due  variazioni 
di  segno,  negativi  se  nessuna,  uno  positivo  e  uno  negativo  se  una.  B 
siccome  F*H  è  positivo  (•)  ;  cosi,  d'accordo  col  §  34,  possiamo  conclu- 


O  Infatti  u^^  u^  1/3  differiscono  per  uno  stesso  fattore  dai  coseni  degli  angoli  che 
una  perpendicolare  al  piano  fa  cogli  assi,  onde  H  differisce  pel  quadrato  di  qael  fat- 
tore dal  valore  Q  che  assumerebbe  sostituendo  a  u^,  u^^  u^  quei  coseni,  e  che  è  certo 
positivo. 
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dere  che:  la  sezione  è  una  ellisse  reale^  seG  è  positivo  ed  F  ha  il 
segno  opposto  a  quello  rfi  G^^  +  . . .  ;  è  una  ellisse  immaginaria^  se 
G  è  positivo  ed  F  ha  il  segno  di  G^i  -{•...;  ed  è  una  iperbole^  se 
G  è  negativo. 

I  due  valori  di  R^  sono  opposti  se  G  <  0  e  G^4+  •  •  =  0  ;  dunque  i 
piani  che  secano  la  quadrica  in  iperboli  equilatere  sono  quelli  pei 
quali^  oltre  ad  essere  G  negativo^  è  verificata  la  condizione 

[8]  G,,  + ...  +  2G,,ui„  +  ...  =  0. 

Qui  è  opportuno  ricordare  che  il  segno  di  F  non  si  altera  per  tras- 
formazione di  coordinate  (§  10)  ;   onde  la  [6]  conferma  che  anche  il 

segno  di  G  non  si  altera  ;  anzi  la  [6]  mostra  che  non  si  altera  il  va- 

F 
lore  di  -^. 

Neirequazione  [7]  non  figura  u^,  e  ciò  concorda  con  la  proprietà 
(§  24),  che  le  sezioni  prodotte  nella  quadrica  da  piani  paralleli  sono 
omotetiche. 

Notiamo  altresì  che  per  una  sezione  centrale  è  lecito  assumere^ 
indicando  con  (Tì,  T21  T3)  1&  direzione  coniugata  al  piano  secante  : 

onde 

F  =  ^f(T„  T2,  Ts,  0),      G  =  JBf(T„  Tt,  T»,  0), 

e 

_  A 

questa  osservazione  semplifica  alquanto  la  [7]. 

S""  Quando  G  =  0,  il  piano  u  seca  la  quadrica  in  una  parabola^ 
come  dianzi  trovammo.  Del  resto  allora  la  [7]  porge  22*=  00. 

Allora  una  radice  della  equazione  e(p)=0  è  zero,  e  Taltra ^^  J^  '  "  • 

In  corrispondenza  alla  radice  zero  le  [2]  e  [3]  danno 

|9J  tti  :  ttj  :  ttj  ::  Gm  :  Ga2  :  Gw 

"  v'Oli  :  y^GT,  :  }/G73  , 

e  determinano  la  direzione  delVasse  della  parabola  (a  distanza  fi- 
nita). 
Airaltra  radice  corrisponde  la  direzione  (P^,  p, ,  Ps)  perpendicolare 


alla  precedente;  e  perù  Tasse  della  parabola  è  la  retta  < 

Si  potrebbero  cercar  le  coordinate  del  vertice,  aggiungendo  a  qiui 
due  equazioni  la  f  (a:)  ;=  0. 

Per  calcolare  poi  il  parametro  priacipale  della  parabola,  osserviu 
che,  in  g-enerale,  detti  R„  R^  i  semiassi  di  una  sezione  piana,  sii 
dalla  [7]  ' 

onde 


F*H 


«1*  _     Jìi»    _  03Ri<  __  (Gfi,y 
ftj»  ~  ff.ifi,*  ~    P»H    ~     F«H     • 

Ora  la  trasformata  della  [7|  in  r*  ^  Gfl'  è 

Gr'  +  (G„  +  .  .  .)Fr-  +  F'H  =  0  ; 

quando  G  — 0  un  valore  di  r*,  ossia  dì  GB',  diviene  infinito,  e  l^ 


FH 


e  se  scegliamo  per  Gfi,'  questo  secondo  valore,  avr 


per  G  =  0  lim  j 


FH' 


(G,.+...)»  ' 

ma  lim  ^r  ^  '^  semiparametro;  dunque  /{  quadrato  del  ■ 

FH' 
metro  principale  della  paràbola  è  —  ^  . 

i°  Segue  dalle  cose  dette  che,  secondochè  per  un  piano  t 
KèGSO  (oltre  F==0),  il  piano  è  ellittico  0  iperbolico  (S '-Wl 
punto  di  contatto  a  distanza  finita.  Quando  G  ^  0  (oltre  F=Ai 
piano  tangente  è  asintoto,  e  può  essere  ellittico  o  iperbolico  oi 
parabolico  (nel  cono)  (*). 

•|  36.  L'equazione  e(p)  =  0  merita  uno  studio    speciale; 

ora  proveremo  che  le  sue  radici,  come  già  quelle    deireqaaùM 
bica  A(p}  =  0  e  come  quelle  della  [7],  conservano    gli  ste 


0  La  proprietà,  che  qnale  è  im  piano  tangente  tali  son  tutti,  mostna 
pennanente  il  segno  <li  0,  finché  u^,  u,,  u,  variano  serbandosi  reali,  t 
condiziono  P  =  0  non  renda  u,  immaginario. 
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comunque  si  caugioo  le  coordinate;  ovvero  i  mutui  rapporti  dei 
coefficienti  delV equazione  e(p)  =  0  sono  invarianti  assoluti. 

Ciò  è  evidente  per  ogni  traslazione  degli  assi  coordinati  ;  perchè 
neirequazione  non  entrano  che  le  quantità  a^^ , . .  . ,  a^^,  u^,  u,,  U3, 
^12)  ^i3>  ^ts'  ^^  quali  non  si  alterano  nella  traslazione. 

Nel  caso  che  cangino  le  direzioni  degli  assi  ma  non  Torigine,  ri- 
corriamo (come  nel  §  6)  alla  identità 

{a,,  +  p)a;,«  +  (a^  +  p)a?j«  +  (a^^  +  p)a?3« 
+  2(a,8  +  pu),2)a?,a?j  +  2(a,3  +  pu),3)a?,^3  +  2(a^^  +  Puij3)a?,^3 

=  (a\,  +  P)^i'  +  (a'«  +  P)^,*  +  («'33  +  P  W 
+  2(a\,  +  piu,,KY,jr,  +  2(a',3  +  pu),,)X,X,  +  2(a',3  -f  Piy>,,)X,X, , 

cui  qui  si  unisce  Taltra 

u^x^  +  M,a?,  +  U3a?3  =  u\Xi  +  u^X^  +  u\X^  : 

ciascun  membro  della  prima  identità  eguagliato  a  zero  rappresenta 
uno  stesso  cono  avente  per  vertice  Torigine,  e  ciascun  membro  della 
seconda  uno  stesso  piano  per  Torigine;  dunque  la  condizione  perchè 
il  piano  tocchi  il  cono  lungo  una  generatrice  non  si  altera  mutan- 
dovi a^^,,..  in  a\^^.,,  e  u^^...  in  u\,.*  Or  questa  condizione  è  appunto 
la  [4]  §  35,  giusta  l'osservazione  fatta  in  fine  del  §  34  ;  dunque  ecc. 
Siccome  H  è  sempre  positivo,  cosi  O  e  G^d- ...  non  mutano  segno 
per  trasformazione  di  coordinate. 

In  particolare,  per  assi  ortogonali  l'equazione  e(p)  =  0  assume  la 
forma  più  semplice 

«11+P    «12 


[1] 


a 


13 


a 


21 


a,,4-P    a 


23 


U, 


U< 


a 


31 


a 


32 


«33+P       W. 


U. 


M< 


U. 


0 


=  0, 


ovvero 


[21 


(u,«  +  li,*  +  U3')p'+  (G,,  +  G„  +  G33)p  +  G  =  0. 


Se  inoltre  si  suppone  per  poco  preso  u  per  piano  12  (u^=0,  u^=0^ 
U3  =  0,  U4  =  1),  allora  alla  quadrica  si  può  sostituire  il  cilindro 
f  (a?j,  ^,,  0,  1)  =  0,  e  la  e(p)  =  0  riducesi  a 


(3) 


P*  +  («11  +  «ft)P  +  («li«22  —  «It')  =  0- 
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Or  siccome  questa  ha  le  radici  reali,  perchè  il  suo  discriminante  è 

Ki^j*  -  ««')  —  i(«ii  +  ««)'  =  —  i(«ii  -  ««)'  -  ««'  <  0  ; 

cosi  anche  in  generale  V equazione  e(p)  =  0  /^a  le  radici  reali. 
Siccome  poi  nel  piano  12  la  conica  f  (a?|,  x^^  0^1)=0  è  ellisse,  iperbole 

o  parabola  secondochè  ant^gj— «ij'M^  {*)i  ®  ^ii^2e"~^i«*  equivale  a  -^  , 
e  H  è  positivo;  cosi  ritroviamo  per  altra  via  le  proprietà  già  dimo- 
strate :  V  il  piano  u  seca  la  quadrlca  lungo  un'ellisse^  un'iperbole 
o  una  parabola^  secondochè  G  è  positivo^  negativo  o  nullo;  2^  piani 
paralleli  secano  lungo  coniche  della  stessa  specie. 

Inoltre,  nel  caso  della  ellisse  nel  piano  12,  questa  è  reale  quando  (**) 
il  discriminante  ^33  della  t(x^^  x^j  0,  1)  ha  segno  opposto  a  a^^-f-ast: 
ora  A33  e  «44  +  a„  sono  rispettivamente  ciò  che  divengono  nell'ipo- 
tesi attuale  F  ed  il  secondo  coefficiente  6^+...  dell'equazione  e(p)=0, 
ed  F  non  muta  segno  per  trasformazione  di  coordinate  (§  10),  come 
pure  644  -{-...  ;  dunque  ritroviamo  che  la  sezione  del  piano  u  è  una 
ellisse  reale^  quando  {oltre  G>0)  la  F  ha  il  segno  opposto  a  quello 
di  Gjj  + ... 

Si  può  anche  osservare  che  l'equazione  del  cilindro  proiettante  la 
sezione  del  piano  u  secondo  l'asse  3,  0  anche  l'equazione  della  co- 
nica proiezione  della  detta  sezione  sul  piano  12  e  secondo  3,  si  ot- 
tiene eliminando  x^  dalle  equazioni  della  quadrica  e  del  piano  u,  e 
quindi  è 

14]  f  (07,,  a;,,  -  ^^"^^  +_^e  Ji^4?4^  ^^)  ^  0, 

ovvero 
[5]  f (U3,  0,  -  M„  0)0?^  +  f  (0,  W3,  -  M,,  0)^:,*  +  f(0,  0,  -  w„  u^)x,* 

+"(XrS:'.-;;;:o>.-.+^'(lf-S;=;:;l)-.-. 
+2'(S;?r=S;:"»J-^.=». 

ovvero 
[61  G,^.»  +  G,ar,«-H^^a.,« 

-  2G,,a;,a;,  -  2  ^^-^  x,x,  -  2  ^^-^^  x,x,  =  0. 


O  Cfr.  Con.  §  8. 

(••)  Cfr.  Con.  §  10  in  fine. 
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II  discriminante  dei  termini  a  2*  grado  in  x^,  x^  è  Gu^  (*),  e  il  di- 
scriminante di  tutto  il  V  membro  è  Fuj^  (**)  ;   dunque  la  sezione  è 


(*)  Infatti  dalle  proprietà  dei  determinanti  aggiunti  si  ha 

«38     "3 


G,,G-  — G«i*  =  G 


'll^M 


iS 


"3 


0 


r=-Gt<3«. 


(**)  Questo  discriminante  si  può  calcolare  in  varie  maniere.  P.  es.  si  può  moltipli- 
care pel  —  Gti3^  ora  trovato  il  1®  membro  della  equazione  [4]  in  cui  si  siano  sosti- 
tuite le  due  coordinate  del  centro  della  conica  proiezione;  or  queste  coordinate  sono 
quelle  stesse  del  centro  della  sezione  (tranne  x^  che  ò  nullo),  e  d'altronde 

1? 

=  f(a7)  =  --^aj,«    (§34); 

dunque  il  discriminante  è  Fus^. 

Si  può  anche  ricorrere  al  teorema  seguente  (cfr.  d*Ovidio,  Sui  determinanti  di 
determinanti^  Atti  dell'Accademia  di  Torino,  XI):  €  11  determinante,  che  ha  per 
elementi  i  suddeterminanti  d'ordine  n  -»  fi  ricavati  da  un  dato  determinante  d'or- 
dine n  col  sopprimervi  fi  orizzontali  e  fi  verticali  prese  comunque  fra  X  orizzontali 

fisse  e  X  verticali  fisse,  è  eguale  alla  potenza  y  \o  {      ^^  ^**^  deter- 

((X— 1)  .(X— u+l)i"* 
minante,  moltiplicata  per  la  potenza  y- — 3-^-7 — 7\^  {  del  suddeterminante  otte- 
nuto dal  dato  col  sopprimervi  le  X  orizzontali  e  X  verticali  suddette  ».  Sia  il  deter- 
minante dato  quello  del  §  10  che  vale  —  F,  e  le  X  orizzontali  fisse  siano  la  1*,  2^ 
e  4%  come  pure  le  verticali;  allora  n  =  5,  X  =  3,  fi  =  2,e  risulta  il  discriminante 
della  [6]  eguale  a 

«33   W3 


M, 


0 


=  FV. 


Si  potrebbe  anche  adoperare  la  seguente  identità,  che  è  una  estensione  di  alcune 
esposte  al  §  13,  e  che  il  lettore  potrà  dimostrare  mediante  la  regola  di  moltiplica- 
zione dei  determinanti  : 


'{ti  f©  f(r) 
'{ti  ^S)  f(^) 

f(;)  %)  f(::) 


m7j    •   •    • 

i^ix)  .  .  . 

— :- 

yi  •• 

^i(y)  •  •  • 

4#|      •      •     • 

f,(z) . . . 

=  F 


a?2    0^3    x^ 


vt.  ys  y4 


x^    x^ 


X, 


Vi    Vz   Va 


M      -8 


X  t       *^9      Xa 


Vi  yt  y4 


Zm      Z, 


a?4    a?2   x^ 


Vi    Vi  y8 


"% 


^j      --3      -'4 

scegliendo  per  x^y^  z  i  punti 

(M3,  0,  —  Mj,  0),    (0,  U3,  —  Mj,  0),     (0  0,  —  «4,  U3), 
si  ha  il  discriminante  della  [5J  espresso  da  F(W|U3^  u^u^t  u^^  ^a^)  ^^^^  ^*h^- 
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un'ellisse  reale^  se  F  è  di  segno  opposto  a  Qkh  (*),  ovvero  anche  se  (**) 

G.suda**  <  sud^ttAi       (/i  =  1,  2,  3). 

Quando  il  pismo  u  è  tangente  alla  quadrica,  la  [6]  si  scinde  in  due 
equazioni  lineari,  cioè  quelle  delle  proiezioni  sul  piano  12  delle  due 
rette  che  la  quadrica  ha  nel  piano  u.  Per  semplicità,  supponiamo  che 
il  punto  di  contatto  y  del  piano  u  abbia  una  coordinata  nulla,  p.  e. 
Va  (***)>  allora  avremo 

Uy^y  Vt,  Vz.  0)  =  0, 
Wi=fi(l/i,l/«,l/3>0),  U2=f,(i/„|/„y3,0),  W3=f3(ì/4,i/,,j/3,0),  u,=ft(f/4,i/„j/3,0)  ; 

ed  è  agevole  vedere  che  la  [6]  diverrà 

la  quale,  risoluta  per  y^x^  —  y^x^^  porge 

[7]       y^^  —  y^x^  =^\A^^y^  —  A^,y,  ±  f^(y^,  y^,  2/3,  0)/A  | , 
visto  che  per  la  [5]  §  4 

=  -  A{B,,y,^  +  5„i/,^  +  2B,,y,y,), 
e  pel  §  5 

0  =  a33f(2/ii  1/2, 2/31  0)  =  fg'li/i,  !/«,  2/3,  0)  +  B^,y^^  -f-  5,,j/4«  +  2B^^y^y^, 

ossia 

^ii2/2*  +  ^222/i*  +  '^B.^y.y^  =  —  f3^(i/„  2/^,  2/3,  0). 

La  [7],  e  le  due  analoghe  relative  ai  piani  23,  31,  forniscono  le  se- 
guenti equazioni  delle  due  rette  della  quadrica  che  passano  pel 


(*)  Dal  confronto  dei  varii  enunciati  emerge  che  O^^,  O221 O33  devono  aver  lo  stesso 
segno  fra  loro  e  con  644+—  quando  G  >  0.  Non  ci  fermeremo  a  verificarlo  col  cal- 
colo, per  non  uscire  dai  limiti  che  ci  siamo  dovuti  imporre. 

(")  Poiché  da  una  proprietà  dei  determinanti  aggiunti  si  deduce 


sudfljy^.suda^  —  sud^a^^  =1  ^Qf^f^' 


C")  Nel  qual  caso  le  due  rette  son  parallele  a  un  asintoto,  la  cui  direadone  è  (y^,  y^  y^ 
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punto  (y,,  i/2,  2/3,  0)  : 

Vr^i—ViX^  1/3^2—2/2^3 


[8] 


^uyt—^UKVi^hiVi^  Vt^  1/3,  ^W^    ^241/3— ^34y2± fi (i/i,  1/21  Vs^  ^)V^ 

Vi^n    1/3^1 ^ 

~  ^siVi— -44^1/3±fj(j/i,  l/„  1/3,  0)|/J  ■"  B   ' 


Altri  tre  gruppi  di  equazioni  analoghe  oorrispondono  ai  punti  y 
pei  quali  sia  nulla  y^  o  y^  o  y^. 

Si  noti  :  P  che  le  [8]  non  servono  quando  ^==0,  ma  allora  soccor- 
rono gli  altri  tre  gruppi  ;  2^  che,  perchè  le  rette  sulla  quadrica  siano 
reali,  occorre  prima  di  tutto  che  questa  si  estenda  airinfinito,  vale 
a  dire  che  i  punti  y  qui  considerati  siano  reali;  e  subordinatamente 
che  sia  il  >  0  0  almeno  A  =  0. 

Nel  caso  ^4  =  0,  che  è  quello  del  cono,  le  due  rette  per  ciascun 
punto  y  coincidono  in  una  di  equazioni 

2/2^1  —  !/i^2  __  y:t^i — ^2^3  __  yi^3 — y^i  _.  f^A_ 

^nJ/2  — ^2lJ/l  ^34y2— ^242/3       "  ^34y  1—^142/3  ^      ' 

come  si  poteva  trovare  direttamente. 

Sezioni  circolari. 

§  37.  La  sezione  prodotta  dal  piano  u  nella  quadrica  diviene  cir- 
colare quando  ammette  infiniti  assi,  vale  a  dire  quando  due  delle 
equazioni  [2]  e  [3]  §  35  sono  conseguenze  delle  altre,  e  quindi  tutti  i 
suddeterminanti  di  3^  ordine  del  determinante  [4]  §  35  son  nulli  per 
uno  stesso  valore  di  p  ;  al  qual  fine  basta  siano  nulli  tre  suddetermi- 
nanti complementari  di  elementi  tali,  che  il  ]*  abbia  Tun  indice  co- 
mune col  2*'  e  l'altro  col  3®. 

Il  suddeterminante  complementare  deirelemento  0  è  A(p)  ;  quelli 
di  u^,  u,,  U3  sono  forme  lineari  in  u^^u^^u^;  quelli  di  a^^,...  sono 
forme  quadratiche,  e  danno  sei  equazioni  compendiate  nella 

[1]  G^+  PH.*=:  0        (i,h  =  1,  2,  3)  ; 

da  queste  eliminando  p,  avremo  che  le  condizioni  perchè  la  sezione 
del  piano  u  sia  un  circolo  sono 


««•_ 

Gr  _  G33  _  G„ G3,  _  G„ 

Hh"~ 

H«       H33        H„        Hj,        H„ 

[2] 
delle  quali  due  sole  indipendenti. 


Per  coordinate  ortogfonali 

(31  Gh     ^      G^     ^     G^     ^^^^^2». 

V+Wj*  "^'+"1*  'V+"f*  "t"l  "J"!  »>"l' 

e  potraDDO  ritenerei  le 
[4]  «,G„  =  M,G„  =  u-f},,. 

Nel  caso  del  circolo  Vequaitone  e(p)^^0  ha  le  due  radici  effttali  ; 
e  per  provarlo  basta  osservare  che  il  dtacriminante  della  [3]  ^  36, 
ossi»  — i(«,,  —  a,,)'— u,,%  si  annulla  per  (7,,=aj,  e  fl,j  =  0. 

Fra  le  equazioni  in  p  vi  è  anche  la  A(p)  =  0,  che  servì  a  determi- 
nare i  piani  principali;  onde  si  rileva  che  la  radice  doppia  della 
e(p)^0  è  una  delle  radici  della  A(p)=^0,  e  si  deduce  che  il  piano 
d'una  sezione  circolare  dev'esser  parallelo  a  un  asse  della  quadrica. 
E  precisamente:  noi  possiamo  prendere  una  qualunque  radice  della 
A(pj— 0,  e  sostituirla  in  una  sola  delle  |]|  che  sono  quadratiche  io 
u„  u,,  u„,  e  in  una  sola  beu  determinata  dì  quelle  condizioni  lineari 
in  u,,  w,,  Mj  che  abbiamo  accennato  in  principio;  abbiamo  così  due 
equazioni,  che  forniscono  due  sisteroi  di  valori  per  i  mutui  rapporti 
fra  w,,  i(j,  H,. 

Insomma  :  per  ciascun  asse  della  quadrica  passano  due  plani,  t 
quali  e  i  loro  paralleli  secano  la  quadrica  secondo  circoli,  e  però 
son  chiamati  piani  ciclici. 

I  due  piani  ciclici  per  uno  stesso  asse  sono  in  posizione  simmetrica 
rispetto  a  ciascun  piano  principale;  e  i  due  sistemi  di  piani  ciclici 
cui  essi  danno  origine,  si  dicono  antiparalleli. 

Bi  hanno  così  sei  sistemi  di  piani  ciclici,  ma  vedremo  che  due  soli 
sono  reali. 

In  ciascun  sistema  vi  sono  due  piani  tang'enti  alla  quadrica,  e  f 
loro  punti  di  contatto  diconsi  ombelichi  o  punti  ciclici  della  qua- 
drica. Quattro  al  più  fra  essi  sono  reali. 

A  complemento  di  questi  cenni  sulle  sezioni  circolari,  esporremo 
ora  alcune  considerazioni  geometriche,  che  il  lettore  può  anche  tra- 
lasciare senza  alcun  inconveniente. 

La  conica  all'infìnito  della  quadrica  e  l'assoluto  dello  spazio,  in 
generale,  han  comuni  quattro  punti  immaginari!,  vertici  d'un  qua- 
drangolo completo.  It  triang'olo  diagonale  di  questo  quadrangolo  è 
l'unico  che  sia  autoconiugato  rispetto  alla  detta  conica  ed  all'asso- 
luto; e  però  i  suoi  lati  son  le  rette  all'infinito  dei  piani  principali 
della  quadrica,  e  i  suoi  vertici  i  punti  all'infinito  degli  assi  ;  ì  sei 
lati  del  quadrangolo  sono  poi  le  rette  all'infinito  dei  piani  ciclici. 


Siccome  i  punti  comuoi  alla  conica  all'infinito  della  quadrica  e  al- 
Tassoluto  dello  spazio  sono  determinati  da  tre  equazioni  a  coe£Qcienti 
reali  (quella  della  quadrica,  quella  di  una  sfera  e  quella  del  piano 
airiD6nÌto);  così  due  di  essi  hanuo  le  coordinate  omologhe  complesse- 
coniug^ate,  e  lo  stesso  vale  per  gli  altri  due;  e  ne  deriva  che  il  lato 
passante  pei  due  primi  punti  e  quello  per  gli  altri  due  sono  reali  ; 
mentre  gli  altri  quattro  lati  del  quadrangolo  sono  immaginarii,  ma 
ciascuno  seca  l'oppusto  in  un  punto  reale.  Ciù  prova  che  due  sistemi 
di  piani  ciclici  sono  reali  e  gli  altri  quattro  immaginarli,  e  conferma 
che  i  piani  principali  e  gli  assi  sono  reali. 

Se  la  quadrica  è  un  paraboloide,  la  conica  all'infinito  degenera  in 
due  rette;  un  vertice  del  triangolo  diagonale  suddetto  è  il  loro  punto 
comune,  ed  è  il  punto  all'infinito  dell'asse  del  paraboloide;  e  le  due 
rette  individuano  le  giaciture  di  due  sistemi  di  piani,  i  quali  liau  co- 
muni con  la  quadrica  coppie  di  rette  dì  cui  una  all'infiDÌto,  coppie 
assimilabili  a  circoli. 

Se  la  quadrica  è  rotonda,  devono  esistere  infiniti  triangoli  auto- 
coniugati  come  il  precedente,  e  però  allora  la  conica  all'infinito  della 
quadrica  ha  doppio  contatto  cotl'assoluto;  la  corda  dei  contatti  è  la 
retta  airinfinito  dei  paralleli ,  e  il  suo  polo  rispetto  all'assoluto  è  il 
punto  all'infinito  delPasse  di  rotazione.  Dunque  nelle  quadriche  ro- 
tonde i  due  sistemi  di  piani  ciclici  reali  si  riducono  al  sistema  dei 
paralleli,  ossia  dei  piani  perpendicolari  all'asse  di  rotazione. 

Nella  sfera  ogni  piano  è  ciclico. 

Nel  cono  non  vi  b  particolarità  notevole. 

Ritornando  al  caso  di  una  quadrica  qualunque,  rileviamo  le  seguenti 
proprietà. 

Per  ciascuno  dei  quattro  punti  comuni  alia  conica  all'infinito  della 
quadrica  e  all'assoluto  dello  spazio  passa  una  coppia  di  rette  (Imma- 
gìnarie)  della  quadrica.  Una  retta  di  una  coppia  ne  incontra  una  di 
ciascuna  altra  coppia,  e  i  tre  punti  d'incontro  sono  ombelichi  ;  onde 
segue  che  i  dodici  ombelichi  si  trovano  allineali  per  tre  su  otto 
rette  immaginarie  della  quadrica.  Ne  segue  anche  che  non  più  di 
quattro  ombelichi  sono  reali. 

Considerando  due  circoli  autiparalleli  reali,  essi  hanno  in  comune 
i  due  punti  nei  quali  la  retta  intersezione  dei  loro  piani  secala  qua- 
drica ;  or  questi  punti  possono  esser  reati,  od  avere  le  coordinate  omo- 
loghe complesse-couiugate  ;  ma  in  ogni  caso  è  facile  vedere  ^he,  pren- 
dendo su  ciascuno  dei  due  circoli  un  altro  punto  (non  airinfinito), 
questi  quattro  punti  individueranno  una  sfera  reale,  la  quale  conterrà 
certamente  i  due  circoli.  Dunque  due  sestoni  circolari  antiparallele 
si  trovano  sopra  una  sfera. 
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Sia  dalle  forinole  dianzi  stabilite,  sia  dalle  considerazioni  geome- 
triche testé  fatte  sulla  conica  airinfinito  della  qaadrica  in  relazione 
con  Tassoluto,  emerge  che  le  co  quadriche  comprese  nella  eqiuzzione 

f  (a?i,  x^y  a?3,  a?J  -f-  ^Xi*-\-a:^*+x^^-^2^}^^^x^-\'2iì}^Jfio^x^'\'2a)^^^)  =  0, 

qiUilunqtÀe  valore  si  attribuisca  a  X,  sono  non  solo  concentriche 
ma  anche  concicliche^  vale  a  dire  ammettono  gli  stessi  sistemi  dì 
piani  ciclici. 

*  §  38.  Nel  §  28  esponemmo  una  decomposizione  in  quadrati  del 
discriminante  della  equazione  cubica  A(p)  =  0,  che  servi  a  determi- 
nare gli  assi  di  una  quadrica.  Ora  esporremo  una  analoga  decompo- 
sizione del  discriminante  della  equazione  quadratica  e(p)  =  0,  che 
serve  a  determinare  gli  assi  di  una  sezione  piana  della  quadrica.  Av- 
vertiamo che,  come  per  la  A(p)  =  0,  la  decomposizione  si  sa  fare  solo 
nella  ipotesi  di  coordiniate  ortogonali,  ossia  per  l'equazione  [2]  §  36. 

Il  discriminante  di  questa  equazione,  col  segno  cambiato,  è 


[1] 


(Gii  +  <>22  +  O33)'  -  4(u/  +  M,*  +  te3*)G. 


Ora,  dalle  proprietà  dei  determinanti  aggiunti  si  hanno  le  identità 

Qu^  =  G,jG33  —  G'j3,    GWg*  =  G33G4J  —  G*34,    GW3*  =  ^ifitt  —  G*4,  , 


GlijMg^GjaGj^— GgjGij,     GUgUi^GsiGjj— GjgGja,   (^iU^^^^ifiv^^—O^ffizi  \ 

dalle  quali,  moltiplicate  per  w^*,  m^*,  U3*,  2u^u^^  216314^,  2u^u^  e  som-  , 
mate,  si  desume  Taltra  : 

Gii      ^l«      ^13      ^1 


[2]        G(u,*  +  u,*  +  U3*)'  =  - 


^ti       ^tt       ^23       ^2 


^31       ^32       G33       U3 


Wi  Ug  M3         0 


Questo  determinante  si  può  in  tre  modi  sviluppare  in  prodotti  di 
suddeterminanti  di  2*  ordine;  sommando  gli  sviluppi,  e  sopprimendo 
quella  parte  che  riproduce  la  somma  precedente,  si  trova 


{3J  -2GK*+u,«+U3*)*= 


Uj         W3 

2 

+  • 

..+2 

u,      «, 

«l      «*s 

^12     ^13 

Gm    G» 

0,.  o„ 
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Inoltre  dalle  identità 


[4] 
si  trae 


ufiih  +  ufi2h  +  M3G3*  =  0  (Ti  =  1,  2,  3) 


(^ii  +  a„+a33)w,= 


u^      u 


2 


Gu     ^22 


+ 


t*i      U3 


^3i     ^33 


quadrando  questa  e  le  due  analoghe  e  poi  sommando,  si  ottiene 


[5]     (an  +  G,,  +  Ge3nV  +  U,*  +  U3«)  =  2 


+  2 


u. 


u, 


G,,   G 


12 


+  ... 


Ui 


u, 


Gjj    G32 


U, 


u. 


%i      <>83 


I     ••  • 


Da  ultimo,  sommando  la  [5]  con  due  volte  la  [3],  risulta  l'espres- 
sione [1]  equivalente  alla  seguente  somma  di  sei  quadrati: 


«t 

«, 

2 

«3 

Mi 

2 

«i 

«« 

2 

[61                        2 

G„  G„ 

+  2 

G«  G„ 

+  2 

«siOa. 

( 

«i     «t 

u,    u, 

CI 

U,      «3 

«»      «i 

1*     ( 

«3    «1 

t*3      ^2 

+ 





+ 



m 

G.i  <>„ 

<^31  <^S3 

G« 

,    O33 

G.. 

0.. 

)      1 

Ol3 

t      ^il 

(>23  c^„ 

divisa  per  w/  +  w«*  +  W3*. 

Prendendo  per  u^,  u,,  U3  i  coseni  degli  angoli  della  normale  al 
piano  u,  il  divisore  si  riduce  a  1,  ed  allora  abbiamo  sei  quadrati  di 
funzioni  intere. 

I  quadrati  si  possono  ridurre  a  cinque,  e  ciò  in  tre  maniere;  poiché 
p.  es.  la  somma  dei  primi  tre  vale 


grazie  alla  identità 


«1          «3 

Gì*    G., 
ntità 

2         / 

+  j 

«1 

G31 

G3, 

+ 

«1 

G.1 

«3 

MA  VA  ve* 

««          «3 

«t 

«3 

«1 

«t 

G,.   G»3 

G,i 

G.3 

G31 

«33 

Sappiamo  anche  ridurre  Tespressione  [1]  a  una  somma  di  due  qua- 
drati, ma  di  espressioni  fratte. 
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Infatti,  dal  modo  come  abbiam  dedotta  la  [2]  apparisce  che  è  lecito 
in  essa  porre  zero  dov'è  scritto  esplicitamente  u^,  e  però 


G(ti2*  +  U3*)*  =  - 


G^^     Gj8     G^g     0 
^21     ^w     Crj3     Wj 


^31  ,    ^8«       ^83       ^3 


0 


U, 


W3      0 


sviluppando  pei  prodotti  dei  suddeterminanti  formati  con  le  orizzon- 
tali P  e  4%  2»  e  3*,  si  ha 

e  per  le  [4] 

=  ^-11    1  ^iiWi*  -  ((>22  +  G33)  (U2'  +  ^^3*)  j   +  (t*2^-3i  -  «3G,,)' 

=  G*H«+W,*+W3*)-G,,(G,,+G„+(>33)  (V+W3*)  +(W2<>31-U30i2)"; 

di  qui  ricavando  il  valore  di  G  e  sostituendo  nella  espressione  (1], 
questa  diventa 

j 2G.,(u.«  +  «,'  +  «3»)  -  (G.j  +  G„  +  G33)  (u,*  +  «3»)  j« 


[7] 


2\2 


(Mg^  +  W3*) 
,     4(U,G3^  —  MsG^gl'jU,'  +  ^2^  +  ^3') 

che  è  una  somma  di  due  quadrati. 

Permutando  grindici  1, 2, 3  si  ottengono  due  espressioni  analog'he 
coi  denominatori  (1^3*  + w^*)*,  (u^^  +  U2^)^.  Ed  è  facile  verificare  che 
le  radici  quadrate  dei  tre  primi  numeratori  danno  per  somma  zero, 
e  cosi  pure  le  radici  dei  tre  secondi  numeratori. 

L'equazione  e(p)  =  0  ha  le  radici  eguali  allorché  è  nullo  il  suo  di- 
scriminante, e  quindi  allorché  son  nulli  tutti  i  sei  quadrati  della  for- 
mola  [6],  oppure  i  due  della  formola  [7],  Si  può  verificare  che,  annul- 
lando questi  quadrati,  si  ricade  nelle  condizioni  [3]ol4]§37  afiEluché 
la  conica  sia  un  circolo. 
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Criterio  pei  punti  estemi  o  intemi  alla  qnadrica. 

§  39.  Un  punto  x,  che  non  appartenga  alla  quadrìca,  è  esterno  o 
interno  (§  1-^'')  secondoohè  il  cono  da  esso  circoscritto  alla  quadrica 
è  reale  o  immaginario,  o  anche  secondochè  il  suo  piano  polare  seca 
la  quadrica  in  una  cònica  reale  o  immaginaria  (§  8-3*").  Suppongasi 
dunque  che  il  piano  u  del  §35  sia  polare  di  x:  allora  è  lecito  porre 

w,  =  f,(a7),    u,  =  f,(a?),    ti3  =  f3(a?),    u^  =  t^{x), 

onde  (8  1M7J) 

Y(u)  =  At(x)\ 

e  si  trova  subito 

G  =  5f(a?)  — ^rc^S 

che  è  il  primo  membro  deirequazioue  del  cono  asintoto  (§  23);  e  poi 
anche 

G33  =  aj,^{x)  +  a,,^,\x)  -  2aJ,[x).U(x) 

=  Bj{x)  —  (A^^^  +  Bx^^  —  2^3^0:30?^,  ecc. 

(G33  =  0  è  l'equazione  di  una  certa  coppia  di  piani  asintoti,  ecc.). 

Quindi  deduciamo  il  seguente  criterio  : 

Se  il  punto  X  non  è  sulla  quadrica,  sarà  esterno  quando  sia 
B{(x) —Ax^^^O,  e  quando,  essendo  B((x)'—Ax^*>0,  sia  At{x) 
di  segno  opposto  alla  espressione  B^{(x)  —  {A^^^*'\'BXji*'—2A^x^x^) 
ed  alle  due  analoghe;  altrimenti  il  punto  sarà  interno  (*). 


Quadrica  riferita  al  centro, 
a  una  tema  di  diametri  coniugati,  ai  proprii  assi. 

§  40.  Esaminiamo  quali  particolarità  offra  la  posizione  della  qua- 
drica rispetto  ai  piani  coordinati,  quando  nella  equazione  f(a7)  =  0 
manca  un  termine,  ossia  è  nullo  uno  dei  coefficienti. 

Se  a44  =  0:  Torigine  è  sulla  quadrica. 


(*)  Questo  criterio  non  si  applica  al  centro,  essendo  esso  il  polo  del  piano  alFinfi- 
nito,  che  fu  escluso  dalle  considerazioni  del  §  34.  Ma  pel  centro  già  vedemmo  altri- 
menti quando  sia  intemo  alla  quadrica,  quando  estemo,  e  quando  sulla  quadrica. 
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—  os- 
se «4^  =  0:  Torigfine  è  nel  piano  diametrale  fja?)  =  0  coniugato  al- 
Tasse  coordinato  1. 
Se  «24  =  0  0  «34  ==  0  :  analogamente. 

Se  aj2  =  0  :  il  piano  diametrale  coniugato  all'asse  1  è  parallelo  al- 
Tasse  2,  e  Ticeversa.  Laonde,  se  la  quadrica  ha  centro,  gli  assi  coor- 
dinati 1  e2  son  paralleli  a  due  diametri  coniugati;  e  in  ogni  caso  son 
paralleli  a  due  diametri  coniugati  della  conica  f{Xi^  a?,,  0, 1)=0  che 
la  quadrica  ha  nel  piano  12,  od  anche  a  un  diametro  di  questa  co- 
nica ed  alle  corde  ad  esso  coniugate. 
Se  «43  =  0  o  «,3  =  0:  analogamente. 

Se  «4^  =  0:  Tasse  1  incontra  la  quadrica  in  un  punto  all'infinito, 
poiché  la  f  (a?^,  0,  0, 1)  =  0  ha  una  radice  infinita  ;   in   altre   parole 
Tasse  1  è  parallelo  a  un  asintoto  della  quadrica. 
Se  «22  =  0  0  «33  =  0:  analogamente. 

I  casi  di  mancanza  di  più  termini  corrispondono  a  combinazioni 
delle  particolarità  accennate.  Valgano  alcuni  esempii: 

Se  «44  =  0,  «2^  =  0,  «34=:0:  Torigine  è  comune  ai  piani  diametrali 
coniugati  alle  direzioni  1,  2,  3,  ossia  è  centro  della  quadrica.  Del 
resto,  perchè  Torigine  sia  centro,  evidentemente  bisogna  e  basta  che 
l'equazione  f(x^^x^^x^^l)=0  non  si  alteri  mutando  di  segno  a?^,  x^^  «?„ 
e  quindi  che  manchino  i  termini  con  x^,  x^^  x^. 

Se  «42  =  0,  «43  =  0,  «23  =  0  :  gli  assi  coordinati  son  paralleli  a  una 
terna  di  diametri  coniugati,  quando  la  quadrica  ha  centro.  E  in  ogni 
caso,  uno  degli  assi  coordinati  è  parallelo  a  un  diametro  della  qua- 
drica, e  gli  altri  due  sono  paralleli  a  due  diametri  coniugati  della 
conica  prodotta  nella  quadrica  da  un  piano  coniugato  con  quel  primo 
diametro. 

Se  «44  =  0,  «22  =  0,  «33  =  0:  gli  assi  coordinati  son  paralleli  a  tre 
asintoti.  11  che  è  possibile  soltanto  per  un  iperboloide. 

§  41.  Supponiamo  che  la  quadrica  abbia  centro  (B  %  0),  e  traspor- 
tiamo ivi  Torigine,  senza  mutare  le  direzioni  degli  assi  coordinati. 
Applicando  la  regola  §6-Pe  le  [4],  [5]  e  [6]  §  18,  si  ottiene  per  equa- 
zione della  quadrica  riferita  al  centro  come  origine: 

[1]  «44X4«+«22X2^+«33^3'+2«42X4X2+2«43Z4Z3+2«23X,X3+4=^' 

vale  a  dire  che  si  ha 

Questa  equazione  si  può  render  più  semplice,  cangiando  le  direzioni 
degli  assi  coordinati  in  modo  che  spariscano  i  tre  termini  coi  prò- 
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dotti  di  due  coordinate  ;  il  che  si  ottiene  prendendo  per  nuovi  assi 
coordinati  una  terna  di  diametri  coniugati,  ossia  riferendo  la  quadrica 
a  tre  piani  diametrali  coniugati.  Bisogna  fare  la  sostituzione 

X,  =  a^^x^  +  a^^x^  +  0,3073 , 

-X'j  =  Olsi^'l  "T  ^28^2  "I      ^23'^3  1 
^3  =  «31^1  +  «32^2  +  «33^3  1 

in  cui  a^^^,..  hanno  i  significati  accennati  al  §  6-2^,  e  però  dipendono 
da  sei  parametri;  allora  la  [1]  assume  la  forma 

in  cui  le  a\^ , . . .  sono  funzioni  quadratiche  omogenee  delle  «,4 , . . . 
Eguagliando  a  zero  a'^^i  ^'13^  ^'231  ^^  hanno  tre  equazioni  nelle  a^,,...; 
sicché  la  riduzione  si  può  fare  in  00^  modi.  Ma  a  noi  basta  trovare 
i  coefScienti  della  trasformata,  senza  entrare  nei  particolari  della  so- 
stituzione. 

All'uopo  osserviamo  che  Vequazione  della  quadrica  riferita  a  una 
terna  di  diametri  coniugati  è 

[2]  a\,x,'  +  a'„a?/  +  a'33a73^  +  _  ==  0  ; 

e  ricorriamo  agli  invarianti  assoluti,  stabiliti  al  §  6:  chiamando  X^, 
Xj,  X3  gli  angoli  dei  tre  diametri  e  a  il  seno  quadrato  del  loro  triedro, 
avremo  le  tre  equazioni 

D    n\i  scn'X,  +  ^'22  sen^X^  +  n'r^  Ben'Xg 


[31 

14) 

[51 
senza  contare  la 


Q  A 

Q  A* 

Q    ""  A 

A      ^\i^'22^'33^ 


che  coincide  con  la  [5]. 

Queste  equazioni  determinano  a\p  a\^,  a'33,  quando  son  dati  X^,  X,,  X3 
e  quindi  A.  P.  es.  eliminando  a\^^  a' 33,  si  ha  una  equazione  di  grado 
1.2.3  =  6  in  a\^,  che  fornisce  sei  valori  per  a^^,  a  ciascuno  dei  quali 
corrisponde  nelle  [3]  e  [41  un  valore  di  a^^  e  uno  di  a'33.  Ma  il  cal- 
colo e  la  discussione  di  questi  valori  sono  complicati  ;  e  inoltre  bi- 
sognerebbe assegnare  le  limitazioni  cui  van  soggetti  X,,  X,,  X3.  Si  è 
perciò  che  noi  non  proseguiremo  in  questa  via. 
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Più  facile  è  il  caso  particolare  Xj  =  X2  =  X3=X,  onde  a=1 — 3co8'X 
+  2cos^X.  Allora  la  [3]  diviene 

e  con  le  [4]  e  [5]  determina  la  somma  di  a'^^,  a',,,  a'33,  la  somma  dei 
loro  prodotti  a  due  a  due,  e  il  prodotto  di  tutte  tre  ;  quindi  si  otten- 
gono —  a'jj,  —  a'22,  —  a'33  come  radici  dell'equazione  di  3*  grado 

e  resta  a  vedere  a  quali  limitazioni  vada  soggetto  X. 

Ma  la  ricerca  più  facile  e  più  importante  è  quella  della  equazione 
della  quadrica  riferita  ai  suoi  piani  principali. 
Allora  le  [3],  [4],  [5]  divengono 

D  C  B 

e  però  —  a\^^  —  a'^,,  —  a'33  sono  le  radici  della  equazione 

Qp^  -j-  Z>p'^  +  Cp  4-  B  =  0, 

che  è  di  nuovo  la  A(p)=0  dei  §§  6  e  27.  Del  resto  è  evidente  che 
la  [4J  §  27  applicata  alla  [2)  si  riduce  a  (a'^i+pXa',,-}- p)(a'534-p)=0, 
onde  le  sue  radici  sono  — a\^^  — a'„,  — a'33. 

Sappiamo  che  le  radici  di  questa  equazione  sono  reali,  e  potremmo 
scriverne  le  espressioni  in  funzione  di  Q,  Z>,  C7,  B;  ma  ce  ne  dispen* 
siamo. 

É  lecito  scegliere  per  valore  di  —  a\^  una  qualunque  delle  radici^ 
e  così  per  —  a'„  e  a'33  ;  poiché  ciò  equivale  a  permutare  le  veci 
degli  assi. 

Vi  possono  essere  tre  radici  positive,  0  tre  negative,  0  due  positive 
e  una  negativa,  0  una  positiva  e  due  negative.  Nessuna  è  nulla,  es* 
sendosi  supposto  ^  ^  0. 

In  ogni  caso,  se  non  è  u4  =  0,  la  [2]^  mostra  che  la  quadrica  seca 
i  suoi  assi  nei  punti  pei  quali  è  rispettivamente 

e  la  equazione  stessa  può  scriversi 

Ba\,  Ba'^  Ba*^ 
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I  secondi  membri  delle  [7]  possono  esser  reali  o  immaginarli  puri: 
chiamando  a^y  a,,  a^  ì  loro  moduli,  troveremo  dunque  che  Vequazione 
di  una  quadrica  a  centro^  riferita  ai  piani  principali^  si  riduce  a 
uno  dei  seguenti  tipiy  quando  A  non  è  nullo  : 


i"-l  tV  +  ^  +  ìV  =  -i> 


V 
«.*" 

■■1- 

+ 

*>* 

+ 

+ 

^3* 
«3* 

— 

^3* 
"3* 

^.' 

V 

^s' 

ini.)  ^  +  ^--^-1, 


«i*  «2^  '^a* 


essendo  inutile  considerare  gli  altri  due  casi  analoghi  al  3**  (^ [-, 

H+)  ®  SlJ  *l^ri  due  analoghi  al  4®  ( — | , \-). 

Se  poi  è  i4  =  0,  allora  la  [2]  si  riduce  a 

[9]  a\,x,^  +  a\^x^^  +  a'^^oC:,^  =  0  ; 

e  chiamando  a^.  a^,  a^  i  moduli  di  1/-7— ,   |/-r-,   l/— r-i  vediamo 

che  Z'eguaaione  di  una  quadrica  a  centro^  riferita  ai  piani  prin- 
cipali^ si  riduce  a  uno  dei  seguenti  tipij  quando  A  è  nullo  : 

iv.)  4  +  4+4=0, 

IVI.)  4  +  4_4=:o. 

^i*        V        «3* 

La  [2]  dicesi  forma  canonica  della  f  (a?^,  a:^,  0^3, 1)  =  0,  quando  A 
e  B  non  son  nulli  ;  se  solo  yi  =  0,  la  forma  canonica  è  la  [9]. 


Classificazione  e  descrizione  delle  quadrìche  a  centro. 

I  42.  Esamineremo  particolarmente  i  sei  tipi  ora  enumerati. 
L'equazione  [1]  per  0:3=0  dà 

^  4_  ^  -  1 
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onde  nel  piano  12  la  quadrica  ha  per  sezione  principale  una  ellisse 
concentrica  alla  quadrica,  con  gli  assi  lunghi  2a^,  2a^  nelle  direzioni 
degli  assi  1  e  2  della  quadrica.  Similmente,  nel  piano  13  si  ha  una 
ellisse  di  assi  2a^^  2a^^  diretti  secondo  le  rette  1  e  3  ;  e  nel  piano  23 
una  ellisse  di  assi  2a^^  2a3,  diretti  secondo  le  2  e  3  (fig.  1). 


v^  /  /  ^      ^\. 

•  •  •  • 

5  e : L J 


fig.    1 


Scritta  la  [1]  cosi  : 


X 


v+ 


«1* 


tr« 


07. 


a. 


a. 


1- 


+ 


^a 


<■■•('-*) 


=    1, 


si  vede  che  un  piano  parallelo  a  12  alla  distanza  rt  x^  seca  lungo 
una  ellisse,  il  cui  centro  è  sull'asse  3  della  quadrica,  i  cui  assi  hanno 
le  lunghezze 


2<..l/l-^,      2«.|/l-^. 


e  son  diretti  parallelamente  alle  1  e  2.  Facendo  crescere  a;,  da  0  ad 
As,  si  ha  una  serie  di  ellissi,  i  cui  assi  decrescono  da  2a^  e  20,  a  zero, 
e  che  son  tutte  simili  e  similmente  poste,  essendo  costanti  le  dire- 
zioni e  il  rapporto  dei  loro  assi.  Per  x^  =  a^  Tellisse  si  riduce  a  due 
rette  ellittiche,  e  il  piano  è  tangente.  Per  x>  a^  si  hanno  ellissi  im- 
maginarie. Variando  a?3  da  0  a  —  a^  e  poi  verso  —  co,  si  ritrovano  le 
stesse  cose. 

Analoghi  risultati  danno  i  piani  paralleli  a  13  e  23. 

La  quadrica  [1.]  è  dunque  una  superficie  reale,  chiusa,  a  punti  ellit- 
tici: un  ellissoide  reale. 

Le  lunghezze  dei  suoi  assi  sono  2a^,  2a^^  2a^. 

Se  per  un  punto  (x^,  x^^  x^  deirellissoide  p  è  la  lunghezza  del  se- 
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midiametro  che  ivi  termina,  e  a^  a,,  03  sono  i  coseni  degli  angoli  che 
questo  fa  con  gli  assi,  si  ha 


^1  =  pOi,    ^«  =  pa«»     ^3  =  P«3» 
ai*  +  a,'  +  a3*  =  ^ 


e  la  [I.]  diviene 
Posto  flj  >  a,  >  ttg,  avremo 

onde   —,-  è  —  »  P  =  «i  ;  vale  a  dire  che  a,  è  il  massimo  semidiametro 

deirellissoide. 
Parimenti  si  ha 

onde    -^  ^— f,  P^^s;  vale  a  dire  che  a,  è  il  minimo  semidiametro. 

Applicando  poi  la  [1]  a  tre  semidiametri  mutuamente  perpendicolari 
Pn  Ptt  P3  6  sommando,  si  ha 

1,1,1         1,1,1  ^     ^ 

— ?H — 5-^ — «=— ìH — tH — r=costante, 

Pi*      '      Pt*      '      Ps*  «i*  ««*  «8*  ' 

vai  dire  che  neWellissoide  è  costante  la  somma  dei  valori  inversi 
dei  quadrati  di  tre  semidiametri  ortogonali  qualunque. 

La  [IL]  non  è  soddisfatta  da  punti  reali  ;  poiché  ogni  punto  reale 
renderebbe  il  primo  membro  positivo  0  nullo,  e  non  — L  Le  sezioni 
principali  e  loro  parallele  sono  ellissi  immaginarie.  Diremo  che  in 
questo  caso  si  ha  un  ellissoide  immaginario. 

La  [V.]  è  soddisfatta  da  un  sol  punto  reale,  Torigine;  le  sezioni 
principali  sono  coppie  ellittiche  di  rette,  e  le  loro  parallele  ellissi  im- 
maginarie. Questo  è  il  caso  del  cono  immaginario  col  solo  vertice 
reale  (0  anche  ellissoide  ridotto  a  un  punto,  ellissoide  conico,  cono 
eUissoidico,  ecc.). 

Se  a^  =  a,,  Tellissoide,  sia  reale,  sia  immaginario,  sia  conico,  è  di 
rotazione  intorno  all'asse  3;  e  così  via.  Se  ai=:a2  =  0,,  è  una  sfera. 
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Per  una  atessa  terna  di  valori  di  a„  a„  a^,  la  [1,1  e  la  IV.j  non  dif- 
feriscono che  nel  termine  indipendente  da  x^,  x,,  x,  ;  e  però  ($  23) 
allora  la  [V.]  rappresenta  il  cono  asintoto  dell'ellissoide  [I.]. 

Lo  stesso  se  a,,  a,,  a,  nelle  [I.]  e  [V.]  hanno  valori  proporzionali. 

S  43.  U  [in.]  por^e 


^+- 


=  '  +  ' 


quindi  la  sezione  principale  nel  piano  12  è  una  ellisse  concentrica 
alla  quadrica,  e  di  assi  2a„  20^.  Variando  ìT,  da  0  a  ±co,  si  hanno 
eUlsai,  coi  centri  auU'asse  3  della  quadrica,  ed  i  cui  asai 


crescono  airinfinito  mantenendo  ooatanti  le  direzioni  1,  2  e  il  rap- 
porto, vale  a  dire  elliaai  simili 
e  similmente  poste  (fi^.  2). 
Si  ha  pure 

onde  la  sezione  principale  nel 
piano  13  è  una  iperbole  con- 
cencentrioa  alla  quadrica,  con 
l'asse  trasverso  lungo  2a^  nella 
direzione  1,  e  con  l'altro  lungo 
2(ij  nella  direzione  2.  Cresoendo 
07,  da  0  ad  a,,  si  hanno  iperboli 
simili  e  HÌmilmeute  poate ,  coi 
centri  sulla  retta  2,  ed  i  cui 
assi  decrescono  sino  a  zero.  Per 
jr(  =  a,  si  hanno  due  rette  iper- 
boliche, e  il  piano  è  tangente, 
da  a,  a  co,  scritta  la  equazione  così  : 


sì  scorge  che  le  sezioni  sono  iperboli  simili  e  similmente  poate,  i  cui 
assi  crescono  da  0  a  co  ;  ma  gli  assi  trasversi  ora  vanno  nella  dire- 
zione 2  e  gli  altri  nella  dirraione  1.  Le  stesse  cose  per  ic,  negativo. 
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Pel  piano  23  e  paralleli  si  hanno  iperboli  in  analoghe  condizioni. 

La  quadrica  [III.]  è  reale,  si  estende  in  due  sensi  all'infinito,  ha 
punti  iperbolici  ;  e  dicesi  iperboloide  a  una  falda. 

Le  lunghezze  dei  due  assi  1, 2  che  secano  la  quadrica  sono  2a^,  20^; 
e  chiameremo  2a^  lunghezza  dell'asse  3  che  non  seca. 

Come  la  [I.],  così  anche  la  [IL]  può  scriversi 

p«    —    «,«   "^  a,^  «38   ' 

e  allora  si  può  verificare  che,  se  a^  >  a,,  a,  è  il  minimo  semidiametro 
fra  quelli  che  secano  l'iperboloide.  Questi  poi  crescono  all'infinito,  e 
divengono  infiniti  sugli  asintoti. 

Il  teorema  su  tre  semidiametri  perpendicolari,  dimostrato  per  l'el- 
lissoide, vale  anche  per  l'iperboloide,  purché  si  osservi  che  il  qua- 
drato di  un  semidiametro  che  non  seca  va  preso  negativamente. 

La  [VI.]  fornisce  per  sezioni  principali  una  coppia  ellittica  e  due 
coppie  iperboliche  di  rette.  Le  sezioni  parallele  alla  prima  sono  ellissi 
reali,  simili  e  similmente  poste  e  crescenti  all'infinito.  Le  sezioni  pa- 
rallele alla  2*  0  alla  3«  sono  iperboli  nelle  stesse  condizioni,  con  gli 
assi  trasversi  tutti  nella  stessa  direzione.  Questo  è  il  caso  del  cono 
reale. 

Se  a^^a^i  Tiperboloide  0  il  cono  è  di  rotazione  intorno  all'asse  3. 
Non  così  se  a^  =  a^  0  a^  =  a^. 

Per  valori  di  ai.a^^a^  rispettivamente  eguali  0  proporzionali,  la 
(VI.]  rappresenta  il  cono  asintoto  dell'iperboloide  [III.]. 

Il  cono  è  circondato  dalla  quadrica;  poiché  in  ogni  piano  parallelo 
a  12  la  conica  della  quadrica  ha  gli  assi  più  lunghi  che  quella  del 
cono,  e  però  circonda  questa. 


La  [IV.]  dà 


x,^  xj  ...     0:3* 


e  però  la  sezione  principale  nel  piano  12  é  una  iperbole  concentrica 
alla  quadrica,  con  l'asse  trasverso  2a|  nella  direzione  1  e  l'altro  2af 
nella  direzione  2;  e  variando  0^3  da  0  a  ±00,  si  hanno  iperboli  simili 
e  similmente  poste,  coi  centri  sulla  3,  e  con  assi  crescenti  indefini- 
tamente sempre  nelle  stesse  direzioni. 
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Nel  piano  13  e  paralleli  si  hanno  iperboli  in  analog'he  condizioi 
(fig.  3). 


Si  ìia  pure 


fig.  3 


ar- 


x 


X. 


a^ 


4-  J3_:^  j:::* i- 


«3 


«.2 


e  però  la  sezione  principale  nel  piano  23  è  una  ellisse  immaginarci 
variando  o?^  da  0  a  a^,  si  hanno  ellissi  immaginarie;  per  J?^  =  ai9| 
ha  una  coppia  ellittica  di  rette,  e  il  piano  è  tangente;  per  o?^  cresoóle 
da  a^  a  4-00,  si  hanno  ellissi  reali,  ad  assi  crescenti  indefinitaoeiie^l 
e  tutte  simili  e  similmente  poste.  Lo  stesso  per  o?^  neg'ativo. 

La  quadrica  [IV.]  è  dunque  reale,  a  punti  ellittici,  e  compoeta  il 
due  falde  estese  airinfinito,  di  cui  una  è  posta  da  una  banda  dA 
strato  compreso  fra  i  due  piani  paralleli  0?^  =  a^,  a?^  =  —  aj,eraltiK| 
dall'altra  banda.  Questa  quadrica  si  chiama  iperboloide  a  due  foM 

L'asse  1  che  seca  è  lungo  2^^  ;  e  chiameremo  2a^^  2a^  lungìietit\ 
degli  altri  due  assi. 

Si  può  verificare  che  il  minimo  fra  i  semidiametri  che  secano  è  ^: 
essi  crescono  all'infinito,  e  divengono  infiniti  sugli  asintoti. 

Si  può  dire  che  le  due  falde  si  riuniscono  lungo  la  conica  airò 
finito. 

Il  cono  asintoto  dell'iperboloide  [IV.]  è 


X. 


X, 


Xv 


(li 


a. 


ar 


e  le  sue  due  falde  circondano  rispettivamente  quelle  deiriperboloi^ 
È  chiaro  che  questo  cono  rientra  nel  tipo  [VI.]. 
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L'iperboloide  e  il  cono  sono  di  rotazione  solo  quando  a^  =  a^^  e 
Tasse  di  rotazione  è  1. 

I  44.  Poiché  le  radici  della  equazione  A(p)  =  0  sono  reali,  le  po- 
sitive sono  tante  quante  le  variazioni  di  segno  nella  successione  dei 
suoi  coefScienti,  e  le  negative  quante  le  permanenze.  E  siccome  Q  è 
sempre  positivo,  cosi  si  hanno  i  seguenti  oasi  : 

B     C     D 

—  +    ""      3  radici  positive 
+    +    +      3  negative 

+    -    +  ) 

+    -f"    —   >  2  positive,  1  negativa 

+ ) 

—  —    +  [  ^  positiva,  2  negative. 

Tengasi  poi  conto  del  fattore  —  nei  denominatori  della  [8]  S  ^^;  ^ 

si  osservi  che,  se  si  mutano  i  segni  dei  coefficienti  di  f  (a?),  la  qua- 
drica  non  si  altera,  ma  ^  e  2)  mutano  di  segno,  mentre  A  e  C  non 
si  alterano. 

Con  questo,  potremo  riassumere  la  ^classificazione  delle  quadriche 
a  centro  nella  seguente  tabella  : 

B  non  è  zero 
A        B     C     D 

—  )  l   ellissoide  reale 

+  >  ±    -}-    ±  )  ellissoide  immaginario 
0    j  /  cono  immaginario. 

+  \  /  iperboloide  d  una  falda 

+    -    ±  i 

OTTero  \ 

—  —    ±  <  iperboloide  a  due  falde 

orrero  j 

±       +      T    / 

0    y  \  cono  reale, 

I  segni  ±  di  una  stessa  riga  si  corrispondono.  Negli  ellissoidi  C,  D 
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non  8on  nulli,  e  BD  ha  il  segno  -|-  come  C.  Negli  iperboloidi  uno  dei 
due  C,  D  può  esser  nullo,  ma  non  C  se  BD  >  0,  né  Z>  nel  caso  OC. 

g  45.  È  importante  osservare  che,  a  qualunque  tema  di  diametri 
coniugati  si  riferisca  una  quadrica  a  centro  per  ridurre  la  fanzione 
t(x)  alla  forma  canonica  [2]  o  [9]  S  41 ,  f  2  numero  dei  coefficienti  po- 
sitivi e  quello  dei  negativi  nelle  co^  forme  coniche  di  t(x)  è  sempre 
il  medesimo  (•). 

Infatti,  dopo  trasformata  t(x)  in  ({X^^  X,,  .Y,,  0)  +  — portando  To- 

rigine  al  centro  (%  41),  supponiamo  che  mediante  due  diverse  sosti- 
tuzioni lineari  omogenee  essa  divenga  rispettivamente 

sarà  identicamente 

ed  osservando  che  cosi  a?^,  a?„  a?3  come  a/^,  a?',,  0/3  sono  funzioni  li- 
neari omogenee  di  X^  X^,  JT,,  questa  identità  prenderà  la  forma 

«'ii(aii^i  +  «12^*  +  «13^^*  +  «  «(««i^i  +  -.)*  +  a\^(a^,X,  +  ...)* 

ed  è  chiaro  che  bisogna  dimostrare  che  tre  dei  sei  coefficienti  a'^^,..., 
—  a"83  sono  positivi  e  tre  negativi.  Or  se  cosi  non  fosse,  e  vi  fossero 
p.  es.  quattro  coefficienti  positivi  e  due  negativi  ;  allora  si  potreb- 
bero dare  a  JT^,  JT,,  X^  valori  non  tutti  nulli,  ma  pur  tali  da  annul- 
lare i  due  termini  negativi  e  non  tutti  i  positivi;  e  però  risulterebbe 
una  somma  di  quantità  positive  identicamente  nulla,  il  che  è  assurdo. 

Quindi  segue  che,  se  l'equazione  della  quadrica  riferita  ai  prò- 
prii  assi  si  riduce  a  uno  dei  tipi  [!.],.•.,  [VI.],  a  quello  stesso  tipo 
si  ridurrà  quando  si  riferisca  a  ire  diametri  coniugati  qualunque. 

Insomma,  si  può  rimuovere  la  restrizione  che  le  coordinate  sieno 
ortogonali,  e  ritenere  che  la  [L]  è  la  più  generale  forma  canonica  del- 
Tequazione  deirellissoide  reale,  la  [IL]  deirellissoide  immaginario,  la 
[III.]  deiriperboloide  a  una  falda,  la  [IV.]  deiriperboloide  a  due  falde, 
la  [V.J  del  cono  immaginario  (col  vertice  reale),  la  [VI.]  del  cono  reale. 


(')  Questa  è  un*applicazione  della  cosiddetta  legge  d'inerzia  delle  forme  alg^riche. 
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Inoltre,  si  potrà  ripetere,  per  le  sezioni  prodotte  da  tre  piani  dia- 
metrali coniugratl  e  loro  paralleli,  quasi  tutto  quel  che  nei  $^42  6  43 
esponemmo  per  le  sezioni  principali  e  loro  parallele  (Veggasi  figure 
4,  5,  6). 

Ritroviamo  cosi  delle  proprietà  già  al- 
trimenti dimostrate,  p.  es. 

due  piani  paralleli  producono  nella 
qiiadrica  sezioni  omotetiche;  uno  stesso 
piano  produce  nella  quadrica  e  nel  cono 
asintoto  sezioni  omotetiche  e  concentriche: 


se  UD  punto  di  una  quadrica  a  centro  è  ellittico  o  iperbolico  o 
parabolico,  tali  son  tutti  (salvo  il  vertice  nel  cono); 


sall'iperboloide  a  una  falda  e  sul  cono  reale  esistono  rette,  ma 
non  già  sull'ellissoide  né  sull'iperboloide  a  due  falde. 

Per  calcolare  gl'inTarianti  assoluti  della  [I.],  conviene  moltiplicarla 
per  — ^,  poiché  allora  i  coefficienti  divengono  quelli  della  |2]$41, 


—  no  ~ 
e  si  possono  applicare  le  [3],  [4]  e  [5]  §  41;  si  hanno  così  le  relazioni 


A2/      1        .        1        .         1     \         CA 


A3  1  B\ 

dalla  3*  delle  quali  si  deduce 
[1]  a^a^Ur^f^  = ^  =:=  costante , 

e  da  questa  moltiplicata  per  la  2' 

AC 

[2]  flfj*  +  «2^  ^  ^^2__ __  costante, 

e  dalla  stessa  moltiplicata  per  la  1* 

A^D 

[3]    (a^a^  senXj)*+  (^1^3  senX,)*-j-  (a^a^  senXa)*:^  — ^-  ===  costante. 

La  [2]  dice  che  è  costante  la  somma  dei  quadrati  di  tre  semidia- 
metri coniugati  di  un  ellissoide. 

La  [3]  dice  che  è  costante  la  somma  dei  quadrati  delle  aree  dei 
parallelogrammi  costruiti  su  tre  semidiametri  coniugati  di  un  el- 
lissoide presi  a  due  a  due. 

La  [IJ  mostra  che  aia^a^^K  è  costante,  ossia  è  costante  il  volume 
del  parallelepipedo  costruito  su  tre  semidiametri  coniugati  di  un 
ellissoide. 

Per  l'iperboloide  [II.]  a  una  falda  basta  mutar  di  segno  ag*  nelle  [1], 
{2]  e  [3];  ed  è  facile  enunciare  i  risultati,  grazie  alla  definizione  già 
data  della  lunghezza  di  un  diametro  che  non  seca  Tiperboloide. 

Per  l'iperboloide  [III.]  a  due  falde  si  muteranno  di  segno  a^*  e  a,*. 

*§  46.  Nel  §  5  noi  accennammo  alcune  particolari  decomposizioni 
della  forma  f(^)  in  quadrati  (aflFetti  da  coefficienti  positivi  0  negativi), 
le  quali  sono  perciò  forme  canoniche  di  {(x).  E  precisamente,  indi- 
cando con  hih  una  permutazione  di  123,  e  con  X^,  X^,  X,  delle 
forme  lineari  (di  cui  la  l' contiene  Xh^  la  2'  a?,,  la  3»a?k,  sicché  esse 
eguagliate  a  zero,  determinano  un  punto,  cioè  il  centro),  possiamo 
scrivere 
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e  quindi,  moltiplicando  per — j-  e  ponendo  a?4=l,  la  f(a?)=0  diviene 


akhA  ahhBuA  BuA 

Confrontando  i  segni  dei  coefficienti  di  questa  equazione  con  quelli 
delle  [I.],.**)  [^l-]i  si  scorge  che  per  la  classificazione  delle  qxmdriche 
a  centro  può  servire  la  seguente  tabella: 

Se  B  e  ahh  non  sono  zero, 
A         B    Bii    ahh 

—  )  /  ellissoide  reale 

+■  [     ±    ^-    ±    I  ellissoide  immaginario 
0    j  [  ellissoide  conico 

+  \  f  iperboloide  a  una  falda 

+    —    ± 


ovvero 


~  >    —    —     rh     {  iperboloide  a  due  falde 

ovrero 

±     +     =F 
0    y  V  cono  reale. 

Negli  ellissoidi  a^^,  a^^,  a,,  esistono  ed  hanno  lo  stesso  segno  di 
B;  e  i?ii,  B^y  Bgs  esistono  e  son  positivi  (•).  Negli  iperboloidi,  se  ahk 
non  è  nullo,  sarà  auB<0,  ed  almeno  Bhk  non  sarà  nullo. 

Questa  tabella  deve  certo  concordare  con  quella  esibita  al  §  44;  e 
ciò  si  potrebbe  provare  mediante  trasformazioni  algebriche.  Ma  noi 
non  ci  fermeremo  su  questo  punto,  per  non  digredire  troppo  dal  no- 
stro cammino.  Solo  noteremo  che  le  due  tabelle  non  differiscono  se 
non  pel  cambio  di  C  e  2)  in  B^  e  a^A. 

Questa  tabella  serve  anche  quando  a^^,  a,,)  ^38  ^^^  ^^^^^  nulli.  In- 
fatti allora,  portando  Torigine  al  centro,  la  {(x)  =  0  diviene 

2a,,X\X,  t-  2a,^X,X,  +  2a,,X,X,  +  4  =  ^' 

e  nessuno  dei  tre  a^t,  ^139  ^ss  ^  i^uUo,  essendosi  supposto  i?  ^  0,  ossia 
^it^is^ss^^-  Dunque  la  quadrica  è  un'iperboloide,  a  una  falda  se 


(')  Poiché  il  piano  a?,  =  0  seca  nella  ellisse  f  (a?|,  Xj,  0, 1)  =:  0,  0  però  B33  >  0,  e 
a^^,  a^  dello  stesso  segno.  E  così  via. 
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-4  >  0,  a  due  se  il  <  0  ;   ed   è  riferita  a  tre   asintoti.  La  quadrica  è 
poi  un  cono  reale  se  ^4  =  0. 

E  se  si  osserva  che  ora  Bh=  —  a'A»<0,  si  vede  che  il  caso  pre- 
sente rientra  nel  P  e  2*  dei  tre  relativi  agli  iperboloidi  nella  tabella 
che  precede. 

Equazioni  ridotte  e  descrizione  dei  paraboloidi, 

cilindri  e  coppie  di  piani. 

§  47.  Passiamo  ad  esaminare  il  caso  B=0.  Non  potendosi  allora 
prender  per  origine  il  centro,  che  è  all'infinito,  non  è  possibile  far 
sparire  i  termini  di  V  grado  dalla  f  (07^,  a?^,  a?3, 1).  Ma  è  sempre  pos- 
sibile far  sparire  i  termini  coi  prodotti  di  due  coordinate  ;  anzi  ciò  si 
può  fare  in  cx)^  modi,  mutando  le  direzioni  degli  assi  coordinati  senza 
spostar  Torigine;  ed  all'uopo  servono  le  stesse  formole  esposte  al 
§  41  per  le  quadriche  a  centro,  visto  che  in  quelle  formole  non  com- 
paiono che  i  coefficienti  dei  termini  a  2*  grado  di  f  (a?4,  a?,,  x^,  1).  Se 
inoltre  osserviamo  che  attualmente  Tequazione  A(p)  ==  0,  mancando 
del  termine  noto  B^  ha  una  radice  nulla,  e  le  altre  due  radici  sono 
quelle  della  equazione 

[1]  Qp«  +  Z)p  +  C  =  0; 

concludiamo  che  Tequazione  della  quadrica  può  esser  ridotta  alla  forma 

[2]     a\,X,'  +  a\,X,'  +  2a\,X,  +  2a'^X,  +  2a\,X,  +  a,,  =  0, 

ove  a\^,  a's,  sono  le  radici  della  [1]  col  segno  cambiato. 

Ora  sposteremo  soltanto  Torigine,  portandola  nel  punto  da  determi- 
nare (2^,  E„  Sa,  1);  e  l'equazione  [21  diverrà  (cfr.  §  6) 

[3]  a\,x,'+  a'„a;,«+  2{a\,E,  +  a\,)x,  +  2(a',,H,  +  a\,)x^  +  2a'^x^ 
+  (a\,l,'-{-  a'„H,'+  2a\,ìE,  +  2a',,E,  +  2a'3,E3  +  aj  =  0. 

Ciò  posto  :  se  a\^,  a\^^  a'34  non  son  nulli ,  si  possono  far  sparire  i 
termini  a  P  grado  e  l'ultimo  termine,  assumendo 

'~      «h'     '~*      ««'     '""  2a'3, 

2«'ii«aa'34  ' 


e  l'equazione  si  riduce  a 
14|  a\ìx,'^ 


,'  +  2a'3,jf3  =  0. 


E  maaifesto  (§40)  che  l'orig'ine  è  un  punto  delift  quadrica,  e  la  3 
è  il  diametro  per  quel  punto.  DI  più  vedremo  presto  che  il  piano  12 
è  tangente  io  quel  punto,  e  le  1  e  2  aono  due  rette  coniugate. 

In  particolare,  si  può  supporre  che  l'origibe  nìa  il  vertice  della 
quadrica,  3  il  diametro  principale  o  asse,  12  il  piano  tangente  nel 
vertice,  13  e  23i  piani  principali.  Ed  è  ciò  che  noi  per  ora  riterremo. 

Chiamiamo  a„  a,  i  moduli  di  — '^,  —  ^. 

Allora,  ae  a'„,  a'„  aon  dello  stesso  segno,  la  [4|  può  scriversi 

|VI1.|  .  Jfll  _|_  JìL  =  2j;^  ; 


poiohè,  se  venisse  —  Zx^  basterebbe  invertire  la  direzione  positiva 
sulla  retta  3. 

La  [VII.]  prova:  che  ir,  non  può  esser  negativo,  sicché  la  quadrica 
resta  tutta  da  una  banda  del  piano  12;  che  il  piano  12  ha  comuni 
con  la  quadrica  due  rette  ellittiche  per  l'origine,  simmetriche  rispetto 
alle  rette  1  e  2,  e  però  è  tangente  nell'origine  ;  e  che,  crescendo  a;, 
da  0  a  co,  i  piani  paralleli  a  12 
secano  la  quadrica  in  ellissi  reali, 
simili  e  slmilmente  poste ,  con 
gli  assi  nelle  direzioni  1  e  2,  e 
crescenti  indeQnitamente  (fig.  7). 

Per  a;,=  0  la  |VIl.|  ab 

Xf*  =  2«[,r3, 

onde  il  piano  13  seca  la  quadrica 
in  una  parabola,  che  ha  per  ver- 
tice l'origine,  per  asse  la  3,  per 
tangente  al  vertice  la  1,  per  parametro 


Ed  essendo  per  la  [VII.] 


si  vede  che  ciascun  piano  parallelo  a  13  seca  la  quadrica  in  una  pa- 
rabola  eguale  a  quella  nel  piano  13,  con  l'asse  nel  piano  23  e  sempre 
nella  direzione  3. 
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Similmente:  il  piano  23  seca  in  una  parabola,  avente  per  vertice 
Torigine,  per  asse  la  3,  per  tangente  al  vertice  la  2  ;  e  i  piani  paral- 
leli a  23  secano  in  parabole  eguali  a  questa,  con  gli  assi  nel  piano 
13  e  sempre  nella  direzione  3. 

Insomma,  la  quadrica  può  venir  generata  da  una  parabola  di  pa- 
rametro costante,  il  cui  piano  si  muova  serbando  la  stessa  giacitura, 
il  cui  asse  serbi  la  stessa  direzione,  e  il  cui  vertice  percorra  un'altra 
parabola  fissa,  avente  Tasse  nella  stessa  direzione  che  la  mobile,  e  si- 
tuata in  ui^  piano  perpendicolare  al  piano  mobile.  Ed  è  facile  scor- 
gere che,  comunque  si  scelgano  i  parametri  di  due  parabole  in  queste 
condizioni,  si  genera  sempre  una  quadrica  del  tipo  [VII.]. 

La  quadrica  in  discorso  è  a  punti  ellittici,  e  si  estende  airinfinito 
in  un  sol  senso:   un  paraboloide  ellittico. 

Esso  è  di  rotazione,  intorno  all'asse,  se  a^  =  ai. 

Se  a\i,  a\^  son  di  segno  contrario,  la  [4]  si  riduce  al  tipo 


X,^  Xr^ 


[VIII.l  Jll_  _  JIL.  =^  20^3 . 


^1  ^2 


Questa  equazione  mostra  :  che  il  piano  12  ha  comuni  con  la  quadrica 
due  rette  iperboliche,  simmetriche  rispetto  alle  1  e  2,  e  situate  nei 
due  piani 

^  ^  Va,       i/a,  Va,      Va, 

che,  crescendo  a?3  da  0  a  +oo,  i  piani  paralleli  a  12  secano  in  iper- 
boli simili  e  similmente  poste,  con  gli  asintoti  paralleli  a  quelle  due 
rette  iperboliche,  con  gli  assi  diretti  secondo  le  1  e  2  e  crescenti  in- 
definitamente ;  e  che,  decrescendo  073  da  0  a  —  00,  si  hanno  anche 
iperboli  simili  e  similmente  poste,  ad  assi  crescenti  indefinitamente; 
ma  gli  assi  trasversi  sono  nella  direzione  1  per  quelle  iperboli  e  nella 
direzione  2  per  queste. 

Il  piano  13  e  suoi  paralleli  producono  parabole  eguali,  di  parametro 
2a,,  con  gli  assi  nella  direzione  positiva  1  e  nel  piano  23. 

Il  piano  23  e  suoi  paralleli  producono  anche  parabole  eguali,  di  pa- 
rametro 2^2,  con  gli  assi  nel  piano  13  e  nella  direzione  positiva  op- 
posta a  1  (fig.  8). 

Insomma,  la  quadrica  può  venir  generata  da  una  parabola  di  para- 
metro costante,  il  cui  piano  si  muova  serbando  la  stessa  giacitura, 
il  cui  asse  serbi  la  stessa  direzione,  e  il  cui  vertice  percorra  un'altra 
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parabola  fissa,  avente  Tasse  in  direzione  opposta  a  quello  della  pa- 
rabola mobile  e  situata  in  un  piano  perpendicolare  al  piano  mobile. 
E  comunque  si  scelgano  i  parametri  delle  due  parabole,  si  genera 
sempre  una  quadrlca  del  tipo  [Vili.]. 


fig.8 

La  quadrica  è  a  punti  iperbolici,  e  si  estende  all'infinito  da  ogni 
parte:  un  paraboloide  iperbolico, 

I  due  piani  [5],  i  quali  passano  per  Tasse  del  paraboloide,  e  conten- 
gono rispettivamente  le  due  rette  del  paraboloide  passanti  pel  vertice, 
contengono  anche  le  due  rette  all'infinito  del  paraboloide;  giacché, 
resa  omogenea  la  [Vili.]  e  poi  posto  oj^^O,  si  ritrovano  le  [5]. 

Questi  sono  i  cosidetti  piani  direttori  del  paraboloide. 

Un  paraboloide  iperbolico  non  può  essere  mai  di  rotazione. 


§  48.  Sinora  abbiamo  supposto  a'^^  a',,,  a*^  diversi  da  zero. 

Se  fosse  a\^  =  0  :  prendendo   Ej  =  —  -~^,    H,  =  —  -^  e  lasciando 


ti 


indeterminato  £3,  la  [3]  si  ridurrebbe  al  tipo 


IIX.] 


^'u^i*  +  «'«^f*  +  a'44  =  ^1 


e  rappresenterebbe  un  cilindro  ellittico  0  iperbolico^  avente  per 
asse  la  retta  3,  e  per  traccia  nel  piano  12  la  conica  ivi  rappresentata 
dalla  [IX.]. 

Questa  conica,  se  risulta  a\^=^%  degenera  in  due  rette  ellittiche 
o  iperboliche;  e  il  cilindro  riducesi  a  duepiani^  reali  0  immaginarii, 
secantisi  lungo  una  retta  a  distanza  finita^  e  determinati  dalla 
equazione 

[X.]  a\^x,^  4-  a'„a?j«  =  0. 
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Se  invece  fosse  a'22  =  0:   allora,  lasciando  indeterminati  Ej,  H3  ed 
assumendo  E,  = r^,  la  [3]  diverrebbe 

or  conservando  il  piano  23,  e  movendo  gli  altri  due  in  guisa  che  una 
divenga  il  piano  2a'j4a7j -f- 2a'34ir3  +  a'^^  =  0  e  l'altro  sia  perpendico- 
lare ai  primi  due,  questa  equazione  si  trasforma  in 


[XI.J 


a',2^,*  +  2aVY3  =  0, 


che  rappresenta  un  cilindro  parabolico^  la  cui  traccia  sul  nuovo 
piano  13  è  la  parabola  rappresentata  dalla  [XI.],  e  le  cui  generatrici 
8on  parallele  alla  nuova  retta  2. 

Analogamente  se  a'4j  =  0. 

Se  a'34  =  0  e  a'j2  =  0:  la  [2]  diviene 


[XII.] 


a\,X,'  +  2a^,X,  +  2a\,X,  +  a,,  =  0, 


e  rappresenta  anche  un  cilindro  parabolico^  con  le  generatrici  nella 
direzione  3.  Esso  riducesi  a  due  piani  paralleli  se  a'^^^O. 

Se  a\4  =  0  e  a'„  =  0:  la  [4]  si  abbassa  a  P  grado,  e  però  rappre- 
senta un  piano  a  distanza  finita  e  il  piano  alVinftnito. 

Lo  stesso,  se  è  anche  «'3^  =  0,  ma  a\^  e  a'j^  non  sono  amendue 
nulli  ;  nel  qual  caso  si  ha  il  piano  aWinfinito  contato  due  volte. 

§49.  Rimuovendo  IMpotesi  delle  coordinate  ortogonali,  in  qualunque 
modo  Tequazione  di  un  paraboloide  si  riduca  alla  forma  [4],  si  avrà 
sempre  una  equazione  del  tipo  [VII.]  se  il  paraboloide  è  ellittico,  e 
del  tipo  [VIII.]  se  iperbolico;  poiché  nel  primo  caso  i  termini  a 2* grado 
devono  aver  lo  stesso  segno  e  nel  secondo  segni  contrari  (fig.  9  e  10). 


%.9 


%.10 
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Calcolando  poi  gli  invarianti  assoluti  della  quadrica  nella  ipotesi 
^  =  0,  si  trovano  le  relazioni  (§41) 

^^  fì    ~"  A  '     fì    ""      A     '     fì"^  A 

€  dividendo  la  3'  per  la  2% 

(2)  a\,  =  ±  [/-  A  ; 

formola,  che  serve  a  calcolare  a'34,  e  che  ci  mostra  che  nei  parabo- 
loidi A  ha  il  segano  opposto  a  C 

Tenendo  presente  tutto  quanto  precede,  possiamo  classificare  i  pa- 
raboloidi cosi  : 

A         C        D 

—       +       ±    paraboloide  ellittico 

+       —       ±    paraboloide  iperbolico. 

Nel  P  caso  né  C  né  D  son  nulli,  nel  2°  può  esser  Z)  =  0. 

La  classificazione  dei  cilindri  è  la  seguente  : 

^  =  0,  JB  =  0 

C  D 

+  ±    cilindro  ellittico 

—  ±    cilindro  iperbolico 

0  d:    cilindro  parabolico. 

Nel  P  caso  il  cilindro  é  reale  o  immaginario  secondoché  uno  dei 
prodotti  ahhAii^O  (•).  Nel  2°  caso  soltanto  può  esser  Z)=0.  Nel  3* 
caso  f  (or^,  x^^  x^^  0)  é  un  quadrato,  e  i  suddeterminauti  di  B  son  tutti 
nulli. 

I  casi  di  due  piani  sono  i  seguenti  : 


(*)  Poiché  lina  almeno  delle  tracco  dfil  cilindro  sui  piani  coordinati  dev'essere  un'el- 
lisse, reale  0  inunaginaria.  Del  resto  qui  per  ogni  piano  «,  non  parallelo  alle  gene- 
ratrici, dov'essere  G  >•  0  e  F  di  segno  opposto  o  identico  a  Gii-f-»-  (§  3.>2*>). 
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A=0,    B  =  Q,    Ahh  =  0     (/i^l, 2,3)0 
C         D 
+       ±  due  piani  immaginarne  con  una  retta 

comune  reale  a  distanza  finita. 
—       ±  due  piani  reali^  id,  id. 
0        ±  due  piani  paralleli. 

Solo  nel  2**  caso  può  esser  2)=0:  Nel  3^  caso  son  nulli  tutti  i  sud- 
determinanti  di  B  (in  tutto  5  condizioni);  e  i  due  piani  sono  reali  e 
distinti  0  immaginarli,  secondochè  uno  almeno  dei  suddeterminantt 
-^23,23»  ^31,311  ^12,12  ^  nspettivamentc  negativo  o  positivo  ;  e  sono  coin- 
cidenti se  questi  son  tutti  nulli. 

Se  si  calcolano  grinvarianti  assoluti  della  funzione  [VII.],  dopo  averla 

moltiplicata  per  —-a'^  ossia  hFi/ — :^  ;  allora,  d'accordo  con  le  [1],  si 
trova 

delle  quali  la  2*  può  scriversi 

[3]  a^a^A  zz= —  , 

e  allora  la  1'  diviene 

[4]  a^sen^Xi  +  a.sen^X^  =  ±  -^  K  ""4"  ' 

• 

Poiché  2a^,  2a^  sono  i  parametri  delle  sezioni  paraboliche  nei  piani 
12,  13  al  punto  origine,  e  quindi  2a^sen%,  2a2sen^X^  sono  i  parametri 
principali  delle  medesime  (**),  la  [4]  dice  che:  in  un  paraboloide  el- 
littico è  costante  la  somma  dei  parametri  principali  di  due  qua- 
lunque sezioni  coniugate  e  diametrali  (e  quindi  paraboliche). 

Nel  paraboloide  iperbolico  è  costante  la  differenza. 

Sul  diametro  3  prendiamo  un  segmento  arbitrario  k,  e  pel  suo 
termine  conduciamo  il  piano  coniugato  al  diametro:  il  piano  seca  il 
paraboloide  nella  conica 

a;  —k      -fi!-4.-f?l.-^i- 


(*)  0  anche  F  =  0  per  ogni  piano  u.  Insomma  tutti  i  suddeterminanti  di  3»  ordine 
in  A  son  nulli  (cfr.  §  9^o). 
(••)  Cfr.  Con.  §  45. 
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2a^h,  2a^k  sono  i  quadrati  di  quei  due  semidiametri  coniugati  della 
conica  che  stanno  nei  piani  13,  23;  e  il  volume  del  parallelepipedo 
costrutto  su  questi  due  semidiametri  e  sul  segmento  k  è  espresso  da 


2A« 


n.  }/2a,k  .  ^2a^k  .  ^^  =  2/i«  \^a^a^^  =  -^  >/—  ^  Q    per  la  [3]. 

Quindi  :  il  volume  del  parallelepipedo^  che  ha  per  spigoli  due  se- 
midiamelri  coniugati  qualunque  di  una  sezione  del  paraboloide  e 
il  segmento  che  il  piano  secante  stacca  dal  diametro  suo  coniugato, 
varia  in  ragion  diretta  del  quadrato  di  quel  segmento^  ma  non 
dipende  dalla  posizione  del  diametro. 

*§  50.  Quelle  decomposizioni  di  f(^)  in  quadrati,  che  accennammo 
nel  S  5  e  poi  adoprammo  nel  §  46,  subiscono  delle  modificazioni  nel 
caso  di  un  paraboloide,  poiché  allora  A^^  ossia  B  è  nullo. 

P.  es.,  indicando  con  hik  una  permutazione  degli  indici  1,2,3, 
e  supponendo  che  ahh  e  Ba  non  siano  nulli,  la  {(x^,  a?,,  a?,,  1)  può 
scriversi  così  : 

-  rA^(.ri,..,l)-f --(BuXk  —  BikXi-j-ÀHM)*-}"-^  (Aii—2Ai4Xi), 

(fhh  UhhDii  Bii 

ovvero 

—  AV  +  -  ^  —  AV+  4-  (--^^  -  2^«^*), 
ahh    *        ahhBii     *   '    Bii 

dove  JVTj  contiene  certo  a?*,  e  X^  contiene  a?».  Laonde: 

r  avremo  un  paraboloide  ellittico,  se  Ba  >  0  e  ^m  S  0,  ossia  (visto 
che  Ah  Au  —  A^a  =  A  Aa^  =z  ABìì<  0)  se  Bn>0  e  ^  <  0  ; 

2**  avremo  un  paraboloide  iperbolico,  se  Bn<0  e  -4  >  0  ; 

3*  avremo  un  cilindro  se  ^4^  =  0  oppure  ^  =  0:  ellittico  reale 
se  Bii>0  e  ahhAu<0,  ellittico  immaginario  se  Bh>0  e  ahhAii>Oy 
iperbolico  se  Bìì<0; 

4"*  avremo  una  coppia  di  piani  sé  ^  =  0  e  ylH  =  0;  piani  reali  se 
Bii  <  0,  immaginarli  se  Ba  >  0. 

Quando  uno  almeno  fra  a^^  a,,,  ^33  non  è  nullo,  e  sia  a^A,  ma  è 
contemporaneamente  Bìì  =  0  e  Bkk  =  0:  allora  si  ha  subito 

aA/,f(j?p..,l)  =  h'^(a.\,..,ì)  -\-2{AikMO0i  —  Aik,i4Xk)  +  Aik,ik  ; 

e  se  ne  deduce  che  : 

5^  avremo  un  cilindro  parabolico,  se  almeno  uno  dei  due  Aik,u , 
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AikM  non  è  nullo,  ovvero  (essendo  Aùahh  =  Aik,ikBu  —  A'ik,a=—A^,xii 
e  Akkahh  =  —  A\kM)  86  almeno  uno  dei  due  Au ,  Akk  non  è  nullo  ; 
6**  e  avremo  due  piani  paralleli,  se  Ah^=0  e  Akk  =  0. 
Se  poi  a^^,..,  J9^i,...  son  tutti  nulli,  sappiamo  che  la  quadrica  si  ri- 
duce a  un  piano,  più  il  piano  alFinfinito  contato  due  volte. 


Alcune  proprietà  delle  quadriche 
ricavate  dalle  equazioni  ridotte. 


§  51.  Presenteremo  ora  alcuni  esempi  dei  vantaggi  che,  nello  studio 
delle  proprietà  delle  quadriche,  si  ricavano  dalPadoperare  la  forma 
canonica  deirequazione  dì  2""  grado.  Ck)sl  ci  si  porgerà  anche  occa- 
sione di  applicare  le  svariate  formole  dianzi  esposte  relativamente  al- 
Tequazione  generale  di  2*  grado. 

Denoteremo  di  nuovo  con  a?,  y,  z  le  coordinate  Cartesiane  ordinarie 
di  un  punto,  e  denoteremo  con  w,  i;,  w  le  coordinate  Pliickeriane  or- 
dinarie di  un  piano. 

Ellissoide.  —  Sia  (§  45) 

l'equazione  di  un  ellissoide  riferito  a  tre  diametri  coniugati,  dei  quali 
SODO  2a,  2b,  2c  le  lunghezze. 
Sarà  (§§  3  e  4) 

f(a;,2/,;2;,l)=^  +  -g-  +  -J-l, 

f  — —  r=-^   f  — —    f—  — 1 

L'equazione  del  piano  polare  del  punto  P'(a/,  y\  2'),  oppure  del 
piano  tangente  in  F  se  F  è  un  punto  deirellissoide,  è  (§  8) 
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e  l'equazione  del  piano  diametrale  coniugato  del  diametro  diretto  al 
punto  F  (§  17)  è 


(31  ^-f4l-  +  4f  =  0. 


a''      •      ir-      '      e- 


Se  (u,  V,  w)  è  il  piano  polare  di  F,  si  ha  dalla  [2],  o  dalle  [2]  §  8, 


j  ...  ^, 


(41  «^--J'    "  =  -*?'    «^  =  -^i 

e  però 

[51  a'u'  + 1'/;'  -\-  e' te'  =  -'"''  +  -^^  +  4  • 

Di  qui,  supposto  F  sull'ellissoide,  otteniamo  l'equazione  deirellis- 
soide  considerato  come  inviluppo  : 

[6]  aW  +  b^v^  +  c^w*  =  ì, 

Del  resto  è  facile  verificare  che  (§  10) 

F(M,  t?,  tv,  1)  =  -  -,^  (a'u'  +  ì)'v'  +  c«M?«  -  1). 

Se  p  è  la  distanza  dal  centro  al  piano,  e  a,  p,  r  gli  angoli  di  essa 
con  gli  assi  coordinati,  si  ha  evidentemente 

,«,  cosa  cosB  cosY 

p  p  P 

e  se  il  piano  è  tangente  airellissoide,  si  deduce  dalle  [6]  e  [7] 

[8|  p*  =  a*cos*a  -|-  b'cos^p  -f  c'cos*t. 

QuindMnnanzi  supporremo  Tellissoide  riferito  ai  proprii  assi.  Al- 
lora, se  p,  p\  p'\,..  sono  relative  a  tre  piani  tangenti  mutuamente 
ortogonali,  applicando  ad  essi  la  [8]  e  sommando,  si  trova 

[9]  p«  +  p''  -f  />"«  =za'  +  b^  +  e' 

(essendo  cos*a  +  cosV4-cosV  =  l,...).  Ora  p*+p'*+p"*  equivale 
al  quadrato  del  raggio  vettore  del  punto  comune  ai  tre  piani.  Dunque: 
il  luogo  dei  punti^  da  cui  si  possono  condurre  all'ellissoide  terne 
di  piani  ortogonali  (ovvero  dei  vertici  dei  triedri  trirettangoli  cir- 
coscritti all'ellissoide),  è  una  sfera  concentrica  alV ellissoide.   Il 

raggio  ne  è  >/a*  +  6*  +  e*. 
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Le  equazioni  della  normale  in  P',  cioè  della  perpendicolare  al  piano 
tangente  nel  punto  di  contatto  P',  sono 

[10]  4  (^  -  ^^C)  =—  (y  - 1/')  =-  ^  (^  -  z'). 

Dalle  [10],  [4],  [7]  segue  che  :  il  segmento  di  normale  fra  Vellissoide 
e  un  piano  principale^  moltiplicato  per  la  distanza  fra  il  centro 
e  il  piano  tangente^  dà  un  prodotto  costante^  cioè  il  quadrato  del 
semiasse  perpendicolare  al  piano  principale. 

Per  ogni  punto  P(a?,  y,  z)  deirellissoide  è  lecito  porre 

[11]  a?  =  acosX,    i/  =  6cosjLi,    ^  =  ccosv, 

in4icando  con  X,  jli,  v  gli  angoli  degli  assi  con  una  certa  retta  corri- 
spondente al  punto  (•);  e,  se  0  è  il  centro,  risulta 

[12J  OP*  =  a«cos«X  +  b^cosV  -f  c*cos*v. 

Se  P,  P'  sono  gli  estremi  di  due  diametri  coniugati,  si  ha  dalla  [3] 

ed  applicando  la  sostituzione  [11] 

[13]  cosX  cosX'  +  cosji  cosji'  +  cosv  cosv'  =  0, 

vale  a  dire  che  le  due  rette  corrispondenti  a  P  e  P'  sono  perpendi- 
colari. 
Se  dunque  P"  è  l'estremo  del  diametro  coniugato  ai  due  precedenti, 

applicando  la  [12],  avremo 
[14]  OP*  +  0F«  +  OF'2  =  a*  +  2?»  -f  c\ 

e  ritroviamo  che:  è  costante  la  somma  dei  quadrati  di  tre  semidia- 
metri coniugati  (§  46). 


(*)  Consideriamo  le  tre  sfere  concentriche  aireUIssoide  e  di  raggi  a,  6,  e.  Se  dal 
centro  si  tira  una  retta  nella  direzione  (X,  fi,  v),  e  pei  punti  ove  seca  le  tre  sfere  à 
conducono  rispettivamente  i  piani  paralleli  ai  tre  piani  principali,  il  punto  comune  a 
quei  tre  piani  è  appunto  P. 
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Abbiamo  pure  dalle  [11] 


[15] 


i 

6 


X  y  z 
af  ]f  z' 
x"  y"   z" 


=  iabc 


COSX     COSJLl     cosv 

cosV   COSJLl'   cosv' 
cos\"  COSJLl"  cosv" 


=  ìabc  (•); 


è  così  ritroviamo  che:  è  costante  il  volume  del  parallelepipedo  co- 
struito su  tre  semidiametri  coniugati  (§  45). 

Ora  dimostreremo  che  :  è  costante  la  somma  dei  quadrati  delle 
proiezioni  di  tre  semidiametri  coniugati  sopra  una  retta  o  un  piano 
qualunque. 

Infatti  :  P  detti  a,  p,  r  gli  angoli  di  una  retta  con  gli  assi,  le  pro- 
iezioni dei  tre  semidiametri  sopra  essa  sono 

acosXcosa  +  &cosjlicosP  +  coosvcost,  acosX'cosa  +  ••»  aco8X"co8a  + .., 
e  la  somma  dei  loro  quadrati  è 

a*co8*a  +  &*cos*p  +  c*cos't. 

2""  Detti  poi  a',  P',  r'  gli  angoli  dei  tre  semidiametri  con  una  per- 
pendicolare a  un  dato  piano,  le  proiezioni  dei  tre  semidiametri  sul 
piano  sono  OPsena',  OFsenP',OP"senT',  elasomma  dei  loro  quadrati  è 

(0P«  +  0P'«  +  OP"*)  —  (OP«cos*a'  +  OP"cos«p'  +OP"*cosY), 
che  è  costante,  per  la  [14]  e  pel  teorema  ultimo. 

Le  lunghezze  dei  semiassi  di  una  sezione  centrale  ci  son  fornite 
dalla  equazione  (§  35-2<') 


1 


a» 


/e« 


0 

0 
u 


0 

J i_ 

0 
e 


0 


w 


li 

V 

w 
0 


=  0, 


(•)  Il  determinante,  riferendosi  a  tre  rette  mutuamente  perpendicolari,  vale  1;  come 
Ri  vede  anche  dalFultima  relazione  della  nota  a  pag.  4,  applicata  a  due  triedri  tri- 
rettangoli. 
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che  sviluppata  e  moltiplicata  per  g*òV  :    (R^—a^)  (ft'—ft*)  (R^ — e*), 
diviene 

rifii  ^^^^     ,      ^'^^    4_  _  ^!!f!_  _  0 

Volendo  che  la  sezione  centrale  sia  circolare,  si  applicheranno  le 
condizioni  [4]  §  37;  e  si  avrà 

tivw         uvw         uvw 


a«  6*  c2     * 

Queste  equazioni  sono  indeterminate  quando  a  =  b=  e,  che  è  il 
caso  della  sfera  ;  escluso  questo,  esse  mostrano  che  dev'essere  nullo 
u  0  V  0  w^  e  però  il  piano  secante  deve  passare  per  uno  degli  assi 
dell'ellissoide  (cfr.  §  37), 

Se  il  piano  passa  per  Tasse  2a,  si  ha  u  =  0,  e  le  [3]  §  37  porgono 

•'■(^-y)+»'(>-^)=». 

onde 


[17) 


u  =  0,    —=  ± -i-l/ , 

«o  bV       a'  —  e' 


ed  è  così  determinata  una  prima  coppia  di  piani  ciclici.  Le  altre  due 
passano  per  gli  assi  26,  2c,  e  son  determinate  dalle  equazioni 


[18] 


A        ^  a-«l/       ^'-^'^  ,     a    1/6*  — e' 


19  t(?=  0,     —=  ±  —  1/  — . 


Or  supposto  a  >  ft  >  e,  è  chiaro  che  solo  la  2'  coppia  è  reale  ;  e  se 
a  =  b  o  b  =  c,  due  coppie  si  confondono  in  un  sol  piano  e  la  rima- 
nente è  immaginaria. 

Dunque  :  per  ogni  ellissoide  (reale)  esistono  due  piani  diametrali 
{reali)  che  secano  l'ellissoide  secondo  circoli.  Questi  piani  passano 
per  Vasse  di  media  lunghezza^  e  sono  simmetricamente  posti  ri- 
spetto ai  piani  principali.  Essi  e  i  loro  paralleli  costituiscono  i 
due  sistemi  di  piani  ciclici  (reali)  per  Vellissoide. 

Nell'ellissoide  rotondo  si  riducono  ai  paralleli. 
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Il  diametro  coniugato  a  un  piano  della  2*  coppia  giace  nel  piano 
principale  y  =  0,  ed  ha  le  equazioni  (§21) 

2/  =  0, 


il  suo  estremo  soddisfa  anche  la  11];  dunque  le  sue  coordinate  sono 


si  hanno  cosi  le  coordinate  di  quattro  ombelichi  reali. 

Alla  2*  e  3*  coppia  di  piani  ciclici  corrispondono  altre  due  quaterne 
di  ombelichi  ;  ma  sono  immaginarie. 

§  52.  Iperboloide  a  una  falda.  —  Le  cose  ora  esposte  per  Tellissoide 
valgono  anche  per  Tiperboloide  a  una  falda  riferito  a  tre  diametri 
coniugati  o  ai  suoi  assi  : 

11]  ^+yL-il  =  i. 

solo  bisogna  mutare  dappertutto  e*  in  —  c%  e  quindi  e  in  cy/^. 

P.  es.,  se  per  un  momento  a,  &,  e  indicano  i  semiassi,  posto  a  >  &, 
1  piani  ciclici  reali  sono  quelli  della  Y  coppia,  pei  quali 


i"  6  f   a'  4-  e* 


+ 

ossia:  nelV iperboloide  a  una  falda  i  due  sistemi  di  piani  ciclici 
(reali)  sono  paralleli  al  maggiore  dei  due  assi  trasversi. 
Gli  ombelichi  son  tutti  immaginarli. 


x^ fi  —  1  _   .V* 


Scritta  la  [IJ  cosi  : 
ovvero 

ra       (T+i)(v-Ì-)  =  ('+-|-)('-f). 

si  scorge  che,  qualunque  sia  il  parametro  X,  la  retta  comune  ai  due 
piani 
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giace  BuU'iperboloìde  ;  giacché  eliminaDdo  \  fra  le  13]  si  cade  nella  (2]. 
Facendo  prendere  a  X  tutti  i  valori  reali,  le  [3]  rappresentano  due 
fasci  di  piani;  e  considerando  le  coppie  di  piani  oorrispondenti,  si 
ottiene  un  sistema  di  co  rette  giacenti  sull'iperboloide;  ed  è  facile 
vedere  che  due  qualunque  di  esse  non  possono  incontrarsi. 

La  [2]  mostra  che  un  altro  sistema  dì  co  rette  sulla  quadrics  è  de- 
finito dalle  equazioni 


(41  -^- 


=  M     1- 


=  1^ 


facendo  variare  il  parametro  n;  e  due  qualunque  fra  queste  rette  non 
s'incontrano. 

Uà  una  retta  del  1"  sistema  e  una  del  2°  s'incontrano;  e  per  assi- 
curarsene  basta  osservare  che  nelle  [3]  e  [4],  sia  sottraendo  la  l' dalla 
]',  sia  la  2'  dalla  S',  si  ha  lo  stesso  risultato 


y  =  f> 


ix+X 


e  però  le  quattro  equazioni  |3)  e  {4]  ammettono  una  soluzione  comune. 
Tutte  queste    proprietà   concor- 
dano  con    quanto    esponemmo    al 
\  §  7-5°  per  le  quadriche  a   punti 
'  iperbolici,  quale  è  l'iperboloide  a 
una  falda  (fig.  11). 

Quattro  rette  del  1°  sistema,  cor- 
rispondenti a  quattro  valori  asse- 
gnati di  X,  secano  una  retta  del 
2"  sistema  in  quattro  punti ,  che 
sono  gli  stessi  in  cui  essa  è  incon- 
trata dai  quattro   piani  del  fascio 

corrispondenti  a  quei  valori  dì  X; 

dunque  il  rapporto  anarmonico  dei 

^'  quattro  punti  è  eguale  a  quello  dei 

quattro  piani.  Vale  a  dire  che  le  punteggiate  segnate  dalle  rette  di 

un  sistema  su  quelle  dell'altro,  e  i  fasci  di  piani  per  le  singole  rette 

di  un  sistema  e  per  tutte  quelle  dell'altro,  son  tutti  proiettivi. 

Fra  le  rette  del  1°  sistema  vi  sono  le 


-+— =0,    1-- 


»)•     (^-Ì-=».  >+T-  =  <>). 
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che  corrispondono  aX  =  0  e  X  =  oo.  Similmente,  fra  le  rette  del  2* 
sistema  vi  sono  le 

(i+-f=o,  i  +  i=o),  (^-^=0,  >-i=o). 

Per  ciascun  punto  deiriperboloide  possiamo  far  passare  due  piani 
[3]  e  due  piani  [4],  e  però  due  rette,  una  per  sistema. 

Sappiamo  (§  7-5*)  che  sopra  una  quadrica  non  possono  esistere  più 
di  due  sistemi  di  rette.  P.  es.  i  sistemi  analoghi  a  [3]  e  [4]: 

l'I  i-+-f=*'(i+^).  »'(-^-v)='-f. 

'«1        -|-+T=-(l-i),  M'(f-^)=l+f, 

coincidono  con  quelli.  Si  può  infatti  verificare  che  il  sistema  [6]  si 
riduce  a  [3],  e  [5]  si  riduce  a  [4],  prendendo  rispettivamente 

Inoltre  è  chiaro  che,  considerando  due  rette  di  un  sistema  e  due 
dell'altro,  si  hanno  quattro  spigoli  di  un  tetraedro,  il  quale  è  con- 
temporaneamente iscritto  e  circoscritto  airiperboloide.  I  rimanenti 
du«  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  due  rette  coniugate.  Ed  ogni 
coppia  di  rette  coniugate  individua  un  cosifbtto  tetraedro. 

Importa  notare  che  ciascuna  generatrice  del  cono  asintoto  è  paral- 
lela a  due  rette  deiriperboloide,  una  di  un  sistema  e  Taltra  deiraltro; 
cioè  a  quelle  due  rette  che  passano  pel  punto  all'infinito  della  gene- 
ratrice, e  quindi  cadono  nel  piano  tangente  al  cono  asintoto  lungo  la 
generatrice  stessa. 

E  siccome  tre  generatrici  del  cono  non  cadono  in  un  piano,  cosi 
tre  rette  di  uno  stesso  sistema  suiriperboloide  non  sono  mai  parallele 
a  uno  stesso  piano. 

Poiché  siamo  ritornati  sulle  proprietà  esposte  nel  §  T-S"",  crediamo 
utile  ricercare  analiticamente:  il  luogo  generato  da  una  reita^  che  si 
muova  appoggiandosi  a  tre  rette  date  sghembe  e  non  parallele  a 
uno  stesso  piano. 

Per  avere  le  equazioni  delle  tre  rette  date  nella  forma  più  sem- 
plice, conduciamo  per  ciascuna  retta  i  piani  paralleli  alle  altre  due, 
formando  così  un  parallelepipedo,  del  quale  esse  sono  tre  spigoli  non 
contigui  ;  indi  poniamo  Torigine  nel  centro  del  parallelepipedo,  e  ti- 
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riamo  gli  assi  coordinati  parallelamente  alle  tre  rette.  Detti  2a,  2&«  2c 
i  tre  spigoli,  è  chiaro  che  le  tre  rette  date  hanno  le  equazioni 

(j/  z=  &,    ;5  =  —  e),      (2  =:=  e,    iZ?  =  —  a),       {X  =  U,    V  =  —  &). 

Assumendo  le  equazioni  della  retta  mobile  sotto  la  forma 

oc  —  x'       y  —  y'        z  —  z* 
a      ^      9      ~  T"  ' 

le  condizioni  perchè  essa  incontri  le  tre  rette  date  saranno 

f/'— ò  z' -\- e     z' — e  x' +  a     x^  —  a  ,y' '\- h 

p  Y     '        Y  a     '        a  P       ' 

moltiplicando  queste  fra   loro,   e  sopprimendo   gli   accenti,  avremo 
come  equazione  del  luogo 

(X  —  a)  (y  —  b)  (z  —  c)  =  {X'\'  a)  (y  +  6)  (3  +  e), 
ovvero 

[7]  ayz  +  bzx  +  ca:y  +  dbc  =  0, 

la  quale  (§  46)  rappresenta  un  iperboloide  a  una  falda  riferito  a  tre 
asintoti. 

Si  noti  che  nel  parallelepipedo  vi  sono  altri  tre  spigoli  non  con- 
tigui, i  quali  appartengono  anche  all'iperboloide  :  essi  con  le  tre  rette 
date  costituiscono  un  particolare  esagono  iperboloidico.  Tutte  le 
facce  del  parallelepipedo  sono  tangenti  airiperboloide,  e  ciò  in  sei 
degli  otto  vertici. 

É  chiaro  che  un'iperboloide  rotondo  a  una.  falda  può  esser  gene- 
rato in  due  modi  da  una  retta  che  roti  intorno  all'asse  non  trasverso. 

Del  resto,  possiamo  dimostrare  ohe  un  cilindroide ,  ossia  la  super- 
ficie generata  da  una  retta  rotante  intorno  ad  una  retta  fissa  che 
non  incontra,  è  un  iperboloide  a  una  falda. 

Prendiamo  per  asse  delle  z  la  retta  fissa,  per  asse  delle  x  la  per- 
pendicolare comune  alla  retta  fissa  e  alla  posizione  iniziale  della  retta 
mobile,  per  asse  delle  y  la  perpendicolare  ai  due  assi  precedenti  ;  e 
chiamiamo  \  e  ix  l'angolo  e  la  distanza  costanti  fra  la  retta  mobile  e 
la  fissa.  Saranno 

x  =  z  tgX,     y  =  ^ 

le  equazioni  della  detta  posizione  iniziale,  e  quindi  sarà 

[8|  x""  +  y^  =  zHg'X  +  ^* 
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Tequazione  della  superficie.  Essa  dunque  non  è  che  un  iperboloide  a 
una  falda,  i  cui  semiassi  sono  M*  M»  ^  •  Mutando  il  segno  di  X,  si 
ha  Taltro  sistema  di  rette  sulla  superficie. 

§  53.  Iperboloide  a  due  falde.  —  Anche  per  Tiperboloide  a  due  falde 

a?*  t/*  z^  - 

valgono  le  formole  e  le  proprietà  esposte  per  Tellissoide  al  §  51;  solo 
bisogna  mutare  «ft*  e  e*  in  —  &*  e  — e*,   e   quindi  &  e  e  in  &  |/^^  e 

P.  es.  se  a,  &,  e  sono  i  semiassi,  posto  &>  e,  i  piani  ciclici  reali 
sono  quelli  della  2"  coppia  : 


M  e  f  a*  +  ft* 


dunque  :  nelV iperboloide  a  due  falde  i  due  sistemi  di  piani  ciclici 
reali  sono  paralleli  alVasse  non  trasverso  più  lungo;  e  va  notato 
che  non  tutti  questi  piani  secano  in  circoli  reali  ;  fra  gli  altri  quelli 
pel  centro.  I  quattro  ombelichi  corrispondenti  sono  reali. 

§  54.  Cono.  —  Quanto  al  cono  reale  riferito  a  tre  diametri  con- 
iugati 

il  piano  polare  di  un  punto  (a/,  y'y  3')  è 

e  però  ciascun  piano  (u,  t;,  w)  tangente  lungo  una  generatrice  sod- 
disfa Tequazione 

[3]  a'w«  +  b^v^  — c^w^  =  0. 

Il  cono  ammette  due  sistemi  di  piani  ciclici  reali^  e  precisamente 
gli  stessi  degriperboloidi  a  una  e  due  falde  cui  è  asintotico  ;  i  quali 
iperboloidi  (cfr.  §  43)  sono  rappresentati  dall' equazione 

...  a?*  y^  3*    

V  essendo  qualunque,  positivo  0  negativo. 

E.  B*OviDio  —  Lt  proprietà  fondamentali  delle  superficie  di  29  ordine,  9 
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L'equazione  del  cono  generato  da  una  retta  rotante  intorno  a  una 
retta  fissa,  che  incontra  sotto  l'angolo  X,  è 

[5]  ^«  + 1/«  =  zHg'X, 

come  si  Tede  sia  direttamente,  sia  ponendo  )li  =  0  neirequazione  del 
cilindroide  (§  52). 

E  Tequazione  del  cilindro  generato  da  una  retta  rotante  intorno  a 
una  retta  fissa^arallela  a  distanza  jii,  è  evidentemente 

[6]  a?*  +  i/«  =  |i^ 

i  55.  Paraboloide  ellittico.  —  Passiamo  ora  ai  paraboloidi.  Sia 

Tequazione  di  un  paraboloide  ellittico,  riferito  a  due  rette  coniugate 
in  un  piano  tangente  e  al  diametro  pel  punto  di  contatto. 
Allora 

f(x,  2/,  ^,  1)  =  -^  +  ^  -  2z, 
f— —       f  — —       f=— 1      f=— 1 

A  =  '-  —^  ,    B  =  Q,    ecc. 
L'equazione  del  piano  polare  del  punto  ¥(co\  y\  z^)  è 
121  — +  ^  =  «  +  z'. 

Se  (u,  t;,  w)  son  le  coordinate  di  questo  piano,  si  ha 

e  però  * 

[4]  aw^  4-  2,t,3  __  2to  =  -^  (-^  +  -^  -  2^'), 

onde  risulta  che  l'equazione  del  paraboloide  come  inviluppo  è 
[5]  aw* -f  &t?«  =  2m;  ; 


♦      L   . 


-     I 

( 
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del  resto  si  verifica  facilmente  che 

F(m,  Vj  w,l)  = r-  (au^  +  bv^  —  2w). 

Se  p  è  la  distanza  dall'origine  a  un  piano  tangente,  e  a,  p,  r  gli 
angoli  di  essa  con  gli  assi  coordinati,  si  ha 

[6]  acos*a  -j-  &co8'p  =  2pcosT. 

Quind'innanzi  supporremo  il  paraboloide  riferito  ad  assi  ortogonali. 
Allora  per  tre  piani  tangenti  mutuamente  ortogonali  si  ha 

(7]  pcosj  +  i^'cosy'  4-  p"co8t"  =  -^-J —  ; 


e  siccome  il  l""  membro  equivale  alla  proiezione  sull'asse  delle  z  del 
raggio  vettore  che  va  al  punto  comune  ai  tre  piani;  cosi  questa  pro- 
iezione è  costante.  Dunque  il  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trirettan- 
goli  circoscritti  al  paraboloide  ellittico  è  un  piano  perpendicolare 

alVasse,  Esso  dista  di   ^  t"  ^dal  vertice. 

Le  sezioni  circolari  sono  prodotte  da  quei  piani,  pei  quali  si  veri- 
ficano le  condizioni  [4]  §  37  : 

a  b  ■ 

6  però  dev'esser  nullo  u  o  v  o  w. 
Per  li  =  0  le  [3]  §  37  danno 

-rrr~t — r.  =  —    ovvero     bv'^  =  (a  —  &)io*; 
quindi  due  sistemi  di  piani  ciclici  sono  determinati  dalle  equazioni 

altri  due  dalle 

19]  t;  =  0,    ^  =  ±1/111, 

M  f  b  —  a 

6  altri  due  dalle 
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Se  a  >  &,  i  primi  due  soli  sono  reali;  e  se  a  =  &,  il  2°  si  confonde 
col  1**.  Dunque  per  ogni  paraboloide  ellittico  esistono  dite  sistemi 
di  piani  ciclici  reali;  essi  son  paralleli  agli  assi  maggiori  delle 
sezioni  perpendicolari  alVasse^  ecc.  Nel  paraboloide  rotondo  si  ri- 
ducono  ai  paralleli, 

I  due  ombelichi  reali  a  distanza  finita  sono 

(O,  ±|/&(a-&),    è(a-&)). 

§  56.  Paraboloide  iperbolico.  —  Le  formolo  e  le  proprietà  accen- 
nate pel  paraboloide  ellittico  reggono  per  Tiperbolico 

II]  -^-4  =  2^; 

solo  bisogna  mutare  b  in  —b. 
Quanto  ai  piani  ciclici,  sono  reali  quelli  per  cui 


w 


=  0,     -^=±1/^; 


ma  questi  piani  sono  paralleli  ai  due  piani  direttori  (§  47),  e  quindi 
i  circoli  in  essi  contenuti  degenerano  in  una  retta  a  distanza  finita 
e  in  una  retta  airinfinito. 

Scrivendo  la  [1]  cosi:. 
si  scorge  che  la  retta  di  equazioni 

appartiene  al  paraboloide,  qualunque  sia  X.  Variando  X,  le  [2]  rap- 
presentano due  fasci  di  piani,  e  dalla  intersezione  dei  piani  corri- 
spondenti si  ottiene  un  sistema  di  oo  rette  sul  paraboloide;  le  quali 
sono  tutte  parallele  al  piano  direttore  , 


e  non  hanno  punti  comuni. 


Un  altro  sistema  di  oo  rette  sul  paraboloide  è  definito  dalle  equa- 
zioni 

queste  rette  sodo  parallele  all'altro  piano  direttore 
—  _-"-—  0 

e  non  hanno  punti  comuni. 

Ma  una  retta  del  1"  sistema  e  una  del  2*  s'incontrano,  poiché  la 
1'  12]  con  la  2"  |3|  dà  2x  =  Xji,  e  lo  stesso  dà  la  2"  |2]  con  la  1'  13]. 

Non  vi.  possono  essere  altre  rette  sul  paraboloide  (g  7-5°). 

Dall'essere  le  rette  di  un  sistema  parallele  a  un  piano,  segue  che 
esse  dividono  due  rette  qualunque  dell'altro  sistema  in  parti  propor- 
zionali (%  20-3°). 


fig.  12 

Viceversa:  una  retta,  che  si  muova  appoggiandosi  a  due  rette 
fisse  sghembe  e  mantenendosi  parallela  a  un  piano  dato,  genera 
un  paraholoide  iperbolico.  Per  ottenere  l'equazione  del  luogo  in  una 
forma  semplice,  sì  scelga  come  asse  delle  z  la  retta  che  unisce  le 
tracce  delle  due  rette  fisse  sul  piano  dato,  e  come  origine  il  punto  medio 
fra  le  dette  tracce;  indi,  condotte  per  l'origine  le  parallele  alle  due 
rette,  si  prenda  per  asse  delle  x  la  retta  che  il  loro  piano  ha  comune 
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col  piano  dato,  e  come  asse  delle  y  la  coniugata  armonica  di  essa 
retta  rispetto  a  quelle  due  parallele.  Allora  le  equazioni  delle  due 
rette  fisse  saranno  della  forma 

(z  =  ixy  x=z  \y),     (jj  =  —  ja,  ^  =  —  Xj/)  ; 

e  un  piano  mobile  parallelo  al  piano  dato  y  =  0  secherà  le  due  rette 
nei  punti 

(\y,  y,  ji),    (— Xy,  ì/,  —  m); 

uu  punto  qualunque  della  retta  mobile  individuata  da  questi  due 
punti  avrà  la  stessa  y  di  essi,  ed  avrà  la  a?  e  la  2  espresse  da 

tiky  —  m\y n  —  m  ,  nji  —  ìn\x n  —  «t 

CO  ;  —  ; Aj/,        Z ; —         ;  li  • 

n  •\-'in  n  -^  m  n  -\-m  n  +  >'* 

donde,  eliminando — ; — ,  risulta 
[4]  \yz  =  \xx 

come  equazione  del  luogo.  Questo  è  un  paraboloide  iperbolico,  perchè 
nella  [4]  runico  termine  di  2"  grado  è  prodotto  di  due  fattori  lineari 
reali  (§  19-2^). 

La  [4]  è  la  più  semplice  equazione  di  un  paraboloide  iperbolico: 
Torigine  è  sul  paraboloide,  Tasse  delle  ;2;  è  un  diametro,  i  piani  xZy 
yz  son  paralleli  ai  due  piani  direttori. 

Ancora:  una  retta,  che  si  muova  appoggiandosi  a  tre  rette  fisse 
parallele  a  un  medesimo  piano^  genera  un  paraboloide  iperbolico. 
E  invero,  scegliendo  per  asse  delle  z  una  retta  che  incontri  le  tre 
rette  fìsse,  e  gli  assi  delle  x  q  y  paralleli  a  due  di  esse,  le  equazioni 
delle  tre  rette  fisse  si  presentano  sotto  la  forma 

(0?  =  0,  z  =  a),    (2/  =  0,  z  =  b),    (x  =  my,  z  =  e)  ; 

allora  le  equazioni  di  una  retta  appoggiata  alle  due  prime  sono 

0?  ==  X  (^  —  a),    y  =:^(z  —  b)j 

e  questa  retta  si  appoggia  alla  terza  se 

X  (e  —  a)  =  m^  (c  —  b); 
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ed  eliminando  X,  jlì  dalle  ultime  tre  equazioni,  si  trova  come  equazione 
del  luogo 

(e  —  a)x(z  —  ì))  =m(c  '—b)y{z  —  a). 

Poiché  i  termini  di  2*"  grado  hanno  comune  il  fattore  z,  il  luogo  è 
un  paraboloide  iperbolico. 


Quadrìche  equilatere. 

§  67.  Noi  abbiamo  già  esaminato  alcune  particolarità  di  quadriche, 
subordinandole  a  quelle  dell'importante  equazione  A(p)  =  0;  e  preci- 
samente: abbiamo  veduto  che  la  quadrica  è  un  paraboloide  quando 
nella  A(p)  =  0  manca  il  termine  costante  B^  ed  è  di  rotazione  quando 
è  nullo  il  discriminante  della  A(p)=0.  Ora  tratteremo  qualche  altro 
caso  particolare. 

Sia  nullo  D,  coeflSciente  di  p*  nella  A(p)  =  0.  Posto  che  AeB  non 
sieno  nulli,  cioè  che  si  tratti  di  un  ellissoide  o  di  un  iperboloide  a 
una  0  due  falde,  è  chiaro  (§  41)  che  le  radici  della  A(p}  =  0  differì- 

scono  pel  fattore  — ,  preso  coi  debiti  segni,  dai  quadrati  inversi  dei 

semiassi  a,  &,  e  della  quadrica  ;  e  però  il  2""  coefficiente  D  differisce 

pel  fattore ^  dalle  rispettive  somme 

J_^      _1^      _i_      J_   f  J L     1 ^ L. 

e  siccome  la  1*  somma  è  certamente  positiva,   cosi  Tipotesi   D=0 
può  stare  solamente  per  un  iperboloide  a  una  falda  in  cui  sia 

e  per  un  iperboloide  a  due  falde  in  cui  sia 

Ili 

rt*  e/*  e* 

P  Assumiamo  per  equazione  deiriperboloide  a  una  falda 


—  136  — 


e  consideriamo  una  retta  deiriperboloide  e  un  punto  (x\  y\  z')  di 
quello  asintoto  che  le  è  parallelo,  onde 

ìk'*  1/'*  ir** 

Sarà 

a?'a?  -\-y*y  -^  z'z  -}-  k  =  0 

un  piano  perpendicolare  all'asintoto  ed  alla  retta  considerati;  e  questo 
piano  secherà  Tiperboloide  in  un'iperbole  equilatera,  poiché  si  veri- 
fica la  condizione  [8]  §  35,  che  qui  si  riduce  a 

v**     .     z'^     .     5**          a?**          x*^    ,     y*^ 
£ L  Z L_l-  U  -— U  —  —  0 

ovvero,  per  la  [4],  a 

cioè  alla  [1]. 

Dunque  :  per  un  iperboloide  a  una  falda^  la  condizione  D  =  0 
esprime  che  i  piani  perpendicolari  alle  rette  dell'iperboloide  secano 
questo  in  iperboli  equilatere.  E  se  uno  di  questi  piani  seca  in  una 
iperbole  equilatera.,  lo  stesso  avverrà  per  tutti. 

In  questo  caso  Tiperboloide  dicesi  equilatero. 

Riflettasi  che  fra  i  piani  perpendicolari  a  una  retta  dell'iperboloide 
ve  ne  ha  due  tangenti,  nei  quali  le  sezioni  saranno  coppie  di  rette 
perpendicolari,  una  retta  per  sistema  ;  e  che  le  rette  delle  due  coppie 
sono  rispettivamente  parallele.  Quindi  si  può  anche  concludere  che: 
per  un  iperboloide  a  una  falda.,  la  condizione  /)  =  0  esprime  che 
a  ciascuna  retta  delV iperboloide  ne  corrispondono^  nello  stesso  si- 
stema^ altre  due  ortogonali  fra  loro  ed  alla  prima.  E  se  ciò  av- 
viene  per  una  retta,  avverrà  per  tutte. 

A  tali  tre  rette  di  un  sistema  ne  corrispondono  tre  neiraltro,  ri- 
spettivamente parallele  a  quelle  ;  e  tutte  le  sei  rette  formano  un  esa- 
gono iperboloidico  con  tutti  gli  angoli  retti  (§  52);  onde  i  parallele- 
pipedi come  quello  del  §52  sono  tutti  rettangoli,  e  però  i  loro  vertici 
appartengono  tutti  alla  sfera  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trirettan- 
goli  circoscritti  all'iperboloide  '  (§  51). 

2"  Ripetendo  il  procedimento  sulla  [3]  priva  del  2*  membro,  ab- 
biamo :  per  un  cono  quadrico,  la  condizione  D  =  0  esprime  che  le 
sezioni  perpendicolari  alle  generatrici  sono  iperboli  equilatere; 
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e  se  ciò  avviene  per  una  di  tali  sezioni^  avverrà  per  tutte.  Allora 
il  cono  dicesi  equilatero. 

Considerando  che,  fra  le  dette  sezioni,  quelle  che  passano  pel  vertice 
si  scindono  in  due  rette  perpendicolari,  abbiamo  pure  che:  per  un 
cono  quadrìco,  la  condizione  2)  =  0  esprime  che  ad  ogni  generatrice 
ne  corrispondono  altre  due  formanti  con  essa  un  triedro  triret- 
tangolo;  e  se  ciò  avviene  per  una^  avverrà  per  tutte. 

Poiché  cinque  rette  di  una  stella  individuano  un  cono  quadrico, 
apparisce  che  i  sei  spigoli  di  due  triedri  trirettangoli  con  lo  stesso 
vertice  appartengono  a  un  cono  quadrico  ed  equilatero. 

3**  Analogamente  :  per  un  iperboloide  a  due  falde^  la  condizione 
D  =  0  esprime  che  una,  e  quindi  tutte  le  sezioni  perpendicolari 
agli  asintoti  sono  iperboli  equilatere-,  oppure:  ad  uno,  e  quindi  a 
ciascuno  asintoto  ne  corrispondono  altri  due  perpendicolari  ad 
esso  e  fra  loro.  E  l'iperboloide  dicesi  equilatero. 

4*  Nel  paraboloide  ellittico 

4  +  4=2., 


è  chiaro  che  D  non  può  esser  nullo. 
5**  Nel  paraboloide  iperbolico 

-T-  =  2^  , 

a  0 

una  radice  della  A(p)=:0  è  nulla,  e  le  altre  due  sono  proporzionali 

1  1 
a  —  e 7-  ;  quindi  per  Z)  =  0  si  ha  a  =  6,  e  le  sezioni  perpendi- 
colari all'asse  sono  iperboli  equilatere.  Adunque:  per  un  paraboloide 
iperbolico,  la  condizione  /)  =  0  esprime  che  una,  e  quindi  ogni  se- 
zione perpendicolare  alVasse  è  un'iperbole  equilatera,  ovvero  :  che 
quelle  due  rette  del  paraboloide  che  passano  pel  vertice  sono  per- 
pendicolari ;  ovvero:  che  i  due  piani  direttori  sono  perpendicolari; 
ovvero:  che  tutte  le  rette  di  un  sistema  sono  perpendicolari  a  quella 
retta  delValtro  sistema  che  passa  pel  vertice. 

Questo  paraboloide  dicesi  equilatero. 

Di  qui  è  facile  dedurre  il  teorema  : 

Date  due  rette  sghembe,  la  superficie  luogo  delle  perpendicolari 
condotte  alVuna  pei  punti  delV altra  è  un  paraboloide  equilatero,  ecc. 
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Quadriche  ortogonali. 

§  58.  Un'altra  particolarità  notevole  si  presenta  quando  una  radice 
deirequazione  A(p)  =  0  è  eguale  alla  somma  delle  altre  due,  ossia 

quando  — -qq-  è  Una  radice  dell'equazione  A(p)  =  0,  ossia  quando  è 
soddisfotta  la  condizione 

[1]  D^  —  4QC/)  +  %9}B  =  0. 

l""  Se  la  quadrica  è  un  ellissoide  di  semiassi  a,  6,  &,  e  se  a>l»c^ 
la  [1]  si  traduce  in 

111 

[21  —=:_+—• 

allora  le  equazioni  [18]  §  51,  che  determinano  i  due  sistemi  di  piani 
ciclici  reali,  si  riducono  a 

t;  =  0,     —  =  zìi 


onde  si  deduce  che:  quando  in  un  ellissoide  si  verifica  la  condi- 
zione  [1],  i  due  diametri  perpendicolari  ai  piani  ciclici  {reali)  pas- 
sano per  gli  estremi  dei  segmenti  eguali  a  &,  elevati  dai  fuochi  del- 
Venisse  principale  di  assi  2a,  2b  perpendicolarmente  al  piano  di 
essa. 
Allora  l'ellissoide  dicesi  ortogonale. 

2«  Se 
(3]  ^+4-^  =  1 

••  à^  c^  c^ 

• 

è  l'equazione  di  un  iperboloide  a  una  falda  riferito  ai  suoi  assi,  posto 
a  >  &,  la  [1]  equivale  alla 

Ili 

[41  1-  ziz    -1   —  — 

^  ^  a^  l^  (^ 

e  i  piani  ciclici  reali  sono  determinati  dalle 

11  =  0,    —  =  ±  —  ; 
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onde  i  diametri  ad  essi  perpendicolari  sono  gli  asintoti 

^  =  «'    T-T=0)'   (^  =  «.    X  +  f  =«) 

dell'iperbole  principale  nel  piano  07  =  0.  E  siccome  in  ciascuno  dei 
due  sistemi  di  rette  suiriperboloide  ve  n'è  una  parallela  all'uno  asin- 
toto e  una  parallela  all'altro;  cosi  concludiamo  che:  per  un  iperbo- 
loide a  una  falda^  la  [1]  è  la  condizione  affinchè  un  sistema  di  piani 
ciclici  (reali)  sia  perpendicolare  ad  wwa,  e  quindi  a  due  rette  del- 
l'iperboloide  ;  nel  qual  caso  V altro  sistema  di  piani  ciclici  sarà 
perpendicolare  a  due  altre  rette  delV iperboloide.  E  l'iperboloide 
si  chiamerà  ortogonale. 
Fra  queste  quattro  rette,  due  di  uno  stesso  sistema  sono 

e  due  piani  variabili  nei  fasci  da  esse  determinati  sono 

-?--f=»('-f)-  4f+v)=>+T; 

questi  per  uno  stesso  valore  arbitrario  di  X  verificano  la  condizione 
di  perpendicolarità,  grazie  alla  [4];  e  variando  X,  la  retta  loro  co- 
mune genera  il  dato  iperboloide  [3|.  Dunque  possiamo  anche  enun- 
ciare che:  per  un  iperboloide  a  una  falda^  la  condizione  [1]  esprime 
che  Viperboloide  può  venir  generato  dalle  rette  comuni  ai  piani  di 
un  certo  fascio  ed  ai  piani  rispettivamente  loro  perpendicolari  di  un 
altro  fascio^  il  cui  asse  non  incontra  quello  del  primo. 
Oltre  questi  due  fasci,  ve  ne  sono  altri  due  nelle  stesse  condizioni  (*). 

3**  Si  scorge  facilmente  che  :  per  un  cono  reale,  la  [1]  è  la  con- 
dizione affinchè  un  sistema  di  piani  ciclici  (reali)  sia  perpendicolare 
a  una  retta  del  cono,  e  quindi  V altro  a  un'altra;  od  anche:  la  con- 
dizione affinchè  il  cono  possa  venir  generato  dalle  rette  comuni  ai 


(*)  Il  lettore  può  verificare  che  le  proprietà  deiriper}x)loide  a  una  falda  ortogonale 
sussistono  anche  per  le  altre  quadriche  a  centro  ortogonali  :  solo  che  neirellissoide 
(incluso  il  cono  immaginario)  i  piani  ciclici  e  le  generatrici  in  questione  sono  tutti 
immaginarli,  e  nciriperboloide  a  due  falde  i  piani  ciclici  in  questione  sono  reali  e  le 
generatrìci  immaginarie. 
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piani  di  un  fascio  ed  ai  piani  rispettivamente  loro  perpendicolari 
di  un  altro  fascio,  il  cui  asse  incontri  quello  del  primo. 

4*"  Per  un  iperboloide  a  due  falde  riferito  ai  proprii  assi 

l^J  a^  6«  c«    ~-^' 

'    la  [1]  equivale  alla  [2],  e  pei  piani  ciclici  reali  si  ha 

,         u  a. 

dunque  :  per  un  iperboloide  a  due  falde,  la  condizione  [1]  esprime 
che  un  sistema  di  piani  ciclici  (reali)  è  perpendicolare  a  un  asin- 
toto, e  quindi  V altro  sistema  a  un  altro  asintoto;  e  i  due  asintoti 
son  quelli  dellMperbole  principale  di  semiassi  a,  e. 

5**  Per  un  paraboloide  ellittico  è5  =  0e2)§0;e  però  la  [1]  di- 
viene 

[6]  4QC  —  /)«  =  0, 

ed  implica  che  le  due  radici  non  evanescenti  della  A(p)  =  0  siano 
eguali.  Allora  il  paraboloide  è  rotondo. 

6^  Per  un  paraboloide  iperbolico  è  5  =  0,  e  la  A(p)  =  0  non  ha 
radici  eguali;  sicché  la  [6]  equivale  a  i)  =  0,  e  ricadiamo  nel  caso 
già  trattato  del  paraboloide  equilatero  (§  57). 


Fuochi  e  coniche  focali. 

§  59.  Cerchiamo  i  punti  tali,  che  i  coni  da  essi  circoscritti  alla 
quadrica  siano  rotondi. 

Cominciamo  dal  supporre  che  la  quadrica  abbia  centro;  e,  ad  evi- 
tare formole  complicate,  riferiamola  ai  proprii  assi,  assumendo 

[1]  i(x,  y,  z,  1)  =  pcc^  4-  qy^  +  rz^  —  h. 

L'equazione  del  cono  circoscritto  dal  punto  (x\  y\  z^)  è  allora  (§  7-6*») 

12]  f (a?',...).f(a?,...)  —  {po(ix  +  qy'y  +-  rz'z  —  /;)«  =  0  ; 
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e  questo  cono  sarà  rotondo  quando  si  verifichino  le  condizioni  [2]  §  29. 
Ora  si  ha 

«li  =  p  { f(^', . . .)  —  P^M'  •  •  •  '     «12  =  —  v(i^y\ . . . , 

e  però  le  dette  condizioni  si  riducono-,  soppressi  gli  accenti,  alle  se- 
guenti : 

r«.  pqrxyijx,...) pqrxz{{x,...) pqì*yzi{x^,..) 

^  pqxy  prxz  qryz 

_     qr(poci^k)  ^prjqyi-^  k)  qrjpx^^  k)  ^pq(rz^^  k) 

__      prjqy^—  ^)  ^pqjrz^-'  k) 

—   (^-r)f(a:,...)-(^V-r2.-«)   *^^'•••^ 

Queste  condizioni  sono  evidentemente  soddisfatte  da  tutti  i  punti 
dello  spazio  quando  p=:qz=:r^  quando  cioè  la  quadrica  è  una  sfera; 
caso  che  noi  escludiamo.  Sono  anche  soddisfatte  da  tutti  i  punti  della 
quadrica,  qualunque  siano  p,  g,  r;  e  infatti  per  un  punto  della  qua- 
drica il  cono  si  riduce  al  piano  tangente  ivi  contato  due  volte,  e  può 
dirsi  di  rotazione  intorno  alla  normale  ;  ma  noi  non  ci  occupiamo  di 
questi  punti. 

Ciò  premesso,  è  chiaro  che  i  tre  primi  rapporti  [3]  non  possono  es- 
sere eguali,  se  non  a  patto  che  sia  nullo  a;  o  y  o  ^.  Posto  p.  es.  07=0, 
rimane  (*)  ad  eguagliare  il  S""  rapporto  ai  seguenti,  il  ohe  mena  ai- 
Tunica  condizione 

[4]  pq(p  —  r)y^^pr(p  —  q)z^^{P'-  q)  (p  —  r)ft  =  0  ; 


(*)  A  schiarimento  del  presento  caso,  e  utile  la  seguente  riflessione.  Quando  in  f(a?) 
son  nulli  due  dei  coefficienti  a^,  ^^3,  a^si  P*  ^*  i  ^^^  primi,  allora  sono  anche  nulli 
^it"  ^ìs'y  ^  porche  il  discriminante  [1]  §  28  della  A(p)  =  0  si  annulli,  0  quindi  la 
quadrica  sia  rotonda,  sono  evidentemente  più  che  sufficienti  Io  condizioni  [2]  §  29; 

solo  che  è  inutile  toner  conto  dei  rapporti  che  prendono  l'aspetto  — ,  0  bisogna  ricor- 
dare che  esse  equivalgono  a  una  sola  condizione  (come  è  facile  verificare  sostituendo 
a  5j3,  B^^,...  le  loro  espressioni). 

Si  trova  così  pj^  —  a^^.  Por  questo  valore  la  1*  delle  equazioni  [3]  §  27  riesce 
identica;  e  le  altre  due  si  riducono  ad  una,  che  è 

(n^  —  rtii)aj  +  0,303  =  0    oppure    n^a^  +  (a^  —  «4^)03  =  0, 

ed  è  soddisfatta  dalle  oo  direzioni  perpendicolari  alKasse  di  rotazione. 
Si  noti  che  a^  è  libero. 
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avremo  dunque 
[5]  x  =  0, 


y'       ,        2^ 

1; 

k           A      '      A           A 
q            J)             ^            P 

e  però  otterremo  nel  piano  aj=0  od  punti  sulla  conica  [5]. 
Confrontando  questa  con  la  sezione  principale  della  quadrica  : 


16]  a;  =  0,    -^+-^=1, 

q  r 


apparisce  che  esse  hanno  lo  stesso  centro,  le  stesse  direzioni  di  assi, 
e  gli  stessi  fuochi  (reali  o  immaginafii).  Inoltre,  poiché  le  coordinate 
dei  quattro  ombelichi  nel  piano  a?  =  0  si  possono  scrivere  (§  51) 


X 


'  r  —  q  '  q  —  r 


si  vede  subito  che  i  punti  d'incontro  delle  coniche  [4]  e  [6]  sono  ap- 
punto questi  ombelichi. 

Possiamo  dunque  enunciare  che  :  il  luogo  dei  punti  iali^  che  i  coni 
da  essi  circoscritti  a  una  quadrica  dotata  di  centro  siano  ro- 
tondi^ si  compone  di  tre  coniche^  situate  rispettivamente  nei  tre 
piani  principali  della  quadrica.  Ciascuna  conica  ha  in  comune  con 
la  sezione  principale  che  giace  nel  suo  piano^  il  centro^  le  dire- 
zioni degli  assi  e  i  fuochi  ;  inoltre  essa  passa  per  i  quattro  om- 
delichi  esistenti  nel  suo  piano. 

I  punti  di  cui  si  tratta  si  chiamano  fuochi  della  quadrica,  e  le  co- 
uniche  sulle  quali  essi  sono  distribuiti  si  chiamano  focali. 

L'asse  di  rotazione  del  cono  [2],  per  la  simmetria  della  figura,  deve 
giacere  nel  piano  principale  in  cui  cade  il  suo  vertice.  Inoltre,  se  il 
vertice  è  nel  piano  x=  0,  le  direzioni  (a,  p,  t)  ortogonali  all'asse  di 
rotazione  del  cono  [2]  verificano  la  equazione 

j  —  PQV^  +  (Q—  P)  {rz^  —  h)\p  —  qryzr  =  0, 
mentre  a  è  libero.  Eliminando  pqy^  mediante  la  [4],  si  ha 

_        y        ,        z        . 

q  p         r  p 
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e  però  il  piano  perpendicolare  all'asse  nel  vertice  passa  per  la  nor- 
male alla  conica  [5]  nel  vertice  stesso.  Dunque  : 

1**  Oli  assi  di  rotazione  dei  coni  circoscritti  alla  quadrica  dai 
punti  delle  sue  coniche  focali^  sono  le  tangenti  a  queste; 

^  Le  tangenti  alle  coniche  focali  sono  le  rette  per  le  quali 
passano  infinite  coppie  di  piani  coniugati  rispetto  alla  quadrica  ed 
ortogonali  (cfr.  §  ll-5°-6^  e  §  29)  ; 

3*  Il  piano  perpendicolare  a  una  tangente  di  una  conica  focale 
nel  punto  di  contatto  seca  la  quadrica  lungo  una  conica^  che  ha 
per  fuoco  questo  punto  e  per  direttrice  una  retta  perpendicolare 
al  piano  della  conica  focale. 

%  60.  Sinora  non  abbiamo  fatta  distinzione  fra  le  varie  quadriche 
a  centro,  né  badato  a  distinguere  enti  reali  da  immaginarii.  È  ciò 
che  ora  faremo. 

P  Per  Tellissoide  reale 

posto  a  >  &  >  e,  le  tre  coniche  focali  sono 

a?  =  0,   ^^^     +  ^3^  3  =  — - 1,  ellisse  immaginaria, 

^  =  ^'    l^zr^^  +  i^^^  =  ^'  ®"*^se  reale. 

L^ellisse  è  interna  alla  corrispondente  ellisse  principale,  e  i  coni 
circoscritti  dai  suoi  punti  sono  immaginarii.  L*  iperbole  seca  la  cor- 
rispondente ellisse  principale  negli  ombelichi  ;  e  questi  separano  i 
punti  pei  quali  i  coni  sono  immaginarii  da  quelli  pei  quali  sono 
reali. 

2**  Per  Tellissoide  immaginario 


L    *! U  —  — 1 
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posto  a  >  &  >  c,  si  ha 


^  =  ^'   5^^  +  ;ìì:^  =  ^  ®l"sse  reale, 


»2 


a?* 


y  =  ^^    ^rr^  -  j;m^  =  l»  iperbole, 

^  =  ^'    ^ìtzt^  +  p-^r^  =  —  1  '  ^'^lisse  immaginaria. 
3*  Per  riperboloide  a  una  falda 

^A^yL  _  i!  — 1 

posto  a  >  &,  si  ha 

^  =  ^»   ^iiTTfti  +  7^'+^  =  —  1^  ellisse  immaginaria, 


a? 


2  ri 


y  =  ^^    -^zn^  -  W+^  =  1'  iPwbole, 


a;*        ,        y^ 


^  =  ^,    T-i — i  +  iJ-^ — 5  =  1^  ellisse  reale. 

L'iperbole  e  la  ellisse  sono  esterne  alle  corrispondenti  sezioni  prin- 
cipali. 

4**  Per  riperboloide  a.  due  falde 

X^  J/2  -2     - 

posto  &  >  c,  si  ha 

^  =  ^»   j;r^  +  Jji^  =  -  1»  ellisse  immaginaria, 


a:*  '^2 


J'  =  0,    ,irqrp  +  ^rr^  =  l'  «"'«se  reale, 

L'ellisse  seca  la  corrispondente  sezione  principale  negli  ombelichi  ; 
riperbole  è  interna  alla  corrispondente  sezione  principale. 

Riepilogando:  un  ellissoide  o  iperboloide  ammette,  in  generale, 
un'ellisse  (reale)  focale  e  un'iperbole  focale,  situate  nei  due  piani 
principali  che  passano  per  Vasse  trasverso  più  lungo. 
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E  poi  facile  vedere  che  :  due  fuochi  di  una  conica  focale  sono  ver- 
tici di  un'altra  conica  focale  (non  esclusi  grimmaginarii).  P.  es., 
neirellìssoide  per  un  fuoco  reale  dell'elliBse  focale  si  ha 


w  =  y(a*  —  c^)  —  (b^  —  e*)  =  ]/a2  —  b\ 
che  è  un  semiasse  dellMperbole  focale. 

Quando  la  quadrica  è  rotonda,  dalle  forinole  precedenti  emerge 
che  due  delle  coniche  focali  si  riducono  all'asse  di  rotazione,  e  la 
rimanente  è  un  circolo  (reale  o  immaginario)  nel  piano  principale 
perpendicolare  all'asse.  I  due  fuochi  della  curva  meridiana  posti  sul- 
l'asse di  rotazione  meritano  speciale  considerazione,  poiché  essi  go- 
dono di  proprietà  analoghe  ai  fuochi  delle  coniche,  come  il  lettore 
potrà  da  sé  verificare. 

5^  Passiamo  al  cono  quadrico.  Basterà  porre  /i  =  0  nella  [1]  §59, 
con  che  la  conica  [5]  §  59  (dopo  aver  moltiplicato  per  k)  diviene 

a  a 

q  J)  >•  p 

ossia 

a  =  0,     -— ^---  +  ->-  .''r     -   .  =  0, 

f  q      p     y  P      ^ 

sicché  abbiamo  due  rette  nel  piano  x  =  0^  due  nel  piano  y  =  0,  e 
due  nel  piano  z  =  0.  Però  due  sole  di  queste  rette  sono  reali. 

Dunque:  per  ogni  cono  quadrico  esistono  due  rette  reali ^  dette 
focali^  per  ciascuna  delle  quali  passano  infinite  coppie  di  piani 
coniugati  ortogonali.  Le  due  rette  passano  pel  vertice,  e  giacciono 
in  uno  dei  piani  principali  simmetricamente  rispetto  agli  assi. 

La  conica  prodotta  nel  cono  dal  piano  perpendicolare  ad  una  retta 
focale  in  un  punto  qualunque  di  essa,  ha  per  fuoco  questo  punto,  ecc. 

Se  il  cono  é  rotondo,  le  rette  focali  si  confondono  con  Tasse  di  ro- 
tazione. 

Queste  proprietà  sussistono  anche  nel  cilindro  con  lievi  modifica- 
zioni. 

Le  rette  focali  del  cono  asintoto  di  una  quadrica  a  centro  sono 
gli  asintoti  delle  coniche  focali  della  quadrica. 

K.  d'Otidio  —  Le  proprietà  fondamentali  delle  superficie  di  2*  ordine.  10 
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§  61.  Rimane  a  trattare  dei  fuochi  nei  paraboloidi.  Assunta  l'equa- 
zione in  coordinate  ortogonali 

si  ha  pel  cono  circoscritto  dal  punto  {af^  y\  z')  l'equazione 

{(a/,...)  f  (0?,...)  —  (pafx  +  qy'y  —  z  —  z')^  =  0, 
ove 

«n  =P{Qy'^  —  2;J'),    «22  =  qipaf^  —  2^'),    «33  =  —  1, 

«12  =  —  M^V»    «13  =  P^\    «83  =  —  (lV\ 

B^,  =  —  q{(x\..,),    522  =  — pf(^',...),    i?33  =  — 2j?g'2'f(a7',...), 

5,2  =  0,      5i3  =  — P^^f«...),       ^23  =  —  M2/'f(^,...); 

e  le  condizioni  perchè  il  cono  sia  rotondo,  soppressi  gli  accenti,  sono 

—^     ~^~~~^ "~^     — —     11^,,.,)     ^^     — —      — —    liOU  ^m  m») 

pqxy  px   ^  ^    '  qy 

^pq(y^'-x^)-2(p-^q)z        p(qyi^2z)  +  ì         ^(pa?*  ~  2 j) -4- 1    " 

Esclusa  l'ipotesi  f(a?,...)  =  0,  risulta  necessariamente  (se  p  $  5) 
x  =  0  0  y  =  0.  Posto  57  =  0,  rimane  ad  eguagliare  il  3°  rapporto  al 
4**,  e  si  trova 

equaziopi  di  una  parabola  di   parametro  2  f j ,   di  vertice 

[0,0,  -H—j,  e  confocale  con  la  parabola  principale  (a?=0,  y*c= — z). 

Dunque  :  un  paraboloide  ha,  in  generale,  due  parabole  focali;  le 
quali  sono  situate  nei  due  piani  principali,  hanno  lo  stesso  asse 
del  paraboloide  ma  le  aperture  rivolte  in  sensi  opposti,  hanno  gli 
stessi  fuochi  delle  due  parabole  principali,  ed  hanno  i  parametri 
eguali  fra  loro  ed  alla  differenza  dei  parametri  delle  due  prin- 
cipali. 

Il  fuoco  dell'una  parabola  focale  è  vertice  dell'altra,  ecc.,  ecc. 

§  63.  Il  piano  polare  di  un  punto  (af,  \f ,  z^)  rispetto  alla  qua- 
drica  [1]  §  59  è 

px^x  +  qy'y  -\-  rz'z  —  ft  =  0, 
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e  la  perpendicolare  a  questo  dal  polo  è 


X  —  x'         y  —  t/'  z—z' 


px*  gy'  rz'      ' 


le  tracce  del  piano  e  della  retta  sul  piano  07  =  0  sono,  la  retta 

0?  =  0,    qy'y  -f  rz'z  —  ft  =  0 
e  il  punto 

P  P 

ora  è  chiaro  che  questo  punto  è  polo  di  quella  retta  rispetto  alla  co- 
nica focale  [5]  §  59.  Dunque  : 

P  Se  da  un  punto  qualunque  si  conduca  la  retta  perpendico- 
lare al  suo  piano  polare  rispetto  alla  quadrica^  le  tracce  della 
retta  e  del  piano  sopra  un  piano  principale  sono  polo  e  polare  ri- 
spetto alla  conica  focale  ivi  contenuta. 

2^  Tali  sonOy  in  particolare^  le  tracce  di  un  piano  tangente  alla 
quadrica  e  della  normale  corrispondente. 

3"*  Mentre  un  piano  rota  intorno  a  una  tangente  di  una  conica 
focale^  la  perpendicolare  ad  esso  dal  polo  rota  intorno  al  punto 
di  contatto  nel  piano  normale  alla  conica;  e  quindi  il  polo  percorre 
la  direttrice  corrispondente  a  quel  punto  di  contatto  (§  59). 

4*»  Ogni  direttrice  è  coniugata^  rispetto  alla  quadrica,  con  la 
tangente  alla  conica  focale  nel  fuoco  corrispondente. 

5**  Il  luogo  delle  direttrici  è  un  cilindro^  che  ha  per  base  la 
conica  polare  reciproca  della  focale  rispetto  alla  sezione  principale. 

Il  quadrato  della  distanza  di  un  punto  variabile  (a?,  y,  z)  della  qua- 
drica [1]  §  59  da  un  punto  fisso  (0,  y\  z')  è 

€d  eliminando  x*  mediante  l'equazione  della  quadrica,  diviene 
(ì—j)v*+[l-j)3'-2y'y-2z'z  +  [v"  +  z'*+~). 

La  condizione  perchè  questa  espressione  sia  il  prodotto  di  due  fat- 
tori lineari  in  £^  e  ^,  è  che  si  annulli  il  suo  discriminante,  cioè 

("-Ì)(>-^)("'"^'"+t)-('-t)'"-('-t>"=«' 
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or  questa  si  riduce  alla  (4]  §  59;  dunque  il   punto   (0,  y\  2')  apparj 
tiene  alla  conica  focale  nel  piano  07  =  0. 
I  due  fattori  lineari  richiesti  poi  sono 

essi,  eguagliati  a  zero,  rappresentano  due  piani  paralleli  (com'è  age- 
vole verificare)  ai  due  piani  ciclici  per  Tasse  delle  x  (piani  reali  o 
immaginarii).  E  le  distanze  del  punto  (a?,  t/,  z)  da  questi  piani  sono 

espresse  dai  detti  fattori  lineari  divisi  per  1/ -. 

Inoltre  è  noto  (cfr.  Con.  §  8)  che,  quando  una  funzione  quadratica 
di  due  variabili  si  scinde  in  due  fattori  lineari,  questi  sono  insieme 
annullati  da  quei  valori  delle  variabili  che  annullano  amendue  le  de- 
rivate parziali  della  funzione;  dunque  la  retta  comune  ai  due  piani 
in  questione  ha  le  equazioni 

e  però  è  perpendicolare  al  piano  ^^  =  0  nel  punto 


{ 


0, 


i>  — (/'    p 


Or  questo  è  il  polo  della  tangente  alla  conica  focale  rispetto  alla 
conica  principale  ;  e  quindi  otteniamo  il  teorema  : 

Il  quadrato  della  distanza  di  un  punto  della  qiuidrica  da  un 
fuoco  di  questa^  e  il  prodotto  delle  distanze  dello  stesso  punto  dai 
due  piani  ciclici  condotti  per  la  direttrice  coniugata  a  quel  fuoco ^ 
serbano  fra  loro  un  rapporto  costante^  mentre  il  punto  si  muove 
sulla  quadrica  e  il  fuoco  sopra  un'assegnata  conica  focale, 

I  rapporti  per  le  tre  coniche  sono 

1  1  1 


J i''     J 1^  '      J i_- 

q  r  ^'  P  P  9 

Se  da  ultimo  si  riflette  che  una  trasformazione  di  coordinate  ren- 
derebbe i  detti  fattori  lineari  in  tutte  tre  le  nuove  coordinate,  per- 
veniamo al  teorema  : 

Il  quadrato  della  distanza  di  un  punto  della  quadrica  da  un 
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fuoco  di  esstty  è  esprimibile  mediante  un  prodotto  di  due  funzioni 
lineari  delle  coordinate  cartesiane  del  punto. 

Non  ci  fermiamo  a  provare  che  queste  proprietà  sodo  caratteristiche 
per  le  quadriche  e  pei  loro  fuochi  ;  p.  es.  che  :  il  luogo  di  un  punto^ 
la  cui  distanza  quadrata  da  un  punto  fisso  sia  esprimibile  mediante 
il  prodotto  di  due  date  funzioni  lineari  delle  coordinate  cartesiane 
del  punto^  è  una  quadrica;  ecc.,  ecc. 


Quadriche  confocali. 

%  63.  Noi  non  intendiamo  qui  trattare  dei  sistemi  di  due  o  più 
quadriche  ;  tuttavia  crediamo  utile  dare  qualche  notizia  sopra  gl'im- 
portanti  sistemi  di  quadriche  confocali  (o  omofocali)^  ossia  di  qua- 
driche aventi  le  stesse  coniche  focali.  Non  faremo  che  accennare  le 
principali  proprietà  e  le  dimostrazioni. 

Sia  dato  un  ellissoide  riferito  ai  piani  principali 

o  in  coordinate  di  piani 
(2)  a^u^  +  b^c'  +  che*  —  1  =  0. 

£  chiaro  che  l'equazione 


|3J 

ni  — 

-x  + 

c«  — X 

-  1 

-0, 

oppure 

la 

14] 

{tt'u^ 

+ 

bH'' 

-H  c'w-  - 

-!)• 

X(tt» 

+ 

V*  +  UJ*) 

=  0, 

pei  singoli  valori  del  parametro  X,  rappresenterà  ciascuna  delle  qua- 
driche confocali  airellissoide  data. 

Sia  a'  >  6*  >  e*.  Per  X  <  e*  si  hanno  ellissoidi  reali,  per  c*<X<&* 
iperboloidi  a  una  falda,  per  &*  <  X  <  a*  iperboloidi  a  due  falde ,  per 
X  >  a*  ellissoidi  immaginarii. 

Il  passaggio  dalla  1*  serie  alla  2*  si  fa  per  X  =  c^;  nel  qual  caso 
la  [3]  diviene  ;3«  =  0  e  la  [4]  (a*  —  X)u*  +  (&«  —  X)t?'  —  1  =  0,  onde  la 
quadrica  si  riduce  alla  conica  focale  nel  piano  js  =  0.  11  passaggio 
dalla  2*  alla  3'  serie  si  fa  per  Tiperbole  focale,  e  dalla  3*  alla  4*  per 
Tellisse  focale  immaginaria. 

Per  un  punto  dato  passano  tre  quadriche  del  sistema^  e  sono  di 
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specie  diversa.  Poiché,  dato  a?,  la  [3]  liberata  da  fratti  è  di  3"*  errado 
in  X,  e  per  X  =  a%  &',  e*,  — cx)  il  1^  membro  prende  segni  alterni; 
onde  i  tre  valori  di  \  sono  reali,  e  individuano  quadriche  di  specie 
diversa. 

I  tre  valori  di  X  corrispondenti  a  un  punto  qualunque  dello  spazio 
si  possono  assumere  come  coordinate  del  punto,  e  diconsi  ellittiche. 

Bue  quadriche  della  stessa  specie  non  han  punti  comuni.  Le  tre 
quadriche  per  un  punto  si  secano  ivi  ortogonalmente^  vale  a  dire 
che  i  loro  piani  tangenti  sono  mutuamente  ortogonali. 

La  [4]  prova  che  in  un  sistema  di  quadriche  confocali  ne  esiste 
una  tangente  a  un  piano  dato. 


Esercizi  i. 


%  64.  Proponendo  al  lettore  alcuni  eseroizii,  abbiamo  anzitutto  io 
mira  di  dargli  modo  di  applicare  le  principali  formole  che  occorrono 
nella  discussione  delle  quadriche  e  nella  riduzione  delle  loro  equazioni 
a  forme  più  semplici.  Oltre  a  ciò  vogliamo  portare  a  sua  cognizione 
alcune  proprietà,  che  potrà  dimostrare  con  Taiuto  di  quelle  da  noi 
esposte  innanzi,  alle  quali  servono  di  complemento. 

1 .        7a?*+  6i/«+  5-5*—  Ayz  —  ^xy  + 10^  -f  4t/  +  6^  +  4  =  0. 
Si  ha 

«14=7,       «22  =  6,       «3,  =  5,       «12=— 2,       «13  =  0,       «23  = 2» 

«1^  =  5,    «24  =  2,    «34  =  3,    «44  =  4; 


A  = 


7 
2 
0 
5 


—  2 
6 

—  2 
2 


0 
2 
5 
3 


5 
2 
3 
4 


B=A^^=\ò2,    ^„=— 162,    .4„=— 162,     ^„=— 162,    ^=—162.6. 

La  quadrica  ha  il  centro  unico  a  distanza  finita  (—  1,  —  1,  —  1)  ; 
e  non  può  essere  che  un  ellissoide  reale  o  un  iperboloide  a  due  falde. 
Trasportando  l'origine  nel  centro,  l'equazione  diviene 


7a^  +  6/ +  5i' —  4»/»  —  4»j/ —  6  =  0. 
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Per  coordinate  ortogonali  si  ha 

7+p      —2        0 

A(p)=      —2    6+p    ~2 

0        —2    5-fp 


=  p«  +  18p*  +  99p  +  162 

=  (p  +  3)(p  +  6)(p  +  9). 


L'equazione  A(p)  =  0  ha  le  radici  distinte  e  negative  — 3,  —6,  —9; 
dunque  la  quadrica  è  un  ellissoide  ortogonale;  e  riferito  ai  piani 
principali,  ha  l'equazione 

^*  +  2i/'  +  3;j«  =  2. 


I  semiassi  sono  ineguali  e  lunghi  >^2,  1,  y\  . 


I  coseni  degli  angoli  che  gli  assi  della  quadrica  fanno  con  gli  assi 
primitivi  sono,  a  meno  del  divisore  3: 

(1,  2,  2),    (2,  1,  -2),    (2,  -2,  1), 

e  le  equazioni  dei  piani  principali  sono 

a?  +  2|/-}-2;j  =  0,    2a?  +  i/  — 2^  =  0,    2a?  — 2i/4-;2;=0. 

I  piani  ciclici  reali  pel  centro  passano  per  Tasse  medio,  che  è  il  2*; 
e  bisecano  i  diedri  dei  piani  principali  per  esso. 
La  sostituzione  che  riduce  Tequazione  all'ultima  forma  è 

x  +  2y-f2;r         2x+y— 2ir         2X  — 2y  +  ^ 


3 


3 


3 


I  due  sistemi  di  assi  coordinati  sono  in  posizione  reciproca. 
Se  si  supponessero  gli  assi  delle  x  %  y  inclinati  a  60^  e  Tasse  delle 
z  perpendicolare  ad  essi,  sarebbe  Q  =  J  e 

4A(p)  =  3p3  +  83p«  +  478p  +  648  =  (p  +  2)  (3p«  -f  77p  +  324), 

e  si  avrebbe  anche  un  ellissoide  reale. 


2. 


Ila?»  +  10i/«  -f  6-8»  —  Mosy  —  8yz  +  4zx  =  12. 


La  quadrica  ha  per  centro  Torigine;  inoltre  si  ha 

11    —6       2 


B  = 


—6       10    —4 


2    —4 


G 


=  324,    ^  =  —  12.324, 
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e  se  le  coordinate  sono  ortogonali 

11+p     -6         2 


A(p)  = 


—6     10+p    —4 
2        —4      6+p 


=:p'  +  27p«  +  ]80p  +  324 

=  (p  +  3)(p  +  6)(p  +  18); 


dunque  la  quadrioa  è  un  ellissoide  reale  ;  che,  riferito  ai  proprii  assi, 
ha  l'equazione 

oò"  +  2i/'  +  6;j*  =  4. 

Le  lunghezze  dei  semiassi  sono  2,  ^2^  y% .  Le  direzioni  sono  le 

stesse  dell'es.  1. 
I  due  piani  ciclici  passano  pel  2®  asse,  e  sono  a?  ±23=0. 

3.  7a?*  —  13i/*  +  6;j*  4-  24^  —  12a?^  +  Vlyz  =  ±  84. 

Si  ha 


B  = 


12    -6 


12    —13 


—6  6        6 

e  per  coordinate  ortogonali 

7+p        12      —6 


=  6.7^    ^  =  +  6.7^84, 


A(p)  = 


12    — 13+p      6 


—6 


6+p 


=  p*  —  343p  -f  2058 

=  (p-7)(p-14)(p+21); 


dunque  la  quadrìca  è  un  iperboloide  equilatero;  che,  riferito  ai  proprii 
assi,  ha  l'equazione 

a?*  -{-  22/*  —  3;5*  =  +  12. 

Prendendo  il  segno  +,  si  ha  un  iperboloide  a  una  falda,  di  semi- 
assi trasversi  |/I2,  ^6"  e  non  trasverso  2.  Prendendo  il  segno  — ,  si 
ha  un  iperboloide  a  due  falde,  di  semiasse  trasverso  2  e  non  tras- 
versi ^12,  i/g". 

In  ogni  caso  le  direzioni  degli  assi  sono 

(19,  32,  —6),    (8,  138,  —39),     (24,  29,  2). 


I  piani  ciclici  son  paralleli  ai  due  {/ h=  22;  =  0,  condotti  pel  maggiore 
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dei  due  assi  trasversi  nel  l""  caso,  e  nel  2^  per  Tasse  non  trasverso 
più  lungo. 

I  piani  che  producono. ueiriperboloide  iperboli  equilatere  sono  per* 
pendicolari  alle  rette  del  cono  asintoto 


e  inviluppano  il  cono 


«?*  +  t  !/'  —  i  ^*  ^  0. 


4.  2^«  +  3ì/*  +  4?*  +  ^xy  +  ^yz  +  Sra?  =  8. 

Si  ha 

2     3     4 


B  = 


3  3     2 

4  2     4 


=  —  20,    il  =  20.8, 


e  per  assi  ortogonali 

2+p    3      4 


A(p)  = 


3  3+p    2 

4  2    4-l-p 


=  p»+9p«— 3p-20=(p+3)^-30(p+3)+43. 


La  quadrica  è  un  iperboloide  a  una  falda  riferito  al  centro,  e  non 
è  di  rotazione. 

5.  10(0?*  +  ì/*  +  z")  -f-  2j(4a7  +  3i/)  —  2(14a?  +  Vòy  -f  17j)  +  43  =  0. 


i4  = 


10 

0 

4 

—14 

0 

10 

3 

—13 

4 

3 

10 

-17 

14 

—13 

17 

43 

B  =  750,    .4„  =  ^„  =  ^,^  =  750,    4  =  -  750. 

La  quadrica  ha  il  centro  nel  ponto  (1,  1,  1);  e  trasportando  ivi 
l'origine,  la  sua  equazione  diviene 

10(a;*  +  v'  4-  «•)  +  25(40;  +  3i/)  =  1 . 

Si  ha  per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p'+  30p*+  276p  +  750  =  (p-}-5)  (p  -f  10)  (p  +  15)  ; 
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onde  la  quadrica  è  un  ellissoide  reale;  e  T equazione  riferita  ai  piani 
principali  è 

Ili 
Le  lunghezze  dei  semiassi  sono  -7^,  -7^^  -7^ .  Le  direzioni  degli 

assi  sono 

(4,  3,  -5),     (3,  -4,  0),     (4,3,6). 

I  piani  ciclici  pfissano  pel  2*"  asse,  e  bisecano  i  diedri  dei  due  piani 
principali  per  esso. 

6.  Sia  x^  +  y^  +  z^  =  l; 

e  i  piani  coordinati  sieno  tre  facce  di  un  tetraedro  regolare,  onde 

Wl«  =  ^13  =  ^23  ==  cos  -^  =  ì , 
Q  =  l,     Q^,z=:Q„  =  033  =  1,     Q,,  =  Q,3  =  Q„  =  0. 

L'equazione  rappresenta  un  ellissoide  reale,  riferito  a  tre  diametri 
coniugati  di  eguale  lunghezza  2.' 

Si  ha  B=l,    i4  =  — 1, 

4A(p)  =  2p^  +  9p«  +  12p  +  4  =  2  (p  +  2)*  (p  +  J); 

dunque  Tellissoide  è  rotondo;  e  riferito  a  tre  piani  principali,  ha  la 
equazione 

2a?*4-2j/«  +  è^*  =  l. 

L'ellissoide  è  allungato,  Tasse  di  rotazione  è  lungo  2y2,  e  il  rag- 
gio dell'equatore   yS". 
Le  equazioni  dell'asse  di  rotazione  nelle  primitive  coordinate  sono 

X  =  y  =  z. 

7.  5a?*  —  y^  +  z^  +  6xz  +  4xy  +  2x  +  4y  -{-  6z  =  8. 
Si  ha  B  =  0,  il  =  16,  e  per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p3  +  5p«-14p  =  p(p  +  7)(p-2). 
La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico. 
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I  piani  principali  sono 


19a?  +  4i/4-9;r  +  9  =  0,    32a?  +  3i/  — 18^+ 72  =  0. 

I  termini  a  2"  grado  formano  il  prodotto  (5a?  — j/  +  z)  (oo-\-y  +  z). 
L'equazione  del  paraboloide,  riferito  ai  piani  principali  e  al  piano 
tangente  nel  vertice,  è 


8 


(a?  4- 1)«  -f.  (2y  +  3zy  +  (3x  —  ;r)  =  0. 


La  quadrica  è  un  paraboloide  ellittico,  in  cui  a?-|-l=0,  2i/-f-3^  =  0 
sono  due  piani  diametrali  coniugati,  3^7  —  ^  =  0  è  il  piano  tangente 
coniugato  al  loro  diametro  comune,  (1,  |,  —3)  il  punto  di  contatto, 
(0,  3,  —2)  la  direzione  dei  diametri,  e  A  =  —  1. 

Per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p'  +  14p«  +  49p  =  p(p  +  7)«  ; 
e  però  il  paraboloide  è  rotondo,  e  Tasse  di  rotazione  è 


e  il  vertice 


(2a;  +  5  =  0,    2y  +  Sz  =  ^), 

\         J  ?         676    »  ìli)' 


L'equazione  del  paraboloide  riferito  all'asse  e  al  vertice  è 

0?*  +  i/«  =  è  ^  ; 
If  è  il  parametro  principale  della  parabola  meridiana. 


a. 

Si  ha 


00*  +  2i/*  +  3yz  —  2a?i/  —  6ii7  -4-  7j/  +  6-2:  +  7  =  0. 


A  = 


1 

— 1 

0 

-3 

1 

2 

ì 

i 

0 

i 

0 

3 

3 

i 

3 

7 

B=^-h     ^u  =  -?,     A,,  =  i,     ^.=-1,     ^  =  0. 


La  quadrica  è  un  cono  di  vertice  (1,  —2,  1);  e  trasportando  ivi 
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rorigine,  Tequazione  diviene 


Il  cono  contiene  Tasse  delle  z,  e  però  è  reale. 
Per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  p^  +  3p«-jp-|  =  (P  +  i)'-y(p  +  i)H-i; 

e  le  radici  della  A(p)  =  0  sono  prossimamente 

—  3,170424;    0,931938;    —0,761514. 


10.  2a;*+ 5i/«+ 3^*+ 2j/ 

'z  —  Azx  —  2xy  +  2a;  • 

Si  ha 

2-1-2        1 

A  — 

15        14 
-  2        1        3        3 

1        4    —3        13 

—  62r  — 13  =  0. 


B  =  9,    ^44  =  9,     i4,4=:  — 9,    ^34  =  18,     ^  =  —  198. 

La  quadrioa  ha  il  centro  nel  punto  (1,  —1,  2),  ed  è  un  ellissoide 
reale. 
Per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  p^  +  lOp*  +  25p  +  9. 


11 


yz-\-  zx-^-Xìj  —  x  —  2y  —  ^z-\-2-{'a=^(S. 


Annullando  le  derivate  si  determina  il  centro  (2,  1,  0)  ;   e  preso 
questo  per  origine,  l'equazione  diviene 


2/.sr  +  2^  +  a^  +  «  =  0, 


e  però 


5  = 


A  = 


La  quadrica  è  un  iperboloide,  a  una  o  due  falde  secondochè  a  ^  0, 
ed  è  riferito  a  tre  asintoti.  É  un  cono  reale  se  a  =  0. 
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Se  le  coordinate  sono  ortogonali,  la  quadrica  è  equilatera;  e  poiché 

A(p)  =  p'-Ìp-t-i=(p-è)MP+l), 

la  quadrica  è  anche  rotonda,  e  Tasse  di  rotazione  è  x  =  y  =  z. 
L'equazione  riferita  a  questo  asse  e  al  centro  è 

a?«  +  l/«  —  2z^  =  2a, 
e  le  lunghezze  dei  semiassi  sono  |/Sa,  y^,  y^a, 

12.  x^  —  2ì/  +  3xz  —  3yz-{-Xìj  +  'Ls  =  0. 
Si  ha 

e  per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p'-p*-Vp  =  p(p-^~^7)(p-j  +  vT). 

La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico.  L'asse  è 

(X  +  5t/  +  Gj  i^  0,      4x  —  7?/  —  3j  4-  4  =  0), 
e  i  piani  principali 

(2±4v'T)^-(l7±7]/7)2/— (l5±3v'7)^+4(l±v'7)=0. 

I  termini  a  2**  grado  formano  il  prodotto  (a?  +  ^1/ +  3.cr)  (a?  —  y). 
L'equazione  del  paraboloide,  riferito  ai  piani  principali  e  al  piano 
tangente  nel  vertice,  è 

13.  x^  +if  +  Oj*  +  6//J  —  Qzx  —  2xy  +  2x  —  4z  =  0, 

B  =  Oj    C  =  0,    yl  =  0,    e  per  assi  ortogonali    A(p)  =  p'  +  llp*; 

quindi  la  quadrica  è  un  cilindro  parabolico.  E  infatti  l'equazione  può 
scriversi 

(X'-y  —  3z)^  -}-  2  (a;  —  2j»  =  0. 

Una  generatrice  è  la  retta  dei  piani  a?  — i/  — 3^  =  0,  a?  — 23r  =  0, 
il  2*  dei  quali  è  tangente.  La  traccia  sul  piano  ^  =  00  la  parabola 
(00  —  y)^  -f  2a?  =  0. 
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14.  x^  +  3y^ -^  4z^  —  6yz  "  2zx  =  a. 

B  =  Oj    A  =  0,    A(p)  =  p^  +  8p*  +  9p    per  coordinate  ortogt>nali. 

La  quadrica  è  un  cilindro  ellittico.  Sul  piano  ;2r  =  0  la  traccia  è 
l'ellisse  x^-^3y^  =  a^  reale  o  immaginaria  o  ridotta  a  due  rette  se- 
condochè  a^O.  Nel  V  caso  il  cilindro  è  reale,  nel  2^  immaginario,  e 
nel  3^  si  scinde  nei  due  piani  immaginarii  a?--^±(i/—^)y^^^  =  0 
con  la  retta  comune  reale  co^=zy=iz. 

16.    a?*  +  V  +  ^'+4y;3r  —  2j^  — 4^1/  + 3a?  —  6t/  — 3^  =  0. 
L'equazione  rappresenta  due  piani  paralleli  reali 

07  —  2j/  —  ^  =  0,    ^  —  2i/  —  ;r  +  3  =  0. 

16.  xy  —  407^  —  ^yz  =  a?  +  ?/  +  (À)% 

5  =  72,     A^^  =  —  ^,    .4j^  =  20,     .434  =  —13,     ^=0. 

La  quadrica  è  un  cono  reale  di  vertice  (— i,  fj,  —  ^),  e   gli  assi 
coordinati  sono  paralleli  a  tre  generatrici. 
In  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  p^  -  98p  +  72, 

e  il  cono  è  equilatero. 
Le  radici  della  A(p)  =  0  sono  prossimamente 

9,509392080  ;    0,738808882  ;    —  10,248200962. 

17.  (a?  — 32/)«  =  2^  +  l. 

Cilindro  parabolico.  Una  generatrice  è  la  retta  nei  piani  a?— 3y=0, 
2;r  + 1  =:  0,  il  2^  dei  quali  è  tangente.  Riferita  a  questi  due  piani  or- 
togonali, l'equazione  del  cilindro  diviene  2x^=y. 

18.  2/«  —  lOc:*  —  2xy  +  20a?^  —  ^yz  =  2(^  —  2/  —  z). 

Si  ha 

B  =  A,,  =  0,    ^4u  =  0,    ^ii  =  0, 

dunque  tutti  i  suddeterminanti  di  3®  ordine  in  A  son  nulli. 
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L'equazione  rappresenta  i  due  piani  reali  ad  angolo 

2x  —  y  —  z  =  0,    y  —  lOz  +  2  =  0. 
In  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  p''  —  9p«  —  5M  p, 

19.  ^'  +  2y^  +  2z*  +  2a:i/  —  2a?  —  4i/  —  4r  +  2  =  0. 

Si  ha 

B  =  2,    ^44  =  0,     ^,4=2,     ^3^  =  2,     yl=-4; 

quindi  la  quadrica  ha  per  centro  (0,  1,  1),  e  non  è  rigata. 
Inoltre,  in  coordinate  ortogonali, 

A(p)  =  (p  +  2)(p«  +  3p  +  l)=(p  +  2)(p  +  ^-±/5:)(p  +  ^J^), 

e  però  la  quadrica  è  un  ellissoide  reale,  la  cui  equazione  riferita  ai 
piani  principali  è 

4x'  +  (3  -f  }fò)y^+  (3  —  V5  ):r*  =  4. 

Se  il  termine  noto  fosse  6  invece  di  2,  muterebbe  solo  il  segno  di  A^ 
e  si  avrebbe  un  ellissoide  immaginario. 

20.  2ooy  —  a)z-\-yz  —  2co  +  2y  —  3z  —  2  =  0. 
Qui 

onde  la  quadrica  ha  per  centro  (— i,   i,  1),  ed  è  un  iperboloide  a 
una  falda. 
Per  assi  ortogonali 

A(p)  =  p'- ÌP-J-(p+l)  (p- li/1)  (p-1^), 

e  però  IMperboloide  è  equilatero. 
L'equazione  riferita  ai  piani  principali  è 

2x'  -  (l  +  ]/.T)  1/  +  (v/g-—  l)  -«  =  1. 

21.  2/*  —  iooy  +  Ax^  —  6^  -^-  3j  =  0. 

In  coordinate  ortogonali  è  A(p)  =  p*  (p  +  5). 
La  quadrica  è  un  cilindro  parabolico. 
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22.  0?'  +  6yz  +  80?^  —  4uvy  +  2^  +  4?/  —  143:  =  3. 

B  =  — 57,     ^^^  =  —  57,     ^24  =  — 57,     ^34  =  0,    A  =  0. 

La  quadrica  è  un  cano  di  vertice  (1,  1,  0).  Portando  rorigine  al 
vertice,  Tequazione  diviene 

x^  +  6yz  4-  8ocz  —  Axy  =  0. 

Il  cono  è  reale,  poiché  contiene  gli  assi  delle  x  e  z.  Per  coordinate 
ortogonali 

A(p)  =  p3+p«~29p--57. 

23.  V  —  9x^  +  2xy  +  SQx  —  Sj/  —  43:  =  32. 
^=0,    ^44  =  0,    ^24  =  0,    ^3^  =  — 74,    ^  =  148. 

La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico.  Per  coordinate  ortogonali 

A(p)=p3-5p*-37p=p(p+v:ii|±5)  (p-^-^y, 

e  l'equazione  riferita  ai  piani  principali  e  al  vertice  è 

(|/T37+5)  a?*-  (vT37-5)  y^  =  8z. 

24.  xy  +  xz  -\-  yz  =  a*. 

La  quadrica  è  un  iperboloide  riferito  a  tre  asintoti  ;  ed  è  a  due 
falde,  poiché  A  =  — j-.  In  coordinate  ortogonali 

A(p)=p^~iP+i=(p+l)(p~ì)^ 

quindi  Tiperboloide  è  rotondo,  e  la  sua  equazione  ridotta  é 

2x^  —  (!/'  -f  v«)  =  2a\ 

25.  x^  +  y^+z^+2h  (xy  +  xz  +  yz)  =  a\ 

Per  coordinate  ortogonali 

A(p)  =  (p  +  l)3-3ft*(p  +  l)+2/t^  =  (p  +  l-'i)MP  +  l+2ft). 


—  161  — 

La  quadrica  è  rotonda,  e  Tequazione  ridotta  è 

(1  —  /t)  (0?*  +  y*)  +  (1  +  2h)z^  =  a\ 

Si  ha  un  iperboloide  a  due  falde  per  /t  >  1,  una  coppia  di  piani 
paralleli  reali  per  /t  =  1 ,  un  ellissoide  reale  per  \>li>  —  \  (e  una 
sfera  per  /t  =  0),  un  cilindro  ellittico  per  /t  =  — i,  un  iperboloide  a 
una  falda  per  /t  <  —  i ,  un  cono  reale  equilatero  per  ft  =  oo. 


26. 


2ayz  —  bx  =  0. 


B  =  0^    A  =  {  a^b*,    A(p)  =  p(p  +  a)  (p  —  a)  per  assi  ortogonali. 

La  quadrica  è  un  paraboloide  iperbolico  equilatero,  e  Tequazione 
ridotta  è 

a(x*  —  i/*)  —  6z  =  0. 


27. 


a^  —  yz=k. 


Poiché  A=  -j-y  per  assi  ortogonali,  e 

A(p)  =  (p  +  l)(p  +  è)(p-J), 

la  quadrica  è  un  iperboloide  ortogonale,  a  una  &lda  se  /t  >  0,  a  due 
se  /t  <  0,  ridotto  a  un  cono  se  h  =  0. 
L'equazione  riferita  ai  piani  principali  è 

2a)^-{'y^  —  z*  =  2h. 


28 .  a(a^  +  2yz)  +  b(y^  +  2zx)  +  c(z^  +  2xy)  =  1 . 

In  assi  ortogonali    * 


A(p)  = 


a+P  e  b 
e  &+P  a 
b       a     c+p 


=  {9  +  a  +  b  +  c) 


1  e  b 
1  &-f-p  a 
1       a     c-fp 


L'equazione  riferita  ai  piani  principali  è 


(a  +  &  +  e)  a;*  +  ^a*  4.  &«-|-  e*—  a&  —  oc  —  &f?  (y*  —  z*)  =1 . 

E.  d'Otisio  —  L$  proprittà  fondamentali  delle  superficie  di  2^  ordine,  11 
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La  quadrica  può  essere  un  iperboloide  a  una  o  due  falde,  un  ci- 
lindro iperbolico,  una  coppia  di  piani  paralleli. 

29.  z  =  {(co,  y,  0;  1). 
In  assi  ortogonali 

A(p)  =  P  j  P*  —  («n  +  a„)  P  +  («il  a«  -  a\^)  \  • 

La  quadrica  è  un  paraboloide  ellittico  o  iperbolico,  o  un  cilindro 
parabolico,  secondochè  «iia^  —  ^^ii^O. 

30.  a?*  —  2/*  —  ^*  +  2l/^  '{'X  +  y  —  z  =  ò. 
La  quadrica  ha  infiniti  centri  sulla  retta 

a)  =  z  —  y  =  i, 
ed  è  un  cilindro  iperbolico.  L'equazione  può  scriversi 

(co  +  y  —  z)(x  —  y'{'Z'{'l)=5. 

31.  oo^  +  y^  +  z^  +  2hyz  =  r«. 

Se  Tasse  delle  z  è  perpendicolare  agli  altri  due,  si  ha  un  ellissoide 
in  cui  quei  due  piani  sono  cìclici. 

32.  L'equazione  del  cono  circoscritto  alla  quadrica  t{x)  =0,  lungo 
la  conica  che  la  quadrica  ha  nel  piano  u,  è 

f(x) .  F(u)  —  A(UiXi  +  u^x^  +  W3^3  4-  u^x^)^  =  0. 

Questa  è  anche  Tequazione  della  conica  di  contatto  del  cono  circo- 
scritto dal  punto  x. 

33.  Formare  l'equazione  che  determina  i  punti  di  contatto  dei  piani 
tangenti  condotti  a  una  data  quadrica  per  una  retta  data  mediante 
le  sue  coordinate.  Problema  duale. 

34.  Due  teme  di  rette  coniugate  rispetto  a  una  quadrica  ed  uscenti 
da  uno  stesso  punto,  giacciono  sopra  un  cono  quadrico.  Su  questo 
cono  esistono  oo  altre  terne  cosiffatte  (Hbssb). 

Caso  che  le  rette  siano  diametri,  e  in  particolare  gli  assi. 
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36.  Due  terne  di  piani  coniug^ati  rispetto  a  una  quadrica  e  passanti 
per  un  punto,  sono  tangenti  a  uno  stesso  cono  quadrico.  Esistono 
00  terne  di  piani  coniugati  tangenti  a  questo  oono. 

Gaso  dei  piani  diametrali  coniugati. 

36.  L'equazione 

a(u^X^  -}-...)*  +  ^V^X^  -[-...)*-}-  c(W^X^  +  ...)*  +  (^^i  +  •••)*  =  <> 

rappresenta  una  quadrica,   rispetto  a  cui  il  tetraedro  uvwt  è  auto* 
coniugato.  E  viceversa  (PlOcker,  Journ.  Creile^  V,  p.  19). 

37.  Se  due  tetraedri  sono  autoconiugati  rispetto  a  una  quadrica, 
ogni  quadrica  che  passi  per  sette  degli  otto  vertici  passa  pel  rima- 
nente. E  ogni  quadrica  che  tocca  sette  delle  otto  facce  tocca  la  ri- 
manente (Hbsse,  Creile,  XX). 

38.  L'equazione  della  polare  reciproca  di  una  quadrica  q>(a?)  =  0 
rispetto  alla  quadrica  f(a?)  =  0  è 


F|q>iM,  <Pt(a7),  q>8(^),  q>4(^)j  =0- 


39.  Trovare  Tequazione  del  cono  che  proietta  una  data  conica  da 
un  dato  punto. 

Se  il  punto  è  l'origine,  e  la  conica  è  data  come  intersezione  della 
quadrica  {{x)  =  0  col  piano  u,  sia  x(x^^  x^^  a;,,  1)  un  punto  del  cono 
e  {i)x^,  QXf,  p^3, 1)  quello  ove  la  generatrice  per  x  seca  la  conica: 
allora  abbiamo  le  due  equazioni 

f  (parp  px^,  pajg,  1)  =  0,    p{u^x^  +  u^o?,  +  u^^)  +  u^  =  0  ; 
ed  eliminandone  p,  otteniamo  l'equazione  del  cono 

+  «44(^1^1  +  W,a?,  +  UgOTa)*  =  0. 

40.  Trovare  l'equazione  del  cono  supplementare  di  un  dato  cono 
quadrico,  cioè  del  cono  che  è  il  luogo  delle  perpendicolari  dal  vertice 
ai  piani  tangenti  del  primo  cono,  e  anche  l'inviluppo  dei  piani  per- 
pendicolari dal  vertice  alle  generatrici  del  primo. 

Sia  il  vertice  comune  l'origine,  e  gli  assi  ortogonali  :  allora,  se  il 
cono  dato  è  f(a;^,  a;,,  a:,,  0)  =  0,  il  supplementare  sarà,  come  inviluppo 
{(u^,  Mj,  Mg,  0)  =  0,  e  come  luogo  G{x^,  a?,,  x^  =  0. 
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41.  Due  tetraedri  coniugati  rispetto  a  una  quadrica  non  sono  omo- 
logioi  ;  ma  le  quattro  rette  ohe  uniscono  i  vertici  omologhi  appar- 
tengono a  un  iperboloide.  Anche  le  quattro  rette  comuni  alle  facce 
omologhe  appartengono  a  un  iperboloide  (Chaslbs,  Ann.  de  Oer- 
gonne ^  XIX). 

Gaso  di  un  tetraedro  iscritto  e  del  coniugato  circoscritto  (Bobillibr, 
ib.,  XVIII,  MoEBius,  Baryc.  Cale). 

42.  Fra  le  varie  dimostrazioni  della  realtà  delle  radici  dell'equa- 
zione  A(p)  =  0,  accenniamo  la  seguente  del  Cauchy  : 

Scriviamo  la  [4]  §  27  cosi  : 

A(P)  =  («H  +  P)  t  («2«  +  P)    («3S  +  P)   -  a%3Ì 

-  «*3i(««  +  P)  —  a*it(«33  +  P)  +  2aita,3«3i  =  0- 

Ora,  posto  a,,  ^  a^^ ,  le  radici  a,  p  della  equazione 

(a„  +  p)  (a33  +  p)  —  a%3  =  0 

sono  reali,  ed  una  è  minore  di  — a,,,  Taltra  maggiore  di  —  a^]  poiché 
per  p  =  —  00,  —  a„,   —  a^^^  +  oo,  il  primo  membro  prende  i  segni 
4-,  — »  — »  +,  onde  una  radice  cade  fra  —  oo  e  — ajj,  l'altra   fra 
—  a„  e  +00. 
Ciò  posto,  se  a  <  p,  abbiamo 

A(-oo)=- 

A(o)  =  —  a\t{a„  +  a)  —  a«3»(a„  +  a)  +  2a,ja,sa„ 

=  \  auV—  a»a  —  a±  a,i  ]/—  a„  —  a  j*= +, 
A(p)  =  —  rt*„(o„  +  p)  -  a\{a„  +  p)  +  2a^^^^a^ 

=  -  i  <^i«>^«ss  +  P  ±  «31  ya««  +  P  i  *  =  — , 
A(4-oo)  =  +  ; 

» 

dunque  una  radice  della  A(p)  =  0  cade  fra  — oo  e  a,  una  fra  a  e  p, 
una  fra  p  e  +00 ;  e  però  le  tre  radici  sono  reali  e,  in  generale,  di- 
stinte. 

Per  esser  eguali  due  radici,  è  necessario  che  sia  a  =  p,  e  il  loro 
valore  esprime  la  radice  doppia. 

43.  Un  altro  procedimento  per  trovare  le  condizioni  di  rotondità 
di  una  quadrica  è  il  seguente  : 


Per  a&BÌ  ortog-ODali,  la  quBdrioa  è  rotonda  se  è  possibile  trasformare 
f(jr,.  ir,,  a;,.  0)  in  X(.t,' -f  .T,*) -(- nX,';  e  poiché  ìt,* +x,*-f  ìTi'  si 
trasforma  ìd  X,*  +  X,'  f -Y,*,  ne  segue  che  f(a:,.  ir,,  37j,  0)  — X(aJ,' 
+  (r,'4-^i')  è  ui  quadrato,  cioè  (p  —  X)X,';  onde  le  condizioni  (tre 
indipendenti) 

(a„  —  \)  (0,,  —  il)  —  a'„  =  0, . . ,  {a„  —  X)a„  —  a,,»,,  =  0, . . . 
ohe  sì  riducono  poi  a  quelle  del  S  29. 

44.  L'annullarai  del  discriminante  A  di  f (j;)  è  la  condizione  perchè 
questa  forma  quaternaria,  mediante  una  conveniente  soatituzione  li- 
neare, si  riduca  ad  esser  ternaria,  cioè  a  contenere  una  variabile  di 
meno. 

Se  son  nulli  i  suddeterminanti  di  3'  ordine  in  A,  allora  f(^)  si  può 
ridurre  a  binaria. 

Se  SOD  nulli  ì  suddeterminanti  di  2°  ordine  in  A,  la  f{z)  si  riduce 
al  quadrato  di  una  variabile. 

46.  Per  un  dato  punto  di  un  paraboloide  ellittico  (o  iperbolico)  è 
costante  la  somma  (o  la  difFcreuza)  dei  parametri  dì  due  qualunque 
sezioni  diametrali  coniugate. 

46.  Ogni  sezione  piana  d'un  paraboloide  rotondo  si  proietta  i 
circolo  sul  piano  tangente  al  vertice. 

47.  Dato  un  tetraedro  e  il  suo  coniugato  rispetto  a  una  quadrics, 
ciascuna  faccia  dell'un  tetraedro  seca  quei  tre  spigoli  dell'altro  che 
escono  dal  vertice  omologo  alla  faccia,  in  tre  punti  :  i  dodici  punti 
cosi  ottenuti  stanno  su  una  quadrica.  E  dualmente  (Chasles,  Ap. 
hist.,  nota  32). 

48.  Determinare  le  coniche  intersezioni  delle  quadriche 

4x*  +  y* —  43*  +  1  ^^  0,     xy  -[■  iCS  -j-  y:  =:  a 

col  piano  x  -{-  y  +  s  =  0. 

49.  Quattro  rette  date  sghembe  ammettono  in  generale  due  rette 
secanti  comuni,  reali  o  immaginarie.  Se  ne  ammettono  una,  ciascuna 
delle  quattro  rette  tocca  l'iperboloide  che  contiene  le  altre  tre.  Se  ne 
ammettono  più  di  due,  ne  ammettono  inSnit«,  e  sono  generatrici  di 
un  iperboloide. 
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50.  Se  un  solo  dei  ooefficienti  a^^^  a^,,  a,,  in  f{x)  è  nullo,  il  discri- 
minante della  equazione  A(p)  =0  non  è  nullo,  e  però  la  quadrica  non 
è  rotonda. 

Se  a|||  =  a|3=0,  il  discriminante  di  A(p)=0  si  riduce  a 

I  («22  -  «38)*  +  4aS3 1 1  {a,,  —  a„)  (a,,  —  a^^)  —  a\^  j  , 

e  però  si  annulla  solo  quando  (a^^  —  a,,)  (a^^  —  «33)  =  a\^. 
Se  poi  a^j  =  a^3  =  0,3  =  0,  il  discriminante  diviene 

(«Il  —  «2«)*  («M  —  «33)'  («33  —  «11)*. 
e  si  annulla  quando  due  dei  coefficienti  a^^,  a^^,  «33  sono  eguali. 

51.  Il  discriminante  di  6(p)=:0  può  decomporsi  inquadrati  anche 
come  segue  : 

3u,Mm3G3,-U3GJ^+..+;^|(u,G„— UjGgJuj^+iUjG^— 1Ì3G,3)U3«|  +..; 
questa  somma  va  divisa  per  n^^u^^  +  ^2*^3*  +  Wj^u^*. 

52.  Il  luogo  dei  centri  delle  sezioni  prodotte  in  una  quadrica  dai 
piani  di  una  stella  0  di  un  fascio  è  rispettivamente  un  piano  0  una 
retta. 

53.  Fra  i  punti  di  un  piano  u^x^-\-.  ..-{-U4=0,  il  centro  della 
sezione  prodotta  nella  quadrica  f(a?^,  x^^  073, 1)  =  0  dal  piano  è  quello 
che  rende  massima  0  minima  la  funzione  ((x^^  x^y  x^^  1). 

54.  Per  Tiperboloide  a  una  falda  -y  +  -^  —  -^  =  li  come  equa- 
zioni delle  rette  dei  due  sistemi  si  possono  assumere  le  seguenti  (oltre 
quelle  del  S  52)  : 

a  b   '  e  a'         b  a   '  e  b 

(j?,  q^  0)  essendo  un  punto  deirellisse  principale  ;  od  anche 

—  =  —  cose  4=  sen0,    -^  =  -^  sene  ±  cose; 

a  e  '       6  e 

Variando  e  ;  od  anche,  variando  X, 

I  segni  superiori  corrispondono  a  un  sistema,  grinferiori  all'altro. 
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Il  piano  per  due  rette  di  sistema  diverso  è 
—  cosi(e  +  0')+-|-senHe  +  e')  =— cosi(e  — e')  — Benl(e~tf). 

CL  0  e 

Le  proiezioni  ortogonali  delle  rette  di  un  iperboloide  rigato  sui 
piani  principali  sono  le  tangenti  alle  sezioni  principali. 

55.  Se  (u^x^  + . .)  +  ^(^1^1+  •  •)  =  0,  (w^x^  +  .  .)  +  ^'(^^i+-  •)=0 
variando  X  e  X'  rappresentano  due  fasci  proiettivi  di  piani,  sicché  fra 
X  e  X'  passa  una  relazione  bilineare 

aXV  +  6X  +  oX'  +  rf  =  0; 

eliminando  X,  X'  dalle  tre  equazioni,  si  ha  Tequazione  dellMperboloide 
generato  dai  due  fasci: 

a(u^x^  +  •  •)  (t^i^i  +  •  0  —  &(t^i^i  +  •  •)  (^^1  +  • .) 
—  c(v^x^  +  •  •)  (w^i^i  4*  •  •)  +  d('OiX^  +  •  •)  (^^i  +  •  •)  =  0- 

Si  può  supporre  ridotta  la  relazione  a  X  =  X\  ed  allora  si  trova 

[u^x^  + . .)  (t^x^  +  •  •)  —  («^1^1  +  •  •)  (t^i^i  + . .)  =  0- 

56.  L'equazione  deiriperboloide  individuato  dalle  tre  rette  di  co- 
ordinate (r,, ,...)»  («it  ,•••)»  (^f  »•••)»  è 


ove  (y-23«34^«)  = 


ss  *»t3  •f3 
^34  ^34  ^34 
^4t         ^42         M« 


,  ecc. 


57.  Le  equazioni  delle  rette  sul  paraboloide  iperbolico  sono 

dove  (p,  g,  0)  è  un  punto  della  parabola  principale  rp*  =  2a^. 

58.  I  punti  deiriperboloide  rigato,  per  cui  passano  due  generatrici 
ad  angolo  retto,  sono  anche  sulla  sfera  luogo  dei  vertici  dei  triedri 
trirettangoU  circoscritti  air  iperboloide.  Caso  del  paraboloide. 

59.  Le  tre  diagonali  di  ogni  esagono  iperboloidico  ooncorronoin  uà 
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panto.  Questo  è  in  linea  retta  col  punto  comune  ai  piani  degli  angoli 
di  posto  dispari  e  col  punto  comune  ai  piani  degli  angoli  di  posto 
pari.  E  dualmente. 

60.  Il  luogo  del  punto  d'incontro  dei  piani  tangenti  negli  estremi 
di  tre  semidiametri  coniugati  di  un  ellissoide,  è  un  ellissoide  con- 
centrico. 

61.  L'inviluppo  del  piano  per  gli  estremi  di  tre  diametri  coniugati 
qualunque  di  un  ellissoide  è  un  altro  ellissoide  conoentricOy  il  quale  « 
tocca  il  piano  nel  centro  della  sezione  da  questo  prodotta  nel  primo 
ellissoide. 

62.  Un  iperboloide  rigato  è  il  luogo  di  un  punto  tale,  che  il  pro- 
dotto delle  sue  distanze  da  tre  facce  concorrenti  di  un  parallelepipedo 
eguaglia  il  prodotto  delle  distanze  dalle  altre  tre  facce. 

63.  Se  tre  punti  assegnati  di  una  retta  mobile  non  escono  da  tre 
piani  fissi,  ogni  altro  punto  assegnato  della  retta  descrive  una  qua- 
drica  (Dupin,  Journ.  de  VÉcole  polytecn.^  XIV). 

64.  La  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dei  due  fuochi  di  una 
sezione  principale  della  qùadrica  dagli  estremi  di  tre  diametri  coniu- 
gati, è  costante  (Bbassinb,  Joum.  de  Maùh.^  VII). 

65.  È  costante  la  somma  delle  aree  di  tre  sezioni  circolari  paral- 
lele condotte  per  gli  estremi  di  tre  semidiametri  coniugati  (Bras- 

SINE,  1.  e). 

66.  Per  determinare  i  piani  ciclici  centrali,  si  può  procedere  altri- 
menti come  segue: 

Sia  -g-  +  ^  +  -V  =  1  ^^  ellissoide,  e  r  il  raggio  di  una  sezione 

circolare  centrale  :  questa  starà  sulla  sfera  a?*  + 1/*+ ^*  =  ^*?  ®  quindi 
i  suoi  punti  verificheranno  anche  la 

(^+f+i-)-(^+-&+4)=«> 

equazione  di  un  cono,  il  quale  intanto  deve  contenere  tutti  i  raggi 
del  detto  circolo,  e  però  si  deve  scindere  nel  piano  del  circolo  e  quindi 
in  un  altro  piano,  che  pure  sarà  ciclico.  Or  la  condizione  perchè 


tale  scissione  avveogra  è  che  nell'equazioDe  del  cono  maDchi  uno  dei 
quadrati  ;  e  cosi  abbiamo 

ecc.,  di  accordo  col  §  51. 

67.  Consideriamo  un  cono  equilatero,  e  il  piano  perpendicolare  a 
una  sua  generatrice  in  un  dato  punto.  Questo  è  il  punto  delle  al- 
tezse  in  tutti  i  triangoli  determinati  sul  piano  dalle  terne  dì  gene- 
ratrici mutuamente  perpendicolari. 

BB.  Date  tre  rette  di  un  cono  equilatero,  conduciamo  per  ciascuna 
il  piano  perpendicolare  al  piano  delle  altre  due:  la  retta  comune  a 
questi  tre  piani  è  una  quarta  retta  del  cono.  E  ognuno  degli  co  coni 
per  queste  quattro  rette  è  equilatero. 

69.  Il  volume  di  un  parallelepipedo  rettangolo,  che  sia  ad  un  tempo 
iscritto  e  circoscritto  a  un  iperboloide  equilatero  (§§  52  e  57),  è  costante. 

70.  Le  quattro  altezze  di  un  tetraedro  sono,  in  fcenerale,  rette  di 
un  sistema  su  un  iperboloide  equilatero.  Le  perpendicolari  alle  facce 
nei  rispettivi  punii  delle  altezze  sono  quattro  rette  dell'altro  sistema 
8uir iperboloide.  I  piani  condotti  pei  punti  di  mezzo  degli  spigoli  per- 
pendicolarmente agli  epigoli  opposti  concorrono  nel  centro  dell'iper- 
boloide. 11  centro  è  punto  medio  fra  il  baricentro  del  tetraedro  e  il 
centro  della  sfera  circoscritta. 

Se  due  delle  quattro  altezze  si  secano,  anche  le  altre  due  si  seohe- 
ranno  :  ciò  avviene  quando  il  tetraedro  ha  una  coppia  di  spigoli  op- 
posti ortogonali. 

Se  il  tetraedro  ba  due  coppie  di  spigoli  opposti  ortogonali,  tale  sar^ 
anche  la  terza  ;  allora,  le  altezze  concorrono  in  un  punto,  e  ogni  cono 
per  esse  è  equilatero. 

71.  Perchè  tre  rette  individuino  un  iperboloide  equilatero,  la  con- 
dizione è  che  esse  siano  tre  altezze  dì  un  tetraedro. 

72.  Per  ogni  punto  passano  sei  normali  di  una  quadrica:  esse 
stanno  su  un  cono  quadrico  equilatero,  al  quale  appartengono  il  dia- 
metro pel  punto,  le  parallele  agli  assi  della  quadrica,  la  perpendico- 
lare al  piano  polare  del  punto,  e  gli  assi  del  cono  circoscritto  dal 
punto  (Cbasles,  Corresp.  de  Quételet,  XI,  1839). 

Caso  del  paraboloide,  del  punto  sulla  quadrica,  eoo. 


73.  Il  luogo  dei  vertici  dei  coni  equilateri  circoscritti  a  una  qua- 
drica  è  un'altra  quadrica  concentrica. 

74.  Un  cono  ortogronale  può  venir  generato  in  co  modi  dalle  rette 
oomunì  ai  piani  corrispondenti  di  due  fasci  eguali,  i  cui  assi  s'incon- 
trino. Viceversa. 

76.  Il  piano  di  un  angolo  retto,  il  cui  vertice  sia  fisso,  e  i  cut  lati 
si  muovano  in  due  piani  fissi  pel  vertice,  inviluppa  un  cono  ortogo- 
nale. Viceversa. 

76.  Un  diedro  retto  si  mova  in  modo,  che  lo  spigolo  roti  in  titi 
piano  fisso  intorno  a  un  punto  fisso,  e  una  faccia  roti  intorno  a  una 
retta  per  questo  punto:  l'altra  faccia  invilupperà  un  cono  ortogonale. 
Viceversa. 

77.  II  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  ad  angolo  ser- 
bino un  dato  rapporto  costante,  è  un  cono  ortogonale.  Le  due  rette 
sono  coniugate  rispetto  a!  cono. 

Per  ogni  cono  ortogonale  esistono  co  coppie  di  rette  cosiffatte,  poste 
in  un  certo  piano,  e  corrispondenti  ai  singoli  valori  che  si  attribui- 
scono al  rapporto. 

78.  Un  iperboloide  ortogonale  può  venir  generato  ia  co  modi  dalle 
rette  comuni  ai  piani  omologhi  di  due  fasci  eguali,  i  cui  assi  siano 
sghembi. 

79.  Il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  rette  fisse  sghembe 
hanno  un  rapporto  costante,  è  un  iperboloide  ortogonale,  rispetto  al 
quale  le  due  rette  date  sono  coniugate. 

Per  ogni  iperboloide  ortogonale  esistono  co  coppie  di  rette  cosif- 
fatte, poste  su  un  certo  paraboloide  e  corrispondenti  ai  singoli  valori 
che  si  attribuiscono  al  rapporto  (Chasles,  Journ.  de  Matti-,  1). 

Per  punti  equidistanti  si  ha  un  paraboloide  iperbolico. 

80.  Sotto  la  condizione  C  =  0  la  quadrica  può  essere:  un  cono 
cui  si  possa  circoscrivere  uno  e  quindi  infiniti  triedri  tri  rettangoli, 
un  iperboloide  il  cui  cono  asintoto  abbia  questa  proprietà,  o  un  ci- 
lindro parabolico. 

81.  Se  l'inversa  di  una  radice  della  equazione  A(p)  =0  è  la  somma 
delle  inverse  delle  altre  due,  ossia  se 

C'  — 4BCO  +  80B'  — 0; 


allora  nell'ellissoide  ei  h»  a^^b'  -^-c^  e  i  semidiametri  diretti  agli 
ombelichi  son  lungrhi  e  y'a ;  nell'iperboloide  a  una  falda  sì  ha 
o*  =  6*+c';  nell'iperboloide  a  due  falde  si  ha  a'^t'  — e',  e  i  se- 
tnidiametri  suddetti  son  lung'hi  a  \/2. 

82.  Un  piano,  che  si  mova  passando  per  un  punto  fisao  dello  spi- 
golo di  un  diedro  fisso,  e  facendo  con  le  facce  angoli  coi  seni  in  rap- 
porto costante,  inviluppa  uu  cono  nelle  condizioni  dell'esempio  81. 

8S.  I  seni  degli  angoli  delle  due  rette  focali  di  no  cono  quadrico 
con  un  piano  tangente  qualunque  dànuo  un  prodotto  costante. 

84.  In  ogni  cono  quadrico,  i  due  piani  tangenti  per  una  retta,  e  i 
due  piani  che  uniscono  la  retta  alle  focali,  hanno  gli  stessi  piani 
bisettori. 

In  particolare:  ì  piani  tangente  e  normale  lungo  una  retta  del 
cono  bisecano  gli  angoli  dei  due  piani  che  uniscono  la  retta  alle  due 
focali  (Magnds,  Ann.  de  Math.,  XVI). 

85.  La  somma  degli  angoli  di  una  retta  qualunque  del  cono  con 
le  due  focali  è  costante  (Maqnus,  1.  e). 

86.  I  piani  per  una  focale  e  per  due  rette  del  cono  sono  simme- 
trici rispetto  al  piano  per  la  focate  e  per  la  polare  del  piauo  delle 
due  rette  rispetto  al  cono. 

87.  Due  rette  del  cono,  e  le  due  tracce  del  loro  piano  sui  piani 
ciclici  pel  vertice,  hanno  le  stesse  bisettrici. 

In  particolare:  un  piano  tangente  al  cono  lungo  una  generatrice 
seca  i  due  piani  ciclici  pel  vertice  in  due  rette  simmetriche  rispetto 
alla  generatrice. 

88.  La  somma  degli  angoli  di  un  piano  tangente  qualunque  del 
cono  oon  due  piani  ciclici  antiparalleli  è  costante. 

89.  Il  prodotto  dei  seni  degli  angoli  di  una  retta  qualunque  del 
cono  oon  due  piani  ciclici  antiparalleli  è  costante. 

90.  Le  rette  focali  di  un  cono  sono  perpendicolari  ai  piani  ciclici 
del  cono  supplementare,  e  viceversa. 


91.  Dato  un  cono  rotondo  e  una  sfera  iscrìtta,  og'Qi  piano  tangente 
alla  sfera  seca  il  cono  in  una  conica,  ohe  ha  un  fuoco  nel  ponto  dt 

contatto. 

92.  La  distanza  di  un  punto  di  una  quadrica  da  un  fuoco  serba 
un  rapporto  costante  alla  distanza  del  punto  dalla  direttrice  corri- 
spondente a  quel  fuoco,  purché  questa  distanza  venga  contata  paral- 
lelamente a  un  piano  ciclico.  Questo  rapporto  costante  dìcesi  modulo 
della  quadrica  (Mac-Cullaqh). 

93.  La  quadrica  polare  reciproca  di  una  quadrica  data,  rispetto  a 
una  sfera  che  abbia  il  centro  in  un  buo  fuoco,  è  rotonda. 

94.  Oli  asintoti  delle  coniche  focali  di  una  quadrica  sono  perpen- 
dicolari ai  plani  cìclici  della  quadrica  polare-reciproca  rispetto  a  una 
sfera  concentrica. 

95.  I  coni  circoscritti  da  un  punto  a  una  quadrica,  alle  sue  con- 
focali ed  alle  loro  coniche  focali,  hanno  gli  stessi  assi  e  le  stesse  rette 
focali,  e  si  tagliano  ortogonalmente. 

Caso  che  il  punto  appartenga  alla  quadrica.  Se  questa  è  un  iper- 
boloide rigato,  le  dette  focali  sono  rette  dell'iperboloide  {Cbasles, 
Journ.  de  Math.,  XI). 

Caso  che  il  punto  appartenga  a  una  conica  focale. 

96.  Se  due  punti  P',  (^  son  fissi  sull'iperbole  focale  e  P  varia  sul- 
l'ellisse focale,  è  costante  PP'±PQ'  secondochè  P'  e  Q'  sono  su  di- 
verai  rami  dell'iperbole  o  sullo  stesso. 

Se  F  è  fisso  sull'iperbole  e  P,  Q  sono  variabili  e  diametralmente 
opposti  sull'ellisse,  è  costante  PP'  +  QP'. 

Se  P,  Q  son  fissi  sull'ellisse  e  P'  varia  sull'iperbole,  è  costaote 
PP'  —  QP'  per  un  ramo,  e  cangia  di  segno  da  un  ramo  all'altro. 

Se  P  è  fisso  sull'ellisse  e  P*,  Q'  sono  variabili  e  diametralmente 
opposti  sull'iperbole,  è  costante  PP'  — PQ'. 

97.  In  un  paraboloide,  se  P,  Q  sono  fissi  su  una  parabola  focale  e 
P'  varia  sull'altra,  è  costante  PP'  —  QP'. 

98.  Le  proiezioni  delle  coniche  focali  su  un  piano  sono  confocali 
con  la  traccia  del  cilindro  delle  rette  tangenti  alla  quadrica  e  perpen- 
dicolari al  piano. 
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99.  Le  terne  di  piani  perpendicoliiri  e  coniugati,  che  passano  pei 
singoli  punti  dello  spazio,  secano  ciascun  piano  principale  in  un  tri- 
angolo autoconiugato  rispetto  alla  conica  focale  ivi  contenuta. 

100.  È  costante  il  prodotto  delle  distanze  dì  un  piano  tangente 
alla  quadriga  da  quei  due  punti  di  una  focale  in  cui  le  tangenti  son 

parallele  al  piano- 


Cenni  storici  (*). 


^  6G.  Delle  superficie  di  2"  grado  gli  antichi  geometri  conoscevano 
soltanto  la  sfera,  il  cilindro,  il  cono,  lo  sferoide  (il  nostro  ellissoide 
di  rotazione)  allungato  o  schiaccialo,  il  conoide  iperbolico  o  para- 
iolico  (cioè  l'iperboloide  di  rotazione  a  due  falde,  e  il  paraboloide  di 
TOtazione)  ;  come  si  riscontra  in  AacHtMEnB.  11  cilindroide  (cioè  il 
Dostro  iperboloide  di  rotazione  a  una  falda,  cfr.  §  52)  fu  considerato  da 
■Wbbn  [Philosophical  Transactions,  1669). 

Eulero  (Appendice  &\V Introductio  in  Anatysin  infinitortim,  174tì,V), 
estendendo  il  metodo  analitico  di  Caiitbsio  dal  piano  allo  spazio,  rav> 
viso  nell'equazione  di  2°  grado  a  tre  variabili  cinque  specie  di  su- 
perficie, che  chiamò:  1°  elHptoide,  2°  superficie  ellitlico-iperboUcay 

'  iperboltco-iperbotica ,  4"  elUttico-parabolica,  5"  parabolico-iper- 
^lica.  Esse  corrispondono  rispettivamente  ai  nostri  :  ellissoide,  iper- 
boloide a  una  o  due  falde,  paraboloide  ellittico  o  iperbolico. 

1  nomi  di  ellissoide,  iperboloide,  paraboloide  furono  messi  io  uso 
Bella  scuola  Politecnica  (BioT,  Lacboix).  La  denominazione  di  qua- 
Urica  è  di  questi  ultimi  tempi  e  d'origine  inglese  [quadric  in  Catlbt, 
Salmon,...). 

MONGB  e  HaChette,  con  una  più  profonda  e  compiuta  discussione 
dell'equazione  di  2"  grado,  scoprirono  parecchie  delle  principali  pro- 
prietà delle  quadriche.  Segnaliamo  la  doppia  generazione  di  qua- 
lunque iperboloide  a  una  falda  e  del  paraboloide  iperbolico  mediante 
Il  movimento  di  una  teli&  [ÌAo^an,  Journal  del' Ècole  Polytechrtique, 


C)  Ctr.  CiiASi.ES  {Ajierfu  historigue  ecc.,  e  Rapporl  )¥r  Ics  prùr/rét  de  la  Geometrie 
^^  «  Franca),  PoscBlbt  {Traité  de* proprifléi projeetieei,  wx.),  Uautisb  (AnttlytiKke 
Geometrie),  Lkuot  {Anali/se  appUquie  A  la  Geometrie  à  tmit  dimcntiont),  ecc. 


fase.  1",  pag.  14);  più  la  doppia  generazione  di  tutte  le  quadriebe, 
eccelto  il  paraboloide  iperbolico,  mediante  un  circolo  mobile  [efr. 
Hachbttb,  Éléments  de  Geometrie  à  trois  dtmensfons),  proprielk 
che  prima  era  nota  solo  pel  cono  (Apollonio,  Contea ,  I,  5  ;  Dbsak- 
GDES)  e  per  l'ellissoide  (D'Alembert,  Ojmscufes  mathématiques,  VII, 
pag.  163).  InSne  stabilirono  l'esistenza  dei  tre  piani  priDcipalì  per 
l'ellissoide  e  gli  iperboloidi  (Journ.  Éc.  poi.,  fase.  11°),  e  l'equazione 
di  3°  grado  da  cui  quei  ^lìani  dipendono  (nell'ipotesi  di  coordinate  or- 
togonali}. 

MoNGB  trovò  anche  la  afera,  luogo  dei  vertici  dei  triedri  trìrettan- 
goli  circoscritti  a  una  quadrica. 

I  discepoli  di  Mongf:  continuarono  la  ricerca  delle  proprietà,  sia  dì 
una  quadrica  combinata  con  punti  o  rette  o  piani  (alle  quali  noi  ci 
siamo  qui  limitati),  sia  di  due  o  più  quadriche. 

LiVBT  [Journ.  Éc.  poi.,  fase.  13°,  1806)  provò  il  teorema  salta 
somma  costante  dei  quadrati  di  tre  diametri  coniugati  dell'ellissoide, 
e  quello  sul  volume  costante  del  parallelepipedo  costruito  con  tre 
oemidiametri  coniugati. 

BiNi^T  (fase.  16%  1813)  aggiunse  il  teorema  sulla  somma  costante 
dei  quadrati  delle  aree  dei  triangoli  costruiti  su  tre  diametri  coniu- 
gati presi  a  due  a  due.  Egli  inoltre  si  servi  di  un  piano  diametrale 
per  semplificare  l'equazione  della  superficie,  adoperò  pel  primo  nella 
ipotesi  di  assi  obliqui  l'equazione  di  3°  grado  che  determina  i  piani 
principali,  e  fece  cono.scere  l'esistenza  dei  parallelepipedi  iscritti  e 
circoscritti  insieme  a  un  iperboloide  a  una  falda  (cfr.  §  52). 

Quanto  ai  teoremi  relativi  al  paraboloide  esposti  in  fine  del  §  49, 
essi  sono  assai  più  recenti,  e  son  dovuti  al  signor  Allman  {Quar- 
ieriy  Journ.  of  Math.,  XIH,  18731. 

Brianchor  {Journ.  Éc.  poi.,  fase.  13°}  mostrò  che  la  polare-reci- 
proca  di  una  quadrica  rispetto  a  un'altra  è  pure  una  quadrica. 

Pbtit  applicò  la  regola  dei  segni  di  Cartesio  alla  suddetta  eqoar 
zione  di  3°  grado  per  classificare  le  quadriche  (Correspondance  sur 
VÉc.  poi.  diretta  da  Hachette,  II). 

PoNCELBT  (Propr.  proj.,  619)  dimostrò  l'esistenza  dei  piani  ciclk! 
e  principali  mercè  la  considerazione  del  circolo  immaginario  all'lnd- 
nlto  (cfr.  §  37). 

Ghasles  [Corr.  Éc.  poi-,  pag,  302)  diede  le  formole  da  noi  di- 
stinte con  [1]|  e  |12]  §  51,  il  teorema  sulla  costante  somma  dei  qua- 
drati delle  proiezioni  dì  tre  diametri  coniugati  su  una  retta  o  qd 
piano,  quello  sulla  somma  costante  dei  quadrati  inversi  dì  tre  dia- 
metri perpendicolari,  e  parecchi  altri.  Lo  stesso  (loc.  cit-,  XI,  pag.  50, 
1839,  e  Ap.  hist.,  nota  9)  avverti  la  proiettività  fra  le  puateggiate 


che  le  retle  di  un  sistema  in  una  quadrica  rigata  eeg:nano  su  due 
rette  deiroltro,  e  i  fasci  di  piani  per  due  rette  di  un  sistema  e  per 
tutte  quelle  dell'altro. 

La  cDDBÌderazione  di  una  quadrica  ridotta  a  una  conica  inviluppo 
(g  11)  fu  sviluppata  da  Hesbb,  che  la  chiamò  Oreni/ìocAe,  cioè  superficie 
limite  {Vorlesungen  ùber  anaiylische  Geometrie  des  Raiimes,  XV), 

II  circolo  immaginario  all'infinito  fu  chiamato  nsfio'ufo  dal  Caylbx 
{A  sixtfi  Memoir  upon  quantica,  Phil.  Trarts.,  1. 149),  e  preso  a  base 
delle  relazioni  metriche  nello  spazio. 

Le  forme  canoniche  {§  41)  e  la  legge  d'inerzia  (nota  a  pag-.  108) 
furon  oos)  denominate  dal  SyLVBSTGR. 

I  paraboloidi  equilateri  furono  introdotti  e  denominati  da  Stbinee 
(Syst.  Entw.,  52,  II).  Del  cono  e  degli  iperboloidi  equilateri  sì  occu- 
parono JoACHiMSTHAL  (Joum.  Creile,  t.  56}.  Hbsìse  (I.  c,  XVI),  Voot 
\jOurn.  Creile,  t.  86),  Scbboteb  [Theorie  iter  Oberftàchen  xweiter 
Ordnwiff  ecc.). 

II  cono  ortogonale  fu  studiato  da  Biket  iCorr.  Éc.  poi.,  II),  da 
Steiner  {Joum.  Creile,  t.  2,  pag.  61,  e  Syst.  Enlw.).  L'iperboloide  or- 
togonale fu  studiato  da  Chaslbs  [Joum.  de  Malli. ,ì],  ds  Schonplik.'ì 
{Zeitschrift  Schlòmilch,  t,  23).  da  ScbbÒteh  (Joum.  Creile,  t.  85  e 
Oberflàchen),  che  gli  diede  il  nome  di  ortogonale. 

Maqnus  scopri  le  rette  focali  del  cono  quadrico  {dnnales  de  Oer- 
gonne,  i.  16). 

Dei  fuochi  dei  meridiaui  delle  quadriche  rotonde  si  occupò  Dupin 
(Applications  de  Geometrie,  18),  dandone  notevoli  proprietà. 

Le  due  coniche  (reali)  che  abbiamo  chiamate  focali  furono  trovate 
da  DupiN  {Corr.  /?«.  poi.,  II,  paj?.  424),  ciascuna  come  luogo  dei 
vertici  dei  coui  rotondi  circoscritti  nll'altra,  ed  anche  come  luogo  dei 
fuochi  dell'aUru  |i  suoi  punti  avendo  rispetto  all'altra  le  proprietà 
dei  due  fuochi  di  questa).  BiNiiT  e  Ahpkiiu  le  riguardarono  da  altri 
punti  dì  vista;  Quktelet,  Dbmo.\fburand  e  Morton  le  studiarono  dal 
primo  punto  di  vista  del  DtiriN. 

Stbinbu  {Joum.  Creile,  1. 1)  e  Bobillibr  {Bullettn  de  Férussac,  VII) 
le  considerarono  come  costituenti  il  luogo  dei  vertici  dei  coni  rotondi 
circoscritti  a  una  quadrica.  Ghasles  {Ap.  Msl.,  nota  31)  assegnò 
molte  proprietà  di  queste  coniche  (che  chiamò  anche  eccinlriche) 
rispetto  alla  quadrica,  e  mise  in  luce  l'analogia  di  tali  proprietà  con 
quelle  dei  fuochi  delle  coniche.  Notevoli  sono  pure  le  memorie  di 
Chaslks  sulle  linee  e  superficie  di  2"  grado  (A'owf.  Mém.  de  Bruxel- 
les, V  e  VI). 

Mac-Cdllagii  (Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy,  II),  aggiunse 
il  teorema  contenuto  nel  nostro  esercizio  92. 


Il  teorema  iti  fine  del  §  62  fu  posteriormente  trovato  da  Saluon 
(cfr.  Analytic  Geometry  of  3  dimensions)  e  ritrovato  da  Ahiot  {Jout^  ■ 
de  Matti.,  Vili}. 

La  equazione 

I  «i.+P  ■ 


=  0 


fu  incontrata  da  L\pl4cb  {Mém.  de  l'Acad.  de  Paris,  1772)  nelle  sue 
ricerche  su!  molo  dei  pianeti.  Per  ii^3  si  ottiene  l'equazione  che 
determina  i  piani  principali  di  una  quadrìca,  riferita  a  coordinate  or- 
togonali. La  realtà  delle  radici  di  questa  equazione  fu  dimostrata 
indirettamente  da  Lagrange  {Mém.  de  l'Acad.  de  Berlin,  1773).  Due 
dimostrazioni,  estensibili  ad  n  qualunque,  furono  date  da  Cadchy 
{Exercices  de  Matti..  IV;  cfr.  il  nostro  esercizio  42),  altre  da  Jacobi 
{Jown.  Creile,  t.  12),  da  Sylvestbe  {Pfiilosoptiical  Magatine,  lì), 
da  Gbonbrt  {Archiv,  t.  29). 

KuMMER  riuscì  primo  a  decomporre  in  una  somma  di  quadrati  il 
discriminante  di  questa  equazione  {Journ.  Creile,  t.  26)  ;  poi  BoE- 
CHAUDT  con  l'aiuto  dei  determinanti  vi  riuscì  per  n  qualunque 
(ib.,  t.  30).  Altre  decomposizioni  in  somme  di  quadrati  per  n=3 
furono  trovate  da  Hesse  [Vorlesungen),  Baueb  [Journ.  Creile,  71), 
Gktsee  (ib.,  82).  L'elegante  procedimento  da  noi  seguito  (§  28)  è  del 
SooRANDER  {Joum.  de  Matti.,  1879);  e  le  somme  di  13,  10,  7  qua- 
drati da  noi  accennate  sono  rispettivamente  quelle  di  Borcbabdt, 
Badeb,  Kuumeb.  Il  SooRANDEB  estende  il  suo  procedimento  anche  ad 
n  qualunque. 

Il  (liscrimiuante  della  equazione  quadratica,  che  determina  gli  assi 
di  una  sezione  piana  della  quadrìca  riferita  a  coordinate  ortogonali, 
fu  decomposto  in  somme  di  5  a  10  quadrati  da  Hbsse  [Journ.  Creile, 
t.  60)  mediante  sostituzioni  ortogonali;  in  una  somma  di  due  quadrati 
da  Henbici  (ib.,  t.  64),  di  altri  due  o  di  tre  quadrati  da  Sodillabt 
(ib.,  t.  65),  di  sei  quadrali  da  Bauer  (ib.,  t.  71,  cfr.  nostro  esercizio  51), 
e  di  due  altri  quadrati  dal  Soorakder  (ìb.,  t.  85).  il  quale  ha  anche 
data  un'altra  dimostrazione  dei  risultati  di  Resse.  Noi  abbiamo  esposta 
la  decomposizione  di  Hesse  in  6  o  Squadrati,  e  quella  del  Soubandeb 
in  due,  attenendoci  sempre  a  questo  ultimo  autore. 
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NOTA 

sui  sistemi  di  equazioni  lineari  omogenee  (*). 


1^  Sia  data  una  matrice  di  m  orizzontali  ed  n  verticali  : 


a 


(T'io  •  •  ^ 


11] 


11    "12 


In 


^ml  ^«2  •  •  ^mn 


e  supponiamo  che  si  annullino  tutti  i  determinanti  di  ordine  j>  +  1  ^i  questa  matrice, 
cioè  tutti  i  deteiTììinanti  formati  dagli  elementi  comuni  &  p-^-ì  orizzontali  e  p-j-ì 
verticali  qualunque  di  essa  ;  p  +  ì  essendo  non  maggiore  di  m  e  n.  Allora  saran  nalli 
anche  tutti  i  dctenuinanti  di  ordine  />  +  2  della  stessa  matrice,  visto  che  si  possono 
r<viluppare  in  funzioni  lineari  omogenee  di  quelli  di  ordine  jo  +  1.  E  similmente  saran 
nulli  tutti  i  deteniiinanti  di  ordine  p  +  'ò,  e  così  via. 

liMlaghercmo  poi  quali  e  quanti  determinanti  di  ordine  p-i-  ì  eìai  necessario  e  suffi- 
ciente supporre  nulli,  affinchè  si  annullino  tutti. 

2«  Consideriamo   n   variabili  aTj,  a?; , . . . ,  x^.   Siano  yi  « . . .,  y^  ^*  funzioni  li- 
neari omogenee  di  esse;  e  precisamente,  poniamo 

(   yi  =  ^11^1 +^12*2  + •••  + ^iH^n» 
(  !/»!=  ^'rwl-^l  +  «m2^2  +  •  '  '  +  %m^n  ' 


\n 


Supponiamo  che  siano  nulli  tutti  i  determinanti  di  ordine  p  -^i  (e  superiori)  della 
matrice  [1],  ma  che  non  sia  nullo  almeno  uno  dei  determinanti  di  ordine  jo,  p.e.  che 
non  sia  nullo 


n. 


'pi  •  ■   pp 

I 

(Ma  sia  A-  =  1,  2, ... ,  //i  —  j>;  e  scriviamo  il  determinante 


n 


11 


a 


ip 


a 


11 


<'l|»    «ir 


a 


a 


pi 


PP     jw 


Questo  è  nullo   \ieT  r  =  1, . . . ,  p^  poiché  allora  ha  Tultiina  verticale  identica  a  una 
<lclle  pi-cccdcnti;  ed  è  nullo  per  r  :=:p  +  1,/)  +  2,. ..,  n,  dietro  l'ipotesi  fatta.  Dimque, 


(")  Per  ulteriore  studio  il  lettore  può  consultare  le  mie  Ricerclie  sui  sistemi  l'i 
fcrinimtfi  (fi  equazioni  linenri  (Atti  dell* Accademia  di  Torino,  voi.  XII). 

K.  d'Ovidio  —  L#  proprietà  fondai/ufntali  delta  superficie  di  2"  ordine. 


inde- 


12 
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moltiplicando  gli  elomenti  doll*aUiina  verticalo  per  o?^,  prendendo  successivamente 
r  =  1,  2, . . . ,  n,  e  poi  sommando,  avremo  identicamente 


w 


a 


11 


Vi 


=  0; 


visto  che  il  coefficiente  di  y^^^  è  il  determinante  [3]  che  non  è  nullo. 

Sviluppando  secondo  Tultima  verticale,  da  ultimo  otterremo  Vp^g  espressa  come 
funzione  lineare  omogenea  delle  y^ , . . .  «  y^ .  E  ciò  per  «  =  1, . . . ,  m-^p. 

30  Non  essendo  nullo  il  determinante  [3],  io  dico  che,  per  ogni  sistema  di  valori 
attribuiti  a  ^.  ^.  1  «  •  •  •  1  ^^  •  ^^^  ^^'^  ^  ^^  ^^  sistema  di  valori  di  «?| , . . . ,  a;  ,  i 
quali  sono  funzioni  lineari  omogenee  di  d?^  ^  ^ , . . . ,  ^^  «  e  insieme  coi  valori  attribuiti 
a  queste  soddisfanno  le  equazioni  2/^  =  0,...,  y^  es  0.  Infatti,  in  queste  equazioni  a»* 
sumendo  come  incognite  d?^ , . . . ,  x^  e  come  termini  noti 

stantechè  il  determinante  [3]  dei  coefficienti  delle  incognite  non  è  nullo,  esiste  un 
sistema  di  valori  delle  incognite  che  soddisfa  le  dette  equazioni  ;  e  questi  valori  sono 
funzioni  lineari  dei  termini  noti,  e  quindi  di  a^p  ^  | , . . . ,  x^. 

Or  poiché  le  !/j,  ^  1 1  •  •  •  »  y^  sono  funzioni  Un  sari  omogenee  delle  yi  »  •  •  •  »  y^  ;    ne 

segue  che  i  valori  di  o;^ , . . . ,  x^  che  soddisfanno  le  equazioni  y^  =  0, . . . ,  y^  =  0 

soddisfanno  anche  le  y^  ^  j  =  0, . . . ,  y,^  =  0. 

40  La  dipendenza  della  equazione  y^^g  =0  dalle  y^=:0, .. 

esprimere  anche  dicendo,  che,  per  tutti  i  possibili  valori  di  x      y^^ 

determinante 

.    a, 


y^  =  0  si  può 
,  0?^,  ò  nullo  il 


[5] 


>ii 


V 

a. 


'\p 


VP 


^l,p4-l^p+l   +"*+^ln*^i 


^p^-»-l  ^p-k-l 


+•  •  •+  «y,,  ^n 


|H-#.l 


^p-t-«.P  ^P+«.  p-»-l  *p-*-l 


+.  ..+  «p^,tt^w 


e  quindi  devono  annullarsi  i  singoli  d3torminanti  d'ordine  p  +  i  che  fanno  da  coeffi- 
cienti di  07  ^  I , . . . ,  X  y  e  che  sono  in  numeix)  di  n  — p. 

E  siccome  s  deve  ricevere  successivamente  gli  m— p  valori  1,...,  m— p;  così 
avremo  in  tutto  da  annullare  (n — />)(>h— />)  determinanti  d'ordine  p  +  ^* 

Bisogna  poi  osservare  che  in  ciascuno  di  questi  determinanti  figura  un  elemento 
che  non  figura  negli  altri;  p.  e.  a^^,^  ^^^  figura  solo  nel  coefficiente  di  a?  ^^  nel 

determinante  [5]. 

50  Riepilogando,  possiamo  enunciare  il  seguente  teorema  : 
<  Siano  date  m  equazioni  lineari  omogenee  con  n  incognite.  Affinchè  queste  equa- 
<  zioni  si  riducano  a  p  equazioni  indipendenti,  in  generale  sono  necessarie  e  sufficienti 
€  (n ^p) (m  — p)  coniizioni ;  le  quali  consistono  nellannullarsi  di  altrettanti  deter- 
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4L  minanti  di  ordino  p  +  i^  estratti  dalla  matrice  dei  coefficienti  delle  incognito  nelle 
4,  date  equazioni. 

«  E  precisamente,  questi  determinanti  si  possono  dividere  in  m  — />  gruppi  di 
€  n<— p;  quelli  di  uno  stesso  gruppo  sono  formati  con  gli  elementi  di  p  orizzontali 
4  fisse  e  di  ciascuna  successivamente  delle  altre  orizzontali;  e  lo  stesso  dicasi  delle 

<  verticali.  Inoltre,  per  ciascun  gruppo,  bisogna  scegliere  le  p  orizzontali  e  le  p  vcr- 
€  ticali  fìsse  in  modo,  che  il  determinante  di  ordine  p  formato  con  i  loro  elementi 
4  comuni  non  sia  nullo. 

€  Sotto  tali  condizioni  si  annulleranno  tutti  i  determinanti  di  oitline  />  +  1  estratti 

<  dalla  detta  matrice,  ed  altresì  tutti  quelli  di  ordine  8U|)erìore  a  p  + 1  ». 

6*  Si  danno  dei  casi  in  cui  il  numero  dei  detenninanti  da  annullare  si  abbassa. 
Così:  se  /h  =  /?,  e  se  la  matrice  [1]  è  simmetrica  (vale  a  dire  se  af^fS=a^;  allora 

uno  stesso  determinante  potrà  compai-ire  due  volte  (soltanto  con  le  orizzontali  scam- 
biate con  le  verticali);  e  quindi  dovrà  esser  contato  una  volta  sola. 

In  particolare:  sia  m  =  r},  jo  =  n*- 2;  e  sia  simmetrica  la  matrice  [1],  che  allora 
rappresenta  un  determinante.  Applicando  la  i*egola  ora  enunciata,  basterà,  in  gene- 
rale, annullare  (n — p)*  =  4  suddeterminanti  in  [1],  due  complementaii  di  elementi 
della  1^  orizzontale  e  due  della  2*.  Scegliendo  sudaj,  fra  i  due  primi  e  suderai  fra  gli 
altri  due,  0  notando  che  attualmente  sud^rj,  =  sudaci ,  abbiamo  in  sostanza  da  annul- 
lare tre  suddeterminanti  (Questa  osservazione  si  applica  ai  §§  0-2^  13,  29,  31-3*,  37). 

Ancora:  sia  />i  =  tf,  jp  =:n  — 3,  e  sia  simmetrico  il  determinante  [IJ.  Basterà  sce- 
gliere tre  orizzontali  e  sopprimerne  da  [1]  due  alla  volta,  e  così  pure  scegliere  tre 
verticali  e  sopprimerne  due  per  volta:  si  hanno  allora  (n  —  /))2  =  9  suddeterminanti  di 
ordine  p-j-  i=n*-2  da  annullale.  Ora,  se  si  scelgono  le  tre  verticali  omologhe  alle 
tre  orizzontali,  questi  suddeterminanti  si  riducono  a  sei  distinti  (Questo  è  il  caso  dei 
§§  94»,  -30,  3l-n 

Da  ultimo:  sia  m=zn  —  1,  p  =•  «  —3,  e  sia  ^^,.  =  o^j^  per  h  e  i  minori  di  n.  Si 

hanno  da  annullare  (H'^p)(m^'p)=i6  deteiminanti  di  ordine  n  — 2;  ma  ò  facile 
scorgere  che  la  scelta  si  può  fare  in  guisa  che  due  di  essi  inescano  eguali,  e  però  il 
nimieix)  si  riduco  a  cinque  (Questo  ò  il  caso  del  §  18-i*). 
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